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Vorwort. 


Uzs  wichtigste  Hilfsmittel  zur  analytischen  Erforschung  der 
metrischen  Eigenschaften  des  Raumes  werden  stets  die  recht- 
winkligen Koordinaten  Descartes'  bilden ;  für  die  erste  Einführung 
des  Studierenden  in  die  anal3rtische  Geometrie  sind  sie  geradezu 
unentbehrlich.  Der  Anfänger  will  nur  mit  solchen  Gröfsen  ope- 
rieren, welche  eine  klar  hervortretende  geometrische  Bedeutung 
haben  und  welche  sich  infolgedessen  in  jedem  Augenblicke  durch 
Konstruktion  zur  Anschauung  bringen  lassen.  Diese  Eigenschaft 
bildet  aber  einen  besondern  Vorzug  der  Cartesischen  Koordinaten. 
Dazu  kommt  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  in  die  Theorie  dieser 
Koordinaten  eindringen  kann;  sobald  der  Anfänger  einige  wenige 
Begriffe  aufgenommen  hat,  vermag  er  mit  ihrer  Hilfe  auf  analy- 
tischem Wege  zahlreiche  Lehrsätze,  die  ihm  bis  dahin  unbekannt 
waren,  aufzufinden  und  zu  beweisen.  Daher  darf  man  den  Unter- 
richt in  der  analytischen  Geometrie  nur  mit  diesen  Bestimmungs- 
gröfsen  beginnen. 

Andererseits  mufs  man  aber  von  jedem  angehenden  Mathe- 
matiker auch  volle  Beherrschung  der  Dreiecks-Koordinaten  in  der 
Ebene  und  der  Tetraeder-Koordinaten  im  Räume,  der  sog.  ho- 
mogenen Koordinaten,  verlangen.  Will  der  Studierende  dies  Ziel 
mit  Sicherheit  erreichen,  so  mufs  er  sich  möglichst  früh  mit  diesen 
Gröfsen  bekannt  machen;  er  mufs  ihre  Beziehung  zu  den  Carte- 
sischen Koordinaten  genau  kennen  und  mufs  endlich  dazu  ange- 
halten werden,  mit  den  neuen  Koordinaten  zu  arbeiten.  Demnach 
erachte  ich  es  für  das  beste,  den  Anfänger  ganz  rasch  unter 
Benutzung  der  Cartesischen  Koordinaten  mit  den  einfachsten  Eigen- 
schaften der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  bekannt  zu 
machen   und   ihn   dann   sofort  in   die  homogenen  Koordinaten 
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einzufuhren.  Wer  bereits  mit  Hilfe  leichterer  Rechnungen  in  die 
Eigenschaften  der  Eächen  zweiten  Grades  eingedrungen  ist,  hat 
hinreichendes  Interesse  für  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die 
Geometrie  gewonnen,  um  vor  längeren  Darlegungen,  wie  sie  die 
Einführung  der  neuen  Koordinaten  nun  einmal  notwendig  macht, 
nicht  zurückzuschrecken.  Auch  bietet  sich  dem  Studierenden 
alsdann  noch  Lehrstoff  genug,  in  den  er  sich  mit  dem  neuen 
Hilfsmittel  hineinarbeiten  mufs,  um  einerseits  vollständig  in  die 
Theorie  der  homogenen  Koordinaten  einzudringen,  andererseits 
für  die  Mühe  belohnt  zu  werden,  welche  mit  der  Aneignung  der 
neuen  Methode  verbunden  ist.  Als  den  trefflichsten  Gegenstand 
zur  Einübung  der  homogenen  Koordinaten  erachte  ich  die  Lehre 
von  den  Polareigenschaften  der  Kurven  und  Flächen  zweiten 
Grades.  Denn  erstens  sind  homogene  Koordinaten  für  die  Be- 
handlung dieses  Gebietes  am  geeignetsten;  zweitens  lassen  sich 
die  meisten  Eigenschaften  jener  Kurven  und  Flächen  den  Polar- 
eigenschaften unterordnen  oder  doch  zu  ihnen  in  Beziehung  bringen. 
Dadurch  erwachsen  aber  dem  Unterricht  zahlreiche  Vorteile.  Der 
Mathematiker  kann  nicht  früh  genug  dazu  angeleitet  werden,  eine 
einmal  angewandte  Untersuchungsmethode  nach  den  verschie- 
densten Seiten  zu  verfolgen.  Zudem  werden  verschiedenartige 
Entwicklungen  leicht  verständlich,  wofern  sie  von  einem  einzigen 
Grundgedanken  beherrscht  werden.  Je  mehr  endlich  die  Zahl  der 
Lehrsätze  anwächst,  welche  im  Gedächtnisse  festgehalten  werden 
müssen,  um  so  notwendiger  wird  es,  zahlreiche  Einzelsätze  in 
einem  einzigen  allgemeinen  Satze  zusammenzufassen. 

An  sich  sind  die  homogenen  Dreiecks-  und  Tetraeder-Koordi- 
naten besonders  geeignet,  um  die  projektiven  Eigenschaften  zu 
erforschen;  sie  direkt  für  die  Metrik  zu  benutzen,  würde  verkehrt 
und  geradezu  schädlich  sein.  Sie  leisten  aber  auch  für  die  Er- 
forschung der  metrischen  Eigenschaften  wesentliche  Dienste,  so- 
bald man  die  uneigentlichen  Gebilde  eingeführt  hat.  Dafs  diese 
Gebilde  zuweilen  (hoffentlich  von  keinem  Mathematiker)  falsch 
aufgefafst  und  mit  wirklichen  Gebilden  verwechselt  werden,  kann 
keinen  Grund  bilden,  sie  vom  Unterrichte  auszuschliefsen.  Bei 
richtiger  Behandlung  wird  auch  der  Anfänger  in  ihnen  nichts 
weiter  erblicken,  als  ein  Mittel,  verschiedenartige  Sätze  sprachlich 
zusammenzufassen  und  einheitlich  zu  begründen.     Er  wird   dies 
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Hilfsmittel  aber,  nachdem  er  sich  in  den  Gebrauch  hineingelebt 
und  seine  Vorzüge  kennen  gelernt  hat,  nicht  mehr  entbehren 
wollen.  Dennoch  wird  es  gut  sein,  wenn  man  den  Lernenden 
beim  weiteren  Fortschreiten  zwingt,  sich  stets  die  in  dem  zu- 
sammenfassenden Satze  enthaltenen  geometrischen  Einzelsätze  klar 
zu  machen  und  die  Beweise  auch  unabhängig  von  jenem  Hilfs- 
mittel zu  fuhren. 

Nach  der  Einführung  der  unendlichfernen  Gebilde  stellen  sich 
die  Cartesischen  Koordinaten  als  ein  specieller  Fall  der  homogenen 
Koordinaten  dar.  Schon  aus  diesem  Grunde  darf  man  sich  nicht 
scheuen,  für  zahlreiche  Untersuchungen  wieder  auf  die  Koordi- 
naten Descartes'  zurückzugehen.  Um  nur  ein  Beispiel  anzuführen, 
verweise  ich  auf  die  konfokaleit  Flächen  zweiten  Grades.  Die 
Eigenschaften  dieses  Systems  von  Flächen  führen  sich  auf  mög- 
lichst wenige  Principien  zurück,  wenn  man  dasselbe  mit  Plücker 
als  eine  solche  Flächenschar  zweiter  Klasse  betrachtet,  welcher 
der  unendlichferne  Kugelkreis  angehört.  Man  wird  daher  am 
besten  zuerst  die  Schar  der  Flächen  zweiter  Klasse  untersuchen  und 
dabei,  weil  dies  Gebiet  der  Projektivität  angehört,  Tetraeder- 
Koordinaten  benutzen;  alsdann  wird  man  die  hierfür  gefundenen 
Resultate  auf  den  angegebenen  besondern  Fall  übenragen  und 
zuletzt  die  Theorie  der  konfokalen  Flächen  mit  Hilfe  von  recht- 
winkligen Cartesischen  Koordinaten  zum  Abschlufs  bringen. 

Der  Fälle  sind  aber  recht  viele,  wo  die  mit  den  rechtwink- 
ligen Koordinaten  vorzunehmenden  Operationen  erst  dann  in  ihrer 
vollen  Bedeutung  gewürdigt  werden  können,  wenn  man  die  Be- 
ziehung zu  allgemeinen  projektiven  Untersuchungen  kennt.  Auch 
hierin  liegt  ein  gewichtiger  Grund  dafür,  die  homogenen  Koordi- 
naten recht  früh  einzuführen.  Dem  Lernenden  erwächst  dann 
der  Vorteil,  dafs  er  schon  im  Beginne  seiner  Studien  angehalten 
wird,  sich  jedesmal  für  die  ihn  beschäftigende  Untersuchung  die 
passendsten  Koordinaten,  überhaupt  die  geeignetsten  Hilfsmittel 
auszuwählen. 

Eine  solche  Behandlung  der  homogenen  Koordinaten,  wie 
sie  mir  nach  den  vorstehenden  Darlegungen  notwendig  erscheint, 
habe  ich  in  den  mir  zugänglichen  Büchern  nicht  gefunden.  Zwar 
gehen  die  gröfseren  Werke  über  analytische  Geometrie,  an  denen 
unsere  Litteratur  glücklicherweise  keinen  Mangel  hat,  auch  auf 
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jene  Koordinaten  ein.  Aber  einerseits  beabsichtigen  diese  Bücher 
mehr,  den  gesamten  bis  jetzt  gewonnenen  Wissensstoff  mitzu- 
teilen oder  zur  selbständigen  Forschung  anzuregen,  und  eignen 
sich  schon  aus  diesem  Grunde  weniger  für  die  erste  Einführung; 
andererseits  überlassen  sie  dem  Leser  die  Beantwortung  mancher 
wichtigen  Frage  und  bieten  so  dem  Anfänger  zu  grofse  Schwie- 
rigkeit. Aus  diesem  Grunde  glaube  ich,  manchem  Studierenden 
einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  den  zweiten  Teil  meiner 
Vorlesungen  über  analytische  Geometrie,  wie  ich  sie  seit  einer 
Reihe  von  Jahren  an  der  hiesigen  Akademie  halte,  zu  einem 
Lehrbuche  ausarbeite  und  dem  Druck  übergebe. 

Ich  setze  somit  in  den  folgenden  Entwicklungen  die  Bekannt- 
schaft mit  den  Cartesischen  Koordinaten  und  einige  Übung  in 
ihrem  Gebrauche  voraus.  Hierfür  möchte  ich  vor  allem  auf  die 
Lehrbücher  von  Frischauf,  Ganter  und  Rudio,  sowie  von  Schur 
verweisen.  Wer  aus  einem  dieser  Bücher  die  einleitenden  Kapitel 
und  auch  den  einen  oder  andern  weiteren  Abschnitt  aus  der 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  durchgenommen  hat,  wird 
mit  Leichtigkeit  in  das  vorliegende  Lehrbuch  eindringen  können. 

Von  analytischen  Vorkenntnissen  durfte  ich  auf  die  wichtig- 
sten Sätze  aus  der  Theorie  der  Determinanten  nicht  verzichten. 
Dagegen  war  ich  nicht  genötigt,  von  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung Gebrauch  zu  machen.  Diejenigen  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung,  bei  deren  Herleitung  die  Infinitesimal- 
rechnung nicht  entbehrt  werden  kann,  werden  meines  Erachtens 
am  besten  bei  der  allgemeinen  Lehre  von  den  krummen  Flächen, 
speciell  bei  der  Krümmungstheorie,  durchgenommen.  Jedoch 
erachtete  ich  es  aus  mancherlei  Gründen  für  angebracht,  wenig- 
stens in  den  Übungen  partielle  Differentialquotienten  zu  benutzen. 

Dafs  ich  die  Projektivität  aus  der  Metrik  hergeleitet  und  nicht 
selbständig  begründet  habe,  wird  man  hoffentlich  bei  dem  Clia- 
rakter  des  Buches  billigen.  Reifliche  Erw^ägungen  waren  es  auch, 
die  mich  bestimmten,  die  Plückerschen  Koordinaten  der  geraden 
Linien  des  Raumes  nicht  aufzunehmen. 

Nur  ungern  habe  ich  darauf  verzichtet,  in  einem  historischen 
Überblicke  die  Entwicklung  der  homogenen  Koordinaten  darzu- 
legen. Ich  verkenne  nicht,  dafs  es  auch  für  den  Anfänger  inter- 
essant und  bildend  sein  mufs,  zu  erfahren,  in  welchem  Sinne  dies 
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Hilfsmittel  von  den  einzelnen  Forschern,  welche  es  zuerst  benutzt 
haben,  angewandt  worden  ist.  Aber  ich  mochte  den  Umfang  des 
Buches  nicht  weiter  anwachsen  lassen  und  durfte  aus  diesem 
Grunde  auf  die  allmähliche  Entwicklung  der  Methode  nicht  ein- 
gehen. Infolge  dessen  hatte  es  keinen  rechten  Zweck,  bei  ein- 
zelnen Lehrsätzen  den  ersten  Entdecker  anzugeben;  ich  mufste 
also  von  allen  Litteraturnachweisen  absehen. 

Den  einzelnen  Paragraphen  habe  ich  zahlreiche  Übungsauf- 
gaben beigefügt.  Wenn  manche  unter  ihnen  dem  gereifteren 
Leser  zu  einfach  erscheinen  sollten,  so  wolle  er  berücksichtigen, 
dafs  sie  hauptsächlich  den  Zweck  haben,  die  vorgetragenen  Sätze 
und  Methoden  einzuüben  und  zu  befestigen,  und  dafs  aus  diesem 
Grunde  die  Lösung  auch  dem  Anfänger  keine  Schwierigkeit  bieten 
darf.  An  einzelnen  Stellen  habe  ich  schwierigere  Übungen  ge- 
geben, dann  aber  auch  eine  Anleitung  zur  Lösung  beigefügt. 

Dem  ersten  Teile,  welcher  die  Geometrie  der  Ebene  behan- 
delt, habe  ich  zahlreiche  Figuren  beigegeben.  Das  schien  mir 
für  den  zweiten  Teil,  die  Geometrie  des  Raumes,  nicht  notwendig. 
Bei  der  engen  Beziehung,  in  der  die  beiden  Teile  zu  einander 
stehen,  erleichtert  der  Vergleich  mit  der  entsprechenden  ebenen 
Figur  das  Verständnis  weit  mehr,  als  eine  noch  so  gute  Zeichnung 
es  vermag.  Für  die  Flächen  zweiter  Ordnung  können  zudem 
meines  Erachtens  Modelle  nicht  entbehrt  werden,  und  diese  werden 
von  der  Firma  Schilling  in  Halle  a.  d.  S.  zu  einem  so  billigen 
Preise  geliefert,  dafs  der  Studierende  sie  auch  bei  seinen  häus- 
lichen Studien  zur  Hand  haben  kann. 

Münster  i.  W.,  9.  Juni  1900. 

W.  Killinj;. 
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Theorie  der  Doppelverhältnisse. 

1.  Wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader  Linie  liegen,  so 
sagt  man,  ohne  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte, 
die  Strecke  AB  werde  durch  den  Punkt  C  in  die  beiden  Teile 
AC  und  CB  zerlegt,  weil  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen 
immer  AC  +  CB  =  AB  ist.  Dabei  bezeichnet  man  den  Bruch 
AC  :  CB  als  das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  die  Strecke 
AB  im  Punkte  C  geteilt  wird. 

Liegt  C  zwischen  A  und  B,  so  haben  AC  und  CB  dasselbe 
Vorzeichen;  daher  ist  für  jeden  Punkt  C  der  Strecke  AB  das 
Schnittverhältnis  positiv.  Speciell  ist  das  Schnittverhältnis  gleich 
eins,  wenn  C  mit  der  Mitte  von  AB  zusammenfällt. 

Für  einen  Punkt  C,  der  in  der  Verlängerung  über  B  hinaus 
liegt,  haben  AC  und  CB  verschiedenes  Zeichen;  das  Schnittver- 
hältnis hat  einen  negativen  Wert,  der  dem  absoluten  Betrage 
nach  gröfeer  ist  als  eins;  es  ist  in  diesem  Falle  AC  :  CB<C —  1. 
Wenn  aber  endlich  C  auf  der  Verlängerung  der  Strecke  BA  über 
A  hinaus  liegt,  so  ist  0  >  AC  :  CB  ">  —  1. 

2.  Das  Verhältnis,  nach  welchem  die  Strecke  AB  im  Punkte 
C  geteilt  wird,  wird  seinem  absoluten  Betrage  nach  auch  erhalten, 
wenn  man  von  den  Endpunkten  A  und  B  auf  eine  beliebige  durch 
den  teilenden  Punkt  C  gelegte  Gerade  die  Senkrechten  AM  und 
BM  fällt.  Dann  ist  der  Bruch  AC  :  CB,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, gleich  AM  :  MB. 

3.  Wenn  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  die  Strecke  AB  sowohl  in  C  wie  in  D  nach  einem  ge- 
wissen Verhältnisse  geteilt.    Den  Quotienten   aus  diesen  beiden 

Klllinip,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.    I.  1 
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Verhältnissen  nennen  wir  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte 
A,  B,  C,  D  und  bezeichnen  ihn  durch  (ABCD).     Es  ist  daher: 

(1)    (ABCD)  =  ^:^| 

Wenn  das  Doppelverhältnis  den  Wert  —  1   hat,  wenn  also 

(2)     AC__Ap 
^^    CB""      DB 

ist,  so  sagen  wir,  die  vier  Punkte  lägen  harmonisch.  Wir 
gebrauchen  in  diesem  Falle  auch  den  Ausdruck,  die  Strecke  AB 
werde  in  den  Punkten  C  und  D  harmonisch  geteilt,  oder  die 
Punkte  C  und  D  seien  einander  in  Bezug  auf  die  Strecke  AB 
harmonisch  zugeordnet.  Da  aus  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung 
folgt  : 

CA_^  CB 

AD~    "BD' 

so  wird,  falls  die  Strecke  AB  in  den  Punkten  C  und  D  har- 
monisch geteilt  wird,  auch  die  Strecke  CD  in  A  und  B  harmonisch 
geteilt. 

4.  Den  Winkel  zweier  von  demselben  Punkte  O  ausgehenden 
Strahlen  (Halbgeraden)  a  und  b  bezeichnen  wir  mit  (ab).  Dabei 
denken  wir  von  vornherein  den  Sinn  festgelegt,  nach  welchem 
der  Strahl  a  um  O  gedreht  werden  mufs,  bis  er  mit  dem  zweiten 
Schenkel  b  zusammenfällt. 

Sind  in  der  Ebene  drei  von  dem- 
selben Punkte  ausgehende  Strahlen  a, 
b,  c  gegeben,  so  sagen  wir,  der  Winkel 
(ab)  werde  durch  den  Strahl  c  in  die 
Winkel  (ac)  und  (cb)  geteilt,  und  be- 
zeichnen   den   Bruch    -; — j~~    als    das 

sm  (cb) 

Schnittverhältnis  der  Teilung. 

Neben  den  Strahlen  a,  b,  c  ist  es 

von  Vorteil,  auch  die  entgegengesetzten 

Strahlen   a',   b',   c'   zu  betrachten,   also 

diejenigen  Strahlen,  welche  der  Reihe  nach  mit  a,  b,   c  je  in 

gerader  Linie  liegen.     Dann  ist  (ac')  entweder  gleich:   (ac)  +  jt 

oder   gleich:   (ac)  —  jr;    ebenso  ist  (c'b)   entweder  —  (cb)  +  jc 


y 
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oder  =  (cb)  —  x  u.  s.  w.  Demnach  ist  sin  (ac)  =  —  sin  (ac), 
sin  (c'b)  =  —  sin  (cb).  Das  Schnittverhältnis  ändert  sich  somit 
nicht 9  wenn  man  statt  des  teilenden  Strahles  c  den  entgegen- 
gesetzten Strahl  d  nimmt  und  die  beiden  Strahlen  a  und  b  bei- 
behält. Dagegen  behält  das  Schnittverhältnis  den  absoluten  Betrage 
wechselt  aber  das  Vorzeichen,  wenn  man  etwa  den  Strahl  a  durch 
a'  ersetzt. 

Wenn  der  teilende  Strahl  c  im  Winkelfelde  (ab)  oder  im 
Felde  des  Scheitel  winkeis  (ab')  liegt,*  so  ist  das  Schnittverhältnis 
positiv.  Liegt  aber  der  Strahl  c  im  Felde  eines  Nebenwinkels 
von  (ab),  so  hat  das  Schnittverhältnis  einen  negativen  Wert. 

5.  Um  das  Schnittverhältnis  der  Teilung  eines  Winkels  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  darzustellen,  kann  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  teilenden  Strahles  c  die  Senkrechten  auf 
die  Schenkel  a  und  b  fällen.  Ist  C  ein  beliebiger  Punkt  von  c, 
und  steht  CA  auf  a,  CB  auf  b  senkrecht,  so  ist,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  das  Schnittverhältnis  gleich  dem  Bruche  CA  :  CB. 

6.  Den  Quotienten  aus  den  Verhältnissen,  nach  denen  ein 
Winkel  durch  zwei  verschiedene  vom  Scheitel  ausgehende  Strahlen 
geteilt  wird,  nennt  man  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Strahlen.  Wird  der  Winkel  (ab)  erst  durch  c  und  dann  durch 
d  geteilt,  so  bezeichnet  man  das  entsprechende  Doppelverhältnis 
durch  (abcd).  Die  vier  Strahlen  können  auch  durch  den  gemein- 
schaftlichen Scheitel  O  und  je  einen  Punkt  gegeben  sein;  für  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD  gebraucht 
man  das  Zeichen  (O  :  ABCD).    Demnach  ist 

,  ,    j.        sin  (ac)      sin  (ad) 

(abcd)  =  -.— v-r-;  :  -^— tjt^' 
^        ^       sm  (cb)     sm  (ab) 

rr\     A  nnrw       sin  AOC      siu  AOD 
(O  :  ABCD)  =  .^^-^ß  :  ^^-g- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar,  dafs  das  Doppel- 
verhältnis sich  nicht  ändert,  wenn  man  irgend  einen  der  vier 
Strahlen  durch  den  entgegengesetzten  Strahl  ersetzt.  Man  darf 
daher  auch  vom  Doppelverhältnis  von  vier  geraden  Linien  sprechen. 

7.  Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit 

vier   von    einem   Punkte   ausgehenden   Strahlen    haben 

dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  Strahlen  selbst. 

1* 
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Zunächst  überzeugt  man"  sich  leicht,  dafs  die  Doppelverhält- 
nisse (ABCD)  und  (O  :  ABCD)  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Was 
aber  die  absoluten  Werte  betrifit,  so  ist: 

AC      sin  AOC    CB^sinCOB 
AO  "  sin  ACO'  BO      sin  BCO* 
also 

sin  AOC      AC  .  BO 


Ebenso  ist 


sin  COB      CB  .  AO 


sin  AOD      AD  .  BO 


sin  DOB      DB  .  AO 

und  somit  folgt  durch  Division: 

sin  AOC     sin  AOD  ^  AC     AD 
sin  COB  *  sin  DOB      CB  *  DB 
oder  (O  :  ABCD)  =  (ABCD). 

8.  Dieser  Lehrsatz  ermöglicht  es  uns,  nachdem  vier  Punkte 
einer  Geraden  oder  vier  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  (vier 
Strahlen  eines  Büschels)  gegeben  sind,  beliebig  viele  Quadrupel 
zu  konstruieren,  deren  Elemente  dasselbe  Doppelverhältnis  zu 
einander  haben.  Sind  z.  B.  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  gegeben, 
so  kann  man  von  einem  beliebigen  Punkte  O  die  vier  Geraden 
OA,  OB,  OC,  OD  ziehen;  diese  haben  dasselbe  Doppelverhältnis 
wie  die  vier  Punkte.  Man  kann  aber  jetzt  die  vier  Geraden  OA, 
OB,  OC,  OD  durch  eine  beliebige  Transversale  in  den  vier 
Punkten  Ai,  B|,  Ci,  Dt  durchschneiden;  dann  ist  auch 

(ABCD)  =  (AiBiC,Di). 

Die  letzten  vier  Punkte  kann  man  wieder  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  Ol  verbinden  und  dadurch  vier  neue  Strahlen 
erhalten,  für  welche  das  Doppelverhältnis  denselben  Wert  hat. 
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Um  diese  doppelte  Art,  aus  vier  gegebenen  Elementen  weitere 
Quadrupel  mit  demselben  Doppelverhältnisse  herzuleiten,  kurz  aus- 
zusprechen, sagt  man  vielfach,  die  Gröfse  eines  Doppelverhält- 
nisses bleibe  beim  Schneiden  und  Projizieren  unverändert. 

9.*  Die  Gesamtheit  der  in  der  Ebene  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Geraden  nennt  man  einen  Strahlenbüschel,  die 
Gesamtheit  der  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  eine  Punkt- 
reihe. 

Man  sagt,  eine  Punktreihe  sei  einem  Strahlenbüschel 
perspektiv  zugeordnet,  wenn  man  jedem  Strahle  des  Büschels 
seinen  Schnittpunkt  mit  dem  Trägpr  der  Punktreihe  zuordnet. 
Läfst  man  einen  Strahl  a  sich  um  einen  festen  Punkt  O  drehen 
und  ordnet  ihm  in  der  Geraden  g  denjenigen  Punkt  a  zu,  in 
welchem  diese  vom  Strahle  a  geschnitten  wird,  so  ist  durch  die 
Festsetzung  eine  Perspektive .  Zuordnung  der  Punkte  a  von  g  zu 
den  Geraden  a  des  Büschels  O  bestimmt. 

Zwei  Punktreihen  heifsen  einander  perspektiv  zu- 
geordnet, wenn  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
durch  einen  festen  Punkt  gehen.  Es  seien  die  geraden  Linien  g 
und  g'  gegeben;  man  nehme  einen  Punkt  O  hinzu,  der  auf  keiner 
von  ihnen  liegt,  und  ordne  einem  Punkte  a  der  Geraden  g  den- 

1  Der  Schlufs  des  5  darf  anfangs  überschlagen  werden. 
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jenigen  Punkt  von  g'  zu,  in  welchem  diese  Gerade  von  der  Ver- 
bindungslinie oO'  geschnitten  wird. 

Endlich  kann  man  die  Strahlen  des  Punktes  O  denen 
eines  zweiten  Punktes  O'  perspektiv  zuordnen.  Zu  dem 
Ende  nehme  man  eine  Gerade  g  hinzu  und  lasse  diejenigen  beiden 
Strahlen  der  Büschel  einander  entsprechen,  welche  durch  den- 
selben Punkt  der  Geraden  hindurchgehen.  Ist  a  ein  beliebiger 
Punkt  von  g,  so  soll  dem  Strahle  Oa  des  Büschels  O  der  Strahl 
O'a  des  Büschels  O'  entsprechen.  Auf  diese  Weise  sind  die 
Strahlen  der  Büschel  einander  perspektiv  zugeordnet. 

10.  Hiernach  können  wir  den  in  7.  bewiesenen  Lehrsatz 
auch  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Wenn  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel  einander  per- 
spektiv zugeordnet  sind,  so  haben  irgend  vier  Punkte  der  Punkt- 
reihe dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechenden  Geraden 
des  Büschels. 

In  zwei  Perspektiven  Strahlenbüscheln  haben  irgend  vier 
Strahlen  des  einen  dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechen- 
den Strahlen  des  andern. 

Irgend  vier  Punkte  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Doppel- 
verhältnis wie  die  entsprechenden  Punkte  in  einer  perspektivisch 
zugeordneten  Punktreihe. 

Indem  wir  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  mit  dem  gemein- 
samen Namen  »einstufige  ebene  Gebilde«  belegen,  lassen 
sich  die  letzten  Sätze  in  folgendem  Ausspruch  zusammenfassen: 

In  zwei  Perspektiven  einstufigen  Gebilden  haben 
irgend  vier  Elemente  des  einen  dasselbe  Doppelver- 
hältnis,  wie  die  entsprechenden  Elemente  des  andern. 

Übungen : 

1)  Man  suche  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  drei  Punkten 
einer  Geraden. 

2)  Jeder  Winkel  wird  durch  seine  Halbierungslinie  und  die 
Halbierungslinie  seines  Nebenwinkels  harmonisch  geteilt;  wenn 
umgekehrt  von  zwei  harmonisch  zugeordneten  Strahlenpaaren  die 
Geraden  des  einen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbieren 
sie  die  von  den  Geraden  des  anderen  Paares  gebildeten  Winkel. 

;  3)  Drei  Punkte  einer  geraden  Linie  kann  man  in  sechsfacher 
Weise  anordnen  und  zu  jeder  Anordnung  den  vierten   harmo- 
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nischen  Punkt  konstruieren;  wieviel  Punkte  erhält  man  auf  diese 
Weise? 

4)  Durch  drei  Punkte  einer  geraden  Linie  werden  sechs 
Schnittverhältnisse  bestimmt;  wenn  eines  derselben  gleich  X  ge- 
setzt wird,  so  haben  die  fünf  andern  die  Werte: 

1    __  _      1  i  -h  l  i- 


r  '      x+v        X  '     x+i 

5)  Der  vorstehende  Satz  gilt  nicht  für  das  Schnittverhältnis 
dreier  Strahlen  eines  Punktes. 

6)  Ein  Doppelverhältnis  ändert*  sich  nicht ,  wenn  man  das 
erste  Paar  der  Elemente  mit  dem  zweiten  Paare  vertauscht: 
(ABCD)  —  (CD  AB). 

7)  Jedes  Doppelverhältnis  geht  in  seinen  reciproken  Wert 
über,  wenn  man  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  beiden 
letzten  Elemente  mit  einander  vertauscht.   Setzt  man  (ABCD)  =—  Xy 

so  ist  (BACD)  =3  (ABDC)  =  ^. 

8)  Ein  Doppelverhältnis  ändert  sich  nicht,  wenn  man  sowohl 
die  beiden  ersten  wie  die  beiden  letzten  Elemente  mit  einander 
vertauscht:  (ABCD)  =  (BADC). 

^9)  Vertauscht  man  die  beiden  mittleren  Elemente  eines  Doppel- 
verhältnisses mit  einander,  so  erhält  man  ein  Doppelverhältnis, 
welches  zu  dem  gegebenen  addiert^  die  Summe  eins  liefert: 
(ABCD)  +  (ACBD)  =  1. 

10)  Durch  vier  Punkte  einer  geraden  Linie  oder  vier  Strahlen 
eines  Büschels  sind  24  Doppelverhältnisse  bestimmt,  entsprechend 
den  24  Permutationen,  die  aus  den  vier  Elementen  gebildet  werden 
können;  diese  sind  zu  je  vier  einander  gleich.  Für  vier  Punkte 
einer  geraden  Linie  bestehen  die  Beziehungen: 

(ABCD)  —  (BADC)  —  (CDAB)  =  (DCBA)  —  X 

(ABDC)  =  (BACD)  =  (CDBA)  =-  (DCAB)  =  J 

(ACBD)  —  (BDAC)  =  (CADB)  =  (DBCA)  =  1  —  A 

(ACDB)  —  (BDCA)  —  (CABD)  —  iDBAC)  —  ^-^ 

(ADCB)  =  (BCDA)  =  (CBAD)  —  (DABC)  —  ^^-^ 

(ADBC)  =  (BCAD)  —  (CBDA)  =  (DACB)  —  -"^  ^- 
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S  2. 
Das  Koordinatendreieck. 

1.  Die  Cartesischen  Koordinaten,  deren  Wesen  hier  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird,  lassen  sich  sehr  einfach  einführen  und 
erweisen  sich  für  zahlreiche  Untersuchungen  als  das  geeignetste 
Werkzeug,  geometrische  Beziehungen  der  Rechnung  zu  unter- 
ziehen. Daher  werden  sie  nicht  nur  in  den  Elementen  der  ana- 
l}rtischen  Geometrie  ausschliefslich  benutzt,  sondern  können  auch 
für  tiefer  gehende  Forschungen  vielfach  nicht  entbehrt  werden. 
Gewisse  Eigenschaften  der  Figuren  ergeben  sich  aber  am  ein- 
fachsten und  natürlichsten,  wenn  man  ein  anderes  Koordinaten- 
system benutzt,  auf  welches  die  Wissenschaft  ziemlich  spät  und 
nur  allmählich  gefuhrt  worden  ist.  Es  sind  dies,  wie  wir  hier 
wenigstens  andeuten  wollen,  solche  Eigenschaften,  bei  denen  es 
mehr  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Gebilde,  als  auf  die  Gröfse 
der  Strecken,  Winkel  und  Flächen  ankommt.  Dies  neue  System 
besitzt  in  seinen  Anwendungen  mancherlei  Vorzüge,  welche  den 
Cartesischen  Koordinaten  abgehen;  auch  ist  es  weit  allgemeiner 
und  begreift  das  von  Descartes  eingeführte  System  als  besondern 
Fall  unter  sich.  Aber  es  ist  nicht  gerade  leicht,  in  dasselbe  ein- 
>zudringen.  Wir  wollen  daher  die  drei  folgenden  Paragraphen 
zur  Vorbereitung  benutzen  und  das  allgemeine  System  erst  in  §  5 
aufstellen. 

2.  Durch  eine  jede  gerade  Linie  wird  die  Ebene  in  z^'ei 
Teile  zerlegt.  Um  diese  von  einander  zu  unterscheiden,  bezeichnen 
wir  den  einen  als  den  positiven,  den  andern  als  den  negativen 
Teil  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  Gerade.  Von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  fällen  wir  die  Senkrechte  auf  die  Gerade  und 
versehen  deren  Länge  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vor- 
zeichen, jenachdem  der  Punkt  dem  positiven  oder  negativen  Teile 
angehört.  Dementsprechend  unterscheiden  wir  auch  einen  posi- 
tiven und  einen  negativen  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
Geraden.  Indem  wir  dem  Abstände  in  dieser  Weise  ein  Vor- 
zeichen beilegen,  wird  die  Lage  eines  Punktes,  der  von  einer 
gegebenen  Geraden  den  Abstand  a  hat,  auf  eine  einzige  Gerade 
beschränkt,  während  die  Punkte  einer  zweiten  Geraden  den  Ab- 
stand —  a  von  der  gegebenen  Geraden  besitzen. 
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3.  Jetzt  sei  in  der  Ebene  ein  Dreieck  OiOgOs  gegeben.  Da 
wir  dasselbe  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  jeden  Punktes  ge- 
brauchen wollen,  so  soll  es  das  Koordinatendreieck  heifsen. 
Wir  verlängern  die 
drei  Seiten  unbe- 
grenzt  nach  beiden 
Richtungen.  Einen 
Punkt  der  Geraden 
O1O2,  der  in  der 
Verlängerung  über 
Oi  hinaus  liegt,  nen- 
nen wir  Oi2,  und 
ebenso  möge  ein 
Punkt  dieser  Gera- 
den, der  in  der  Ver- 
längerung ober  Ol 
hinaus  liegt,  mit  O21 
bezeichnet  werden. 
In  gleicher  Weise 
führe  man  die  Punkte 
0,1  und  Ol  3,  Ois 
und  Oas  ein.  Aufser 
dem  Innern  des  Drei- 
ecks giebt  es   noch 

sechs  andere  Teile  der  Ebene,  welche  durch  die  drei  Geraden 
gegen  die  übrige  Ebene  abgegrenzt  werden.  In  das  Feld  des 
Winkels  O21  Ol  Oai  tritt  die  Linie  O^Os  auch  in  ihrer  Verlänge- 
rung nicht  ein;  jeder  Scheitelwinkel  zu  einem  Innenwinkel  des 
Dreiecks  OiOjOs  begrenzt  also  für  sich  einen  Teil  der  Ebene. 
Dagegen  schliefst  das  Feld  eines  jeden  Dreieckswinkels  das  Innere 
des  Dreiecks  ein;  trennt  man  dies  von  dem  Felde  ab,  so  bleibt 
jedesmal  ein  Teil,  der  von  einer  Seite  des  Dreiecks  und  von 
Verlängerungen  der  beiden  andern  Seiten  begrenzt  wird;  wir 
wollen  jeden  solchen  Teil  ein  ungeschlossenes  Dreiseit  nennen. 

Hiernach  wird   die  Ebene   durch  die  drei   Geraden  O2O3, 
OsOi  und  O1O2  in  die  folgenden  sieben  Teile  zerlegt: 
I.  das  Innere  des  Dreiecks  OiO^Os, 
IL    »    Winkelfeld  O^iOiOg,, 
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III.  das  Winkelfeld  Os^OgOu, 

IV.  »  »  OisOsOja, 

V.     »    ungeschlossene  Dreiseit  OjjOgOsOis, 

VI.     »  »  »       OjsOsOiO,!, 

VII.     »  »  »       03iO|0,Oa2. 

4.  Um  die  Lage  eines  jeden  Punktes  in  der  Ebene  zu  be- 
stimmen, fallen  wir  von  ihm  die  drei  Senkrechten  auf  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  OiO^Os;  wir  nennen  pi  die  auf  OjOj,  pt 
die  auf  O5O1  und  ps  die  auf  OiOj  gefällte  Senkrechte.  Wir 
wollen  den  Punkt,  von  dem  aus  die  Senkrechten  pi,  p^,  ps  auf 
die  drei  Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällt  werden  können, 
den  Punkt  (pi,  p^,  ps)  oder  auch  kurz  den  Punkt  (p)  nennen. 
Für  alle  Punkte  der  geraden  Linie  0^0$  ist  pi  =  0;  ebenso  ist 
P2  =  0  fiir  die  Punkte  der  Geraden  OsOi,  und  ps  *=•  0  für  die 
der  Geraden  OiO». 

Wenn  wir,  wie  im  folgenden  immer  geschehen  soll,  die 
Höhen  des  Dreiecks  OiOsOs  der  Reihe  nach  hi,  h2,  hg  nennen, 
so  ist  für  den  Punkt  Oi 

pi  =  hl,  pj  =  p3  =  0; 
ebenso  ist  für  den  Punkt  O« 

p2  =  hg,  p3  =  pi  =  0, 
und  für  den  Punkt  O, 

P.i  =  hs,  p,  =^  p^  ==  0. 

5.  In  Bezug  auf  jede  der  drei  Geraden  OjOg,  0.sOi  und 
OiOj  soll  derjenige  Teil  der  Ebene  als  der  positive  betrachtet 
werden,  dem  das  Innere  des  Dreiecks  angehört.  Somit  haben 
die  Senkrechten  pi,  p2,  ps  für  alle  Punkte  im  Innern  des  Drei- 
ecks ein  positives  Vorzeichen.  Ändert  der  Punkt  stetig  seine 
Lage,  so  erleiden  auch  die  einzelnen  Senkrechten  stetige  Ände- 
rungen. Wenn  hierbei  der  Punkt  auf  die  andere  Seite  von  OjOs 
übertritt,  so  nimmt  auch  die  Senkrechte  pi  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  an.  Dasselbe  gilt  für  p^  beim  Hindurchgange  durch 
OiOs  und  für  ps  beim  Hindurchgange  durch  OiO^.  Demnach 
ergeben  sich  für  die  sieben  Teile  der  Ebene  folgende  Kombi- 
nationen der  Vorzeichen: 

pi      p«     Ps 

I     +     +     + 
II     + 
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Pi       P«       Ps 

lU    —    +    — 

IV    -    -    + 
V    -    +    + 

VI    +    -    + 
VII    +    +    -. 

6.  Wenn  von  den  drei  Senkrechten  pi,  pi,  p3,  die  vom 
Punkte  P  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  OiO^Oj  gefällt  werden 
können,  zwei  gegeben  sind,  so  ist  auch  die  dritte  bekannt.  Es 
mufs  also  zwischen  diesen  Senkrechten  eine  Relation  bestehen. 
Diese  finden  wir  am  leichtesten,  wenn  der  Punkt  P  im  Innern 
des  Dreiecks  liegt.  Ziehen 
wir  in  diesem  Falle  von 
P  aus  die  geraden  Strecken 
nach  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks,  so  zerlegt  sich 
dasselbe  in  die  Summe  der 
drei  Dreiecke  O«  O»  P, 
OsOiPundOiOjP.  Von 
diesen  hat  jedes  eine  Seite 
des  gegebenen  Dreiecks 
zur  Grundlinie  und  die 
entsprechende  Senkrechte 
zur  Höhe.  Indem  wir  noch 

0,0s  =  ai,  O3O1  =  ag,   O1O2  =  as  und  den  Inhalt  des  Drei- 
ecks OiOjOs  gleich  /\  setzen,  erhalten  wir  die  Gleichung 

aiPi  +  a2p2  ^-asPs  —  ^A 
oder 


Nun  ist  2/\  =  aihi  = 


=  aaha  =  ashs  oder 

2A      .      2A 

— - —  =  n^. 


hj. 


ai  "     a^  '      as 

Demnach  besteht  zwischen  den  drei  Senkrechten  pi,  pg,  ps 
die  Beziehung: 
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Diese  Gleichung  ändert  sich  aber  nicht,  wenn  der  Punkt  P 
irgend  eine  andere  Lage  annimmt.  Wenn  z.  B.  der  Punkt  P 
dem  Raumteile  VI  angehört,  so  besteht  zwischen  den  Flächen- 
räumen der  Dreiecke,  welche  man  durch  Verbindung  von  P  mit 
den  Eckpunkten  des  Dreiecks  erhält,  die  Beziehung: 

OjOjP  —  OsOiP  +  0|0,P  =  OiOjOs. 

Jetzt  haben  aber  pi  und  ps  ein  positives,  pt  ein  negatives 
Vorzeichen,  und  da  wir  in  der  vorstehenden  Formel  jeden  Flächen- 
inhalt positiv  genommen  haben,  so  ist 

20sO,P  =  -  a,p„  20,0sP  =  a^p,,  20,0^P  -  ajpj. 

Daher  ändert  sich  die  Gleichung  (1)  bei  dieser  Wahl  des 
Punktes  P  nicht.  Auch  wenn  der  Punkt  P  etwa  im  Raumteile  II 
liegt,  tritt  keine  Änderung  ein,  weil  einerseits  die  Relation  besteht: 

OgOsP  -  OjOiP  -  OiO.P  =  OiOgOs, 

andererseits  jetzt  die  Senkrechte  pi  mit  einem  positiven,  die  Senk- 
rechten Pj  und  ps  mit  einem  negativen  Vorzeichen  versehen  sind. 
Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich,  dafs  die  Gleichung  (1)  all- 
gemein gültig  ist. 

Übungen : 

1)  Man  bestimme  die  drei  Senkrechten  pi,  p«,  ps 

a)  für  die  Mitten  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  OiO^Os, 

b)  für  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungspunkte  des 
Dreiecks, 

c)  für  den  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises, 

d)  für  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks, 

e)  für  die  drei  Punkte,  von  denen  jeder  die  Eigenschaft 
hat,  in  Verbindung  mit  den  drei  Punkten  Oi,  O«,  Os 
die  Ecken  eines  Parallelogramms  zu  bilden. 

2)  In  welcher  Beziehung  stehen  einige  dieser  Senkrechten 
zu  einander,  wenn  der  Punkt  P  der  Halbierungslinie  eines  Innen- 
winkels des  gegebenen  Dreiecks  angehört? 

(Für  welche  Punkte  wird  p2  —  ps  sein?) 

3)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Senkrechten,  wenn  der 
Punkt  auf  der  Halbierungslinie  eines  Aufsen winkeis  liegt? 
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§  3. 

Die  gerade  Linie. 

1.  Liegen  die  drei  Punkte  0,  1,  2  in  gerader  Linie,  so  stellt 
Ol 


der  Bruch  X 


12' 


worin  die  einzelnen  Strecken  durch  Neben- 


einanderstellen der  Nummern  bezeichnet  sind,  das  Schnittverhältnis 
dar,  nach  welchem  die  Strecke 
02  im  Punkte  1  geteilt  wird. 
Wenn  man  aber  von  diesen 
drei  Punkten  aus  die  Senk- 
rechten  p,    p',    p"  auf  eine 

beliebige  Gerade  der  Ebene  p'  p. 

fällt,  so  gilt  die  Gleichung: 

p^p_()i_ 

p"-'7~12""  _ 

Daraus  folgt: 

(1)    p  =  (l  +  ^)p'.-V- 

02  jl         10 

Zugleich  ist  l-i-X^—;  also  stellt  ^^öä  ^^^  Schnitt- 

verhältnis dar,  nach  welchem  die  Strecke   12   im  Punkte  0  ge- 
teilt wird. 

2.  Wir  nennen  die  vom  Punkte  0  auf  die  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks gefällten  Senkrechten  pi,  ps,  ps;  ebenso  sollen  die 
vom  Punkte  1  auf  diese  Linien  gefällten  Senkrechten  mit  p/,  p^', 
Ps'  und  die  vom  Punkte  2  gefällten  Senkrechten  mit  pi",  p«",  ps" 
bezeichnet  werden.     Dann  folgen  aus  (1)  die  drei  Gleichungen: 

pi  =(l  +  ^)p,'-ipi" 

(2)       p.    =(1+^)P2'-^P2'' 

Ps  =  (1  +  X)  Ps'  -  Xp,\ 
wo  X  die  angegebene  Bedeutung   hat.     Zugleich  ist  der  Bruch 
—  X  :  {l  -^  X)  das  Verhältnis,  nach  welchem  die  Strecke  12  im 
Punkte  0  geteilt  wird. 

Haben  die  Punkte  1  und  2  eine  feste  Lage,  so  kann  man 
für  jeden  Punkt  der  hindurchgehenden  Geraden  die  Gleichungen 
(2)  bilden;  dabei  wird  nur  X  den  Wert  ändern,  wenn  man  statt 
des  Punktes  0  einen  andern  Punkt  der  Geraden  12  wählt.   Indem 


// 


// 


// 


=  0. 
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man  für  den  Augenblick  A  =  l,   B  —  —  l  —  X,   C  =  Jl  setzt, 
kann  man  die  Gleichungen  (2)  auch  in  folgender  Weise  schreiben : 

Api  +Bpx'+Cpi"  =  0 

Api  +  Bp,'  +  Cp/  =  0 

Aps  +  Bp5'  +  Cps"  =  0. 
Diese  Gleichungen  können  aber,  wie  man  aus  den  ersten 
Elementen  der  Determinantenlehre  weifs,  nur  zusammenbestehen, 
wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

Pi  Pi'  Pi 
(3)       Pi  Pi'  Pi 

Ps  Ps'P» 

Diese  Gleichung  mufs  befriedigt  werden,  wenn  der  Punkt 
(Pi,  pi,  ?i)  mit  den  Punkten  (p,',  p,',  pa')  und  (pi",  p/',  p,")  in 
gerader  Linie  liegt.  Man  nennt  sie  deshalb  die  Gleichung  der- 
jenigen geraden  Linie,  welche  durch  die  Punkte  1  und  2 
gelegt  werden  kann. 

Setzt  man  .^.-? 

ai  =  p^  P3    —  P3  P«  ,  ^2  =  p3  Pi     —  pi  pa  , 

a«  =  Pl    P«     —  Pi.Pi  > 

SO  kann  man  die  Gleichung  (3)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(4)     aip,  +  a2pj  + asps  =  0. 

Da  die  Punkte  1  und  2  feste  Lage  haben  sollen,  sind  die 
Koefficienten  ai,  a^,  aa  konstante  Gröfsen.  Daher  ist  die  Glei- 
chung einer  jeden  Geraden  homogen  vom  ersten  Grade  oder 
homogen  linear  in  den  Senkrechten  pi,  p^,  pa. 

3.  Dasselbe  Ergebnis  gewinnen  wir  auch  auf  einem  andern 
Wege,  der  zwar  etwas  weitläufiger  ist,  aber  zugleich  noch  andere 
wichtige  Resultate  liefert.  Zu  dem  Ende  gehen  wir  von  der 
Formel  aus: 

(5)  sin  a  sin  {ß  —  7)  -|-  sin  ß  sin  (y  -  a)  -j-  sin  /  sin  (a  —  j9)  =  ü. 

Die  Richtigkeit  derselben  beweisen  wir,  indem  wir  für  die 
Sinus  der  Differenzen  ihre  bekannten  Ausdrücke  einsetzen.  Es 
ist  nämlich: 

sin  a  sin  {ß  —  7)  =  sin  a  sin  ß  cos  7  —  sin  7  sin  a  cos  ß 
sin  ß  sin  (7  —  a)  =  sin  ß  sin  7  cos  a  —  sin  «  sin  ß  cos  7 
sin  7  sin  {a--ß)  =  sin  7  sin  a  cos  ß  —  sin  ^  sin  7 cos  a. 
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Hier  verschwindet  die  Summe  der  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Ausdrücke,  also  auch  die  Summe  der  linken  Seiten, 
wodurch  unsere  Formel  als  richtig  erwiesen^  ist. 

4.  Lassen  wir  jetzt  von  einem  Punkte  C  drei  Strahlen  0, 
1,  2  ausgehen  und  bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  diese  drei 


Strahlen  in  einer  festgesetzten  Drehungsrichtung  mit  dem  nach 
einem  Punkte  P  gezogenen  Strahle  CP  bilden,  der  Reihe  nach 
mit  a,  /?,  /,  so  wenden  wir  auf  diese  Figur  die  mit  r  =  CP 
multiplizierte  Formel  (5)  an.  Indem  wir  noch  die  drei  Senk- 
rechten, welche  vom  Punkte  P  auf  die  drei  Geraden  0,  1,  2 
gefällt  werden,  der  Reihe  nach  mit  m,  m',  m"  bezeichnen,  geht 
aus  (5)  die  Relation  hervor: 

m  sin  (ß  —  y)  +  m'  sin  (/  —  a)  +  m "  sin  {a  —  ß)  =  0. 

Hier  stellt  ß  —  y  den  Winkel  dar,  den  die  Strahlen  1  und  2 
mit  einander  bilden;  ebenso  ist  y  —  a  der  Winkel  (20)  und  a  —  ß 
der  Winkel  (Ol).  Die  vorstehende  Gleichung  können  wir  daher 
auch  in  folgender  Weise  schreiben : 

(6)    m  sin  (12)  +  m'.  sin  (20)  +  m"  sin  (Ol)  =  0. 

Setzen  wir  noch 

sin  (20)  _       _  sin  (Ol) 
sin  (12)  ~^' 


{'  - 


sin  (12)  ~~  *'' 
so  nimmt  die  Gleichung  (6)  auch  die  Gestalt  an: 

(7)    m  =  pm'  +  öm". 
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Hierin  ändern  sich  die  Koefficienten  q  und  o  nicht,  wenn 
man  die  Senkrechten  von  irgend  einem  andern  Punkte  der  Ebene 
auf  die  drei  Geraden  fällt.  Wir  wollen  noch  beachten,  dafs  der 
Quotient  a  :  q  gleich  sin  (10) :  sin  (02)  ist,  also  das  Schnitt  Ver- 
hältnis darstellt,  nach  welchem  der  Winkel  (12)  durch  die  Gerade 

0  geteilt  wird. 

5.  Die  Gleichung  (7)  wenden  wir  auf  die  beiden  vom  Punkte 

01  ausgehenden  Geraden  OiOj  und  OiOs,  und  auf  eine  dritte 
durch  den  Punkt  Oi  gelegte  Gerade  OiS  an.  Die  von  einem 
beliebigen  Punkte  P  auf  OgO«,  OsO,,  OiQ,  gefällten  Senk- 
rechten sollen  wieder  mit  pi,  p^,  ps  bezeichnet  werden,  während 
die  von  P  auf  OiS  gefällte  Senkrechte  gleich  s  gesetzt  werden 
soll.     Dann  ist 

s  —  pp«  +  ÖP8> 
wo  Q  und  0  nur  von  den  Winkeln  abhangen,  welche  die  drei 
Geraden  OiOj,  OiOj  und  OiS  mit  einander  bilden. 

Wir  gehen  jetzt  zu  einer  beliebigen  Geraden  MN  über,  welche 
die  Seite  OgOs  in  einem  Punkte  B  treflfen  möge.    Diesen  Punkt 


verbinden  wir  mit  Oi  durch  die  Gerade  OiB  und  nennen  q  die 
Senkrechte,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  P  =  (pi,  p«,  Ps) 
auf  MN  gefällt  wird,  und  nennen  s  die  von  P  auf  OiB  gefällte 
Senkrechte.    Da  durch  den  Punkt  Oi  die  drei  Geraden  OiO^, 
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O1O3  und  OiB  gAen,  so  ist  s  ^=^  gp^ -\^op^;  aus  demselben 
Grunde  ist  q  »—  ^pi  +  ^'s.^  P?r,^H?  ^JT^^^^^  ^^^^ 

(7)     q  —  aipi.  +  a,p2  +  4p8, 
wo  ist  ai  =-  jw,  aj  =  vp,  aj  »*  rö. 

Nun  hangen  die  Koefficienten  fi,  f,  p,  ö  nur  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  geraden  Linien  ab;  also  stellt  die  Gleichung  (7) 
eine  Beziehung  zwischen  den  vier  Senkrechten  ab,  die  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  auf  die  vier  Geraden  fällen 
kann. 

6.  Statt  die  Bedeutung  der  Koefficienten  ai,  a«,  as  vermittelst 
der  Werte  von  /u,  v,  p,  a  zu  berechnen,  dQrfen  wir  sie  aus  spe- 
ciellen  Lagen  des  Punktes  P  herleiten.  Indem  wir  die  von  den 
Punkten  d,  Ot,  Oj  auf  die  Geraden  MN  gefällten  Senkrechten 
init  ri,  rs,  rs  bezeichnen,  haben  wir  in  der  Gleichung  (7),  falls 
wir  den  Punkt  P  mit  Oi  zusammenfallen  lassen,  q  =»  1;,  Pi  *«  hi , 
Pi  =*?»  «"0  zu  setzen.  Demnach  gilt  die  Gleichung:  ri=«aihi. 
EbenscF  erhalten  wir  die  Gleichungen  r8»>a2ht  und  rs^^ashs, 
wenn  wir  P  erst  mit  0%  und  dann  mit  0$  zusammenfallen  lassen. 
Indem  wir  die  hieraus  für  ai,  a«,  a»  hervorgehenden  Werte  in 
(7)  einsetzen,  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

(8)  q=-J:p>  +  'E;p.  +  r;p- 

worin  hl,  hf,  h^  die  Höhen  des  Koordinatendreiecks,  n,  rt,  rs 
die  von  den  Eckpunkten  dieses  Dreiecks  auf  die  Gerade  MN  ge- 
fällte Senkrechte  und  pi,  pt,  ps,  q  der  Reihe  nach  die  senkrechten 
Abstände  eines  beliebigen  Punktes  P  von  0»0s,  OjOi,  OiOt 
und  MN  bezeichnen. 

7.  Wenn  der  Punkt  P  auf  der  Geraden  MN  liegt,  so  ist  die 
Senkrechte  q  gleich  null.  Daher  gilt  für  jeden  Punkt  dieser 
Geraden  die  Beziehung: 

(9)    aipi  +  a,p,  +  asps  —  0  -  " 
oder 

Es  ist  dies  die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  für  welche 
die  senkrechten  Abstände  von  den  Ecken  der  Reihe  nach<  gleich 
1*1,  fs,  r»  sind. 
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8.  Die  Gleichung  (7)  gestattet  uns  auch,  das  gegebene 
Koordinatendreieck  O1O2O3  durch  ein  anderes  zu  ersetzen  und 
für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Senkrechten  zu  berechnen,  welche 
von  ihm  aus;  auf  die  Seiten  des  neuen  Dreiecks  gefällt  werden 
können. 

Es  seien  pt,  p«,  ps  die  Senkrechten  vom  Punkte  P  auf  die 
Geraden  OtOs,  OsOi  und  O1O2;  in  gleicher  Weise  mögen  die 
senkrechten  Abstände  des  Punktes  P  von  den  Geraden  Q.«Qs, 
Q.3Q.IJ  QiQf  der  Reihe  nach  mit  qi,  q^,  qs  bezeichnet  werden. 
Dann  ist  der  Gleichung  (7)  entsprechend: 

qi  «=  aiipi  +  ai»p2  +  ai^ps 
(11)   q,  =»  ajipi  +  assps  +  a^sPs 

qs  =—  aaxpi  +  ^bsP«  +  ^ssPs- 
Um  die  geometrische  Bedeutung  der  neun  Koefficienten  slix 
zu  bestimmen,  setze  man  die  Senkrechten,  welche  vom  Punkte 
Ol  auf  die  Seiten  Q.2Q.8,  Q3Q1,  Q1Q2  geMt  werden  können, 
bzw.  gleich  rn,  r2i,  rsi ;  ebenso  möge  O2  von  diesen  drei  geraden 
Linien  die  senkrechten  Abstände  ri2,  r2  2,  r32  und  Os  die  Ab- 
stände ri3,  r23,  Tss  haben.     Dann  wird  sein: 


a)  für  die  Halbierungslinien  der  Innen-  und  der  Aufsen- 
winkel  des  Dreiecks  O1O2O3, 

b)  für  die  Mittellinien, 

c)  für  die  drei  Geraden,  von  denen  jede  einen  Eckpunkt 
des  Dreiecks  mit  dem  Punkte  verbindet,  in  welchem 
die  gegenüberliegende  Seite  durch  den  zugehörigen 
äufsern  Berührungskreis  berührt  wird,   . 

d)  für  die  Höhen  des  Dreiecks. 

2)  Man  beweise,  dafs  je  durch  einen  Punkt  gehen: 

a)  die  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks, 


a,i  = 

rn 

hx' 

'^*=  h,' 

ai3  = 

Tis 

^    h3' 

■ 
1 

(12)    a,i- 

r»! 
h/ 

^22 
""-     h,' 

^23  = 

1*2  3 

'»        hl' 
Übungen : 

1)  Man  entwickle  in  ( 
chungen  für  folgende  gerad 

^38             1     ,    ^33  = 

n2 

den  Senkrechten 
e  Linien: 

"  hs' 
Pt.  P«. 

Ps 

die  Glei- 
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b)  die  Halbierungslinien  zweier  Aufsenwinkel  und  des 
dritten  Innenwinkels  eines  Dreiecks, 

c)  die  drei  Mittellinien, 

d)  die  drei  Höhen, 

e)  die  drei  Geraden,  welche  je  von  einer  Ecke  nach  dem 
Berührungspunkte  des  zugehörigen  äufsern  Berührungs- 
kreises mit  der  Gegenseite  gezogen  werden. 

3)  Man  beweise,  dafs  die  drei  Punkte,  in  denen  je  die  Ver- 
längerung einer  Seite  des  Dreiecks  durch  die  Halbierungslinie  des 
gegenüberliegenden  Aufsenwinkels  getroffen  wird,  in  gerader 
Linie  liegen. 

4)  Man  stelle  die  Gleichungen  für  folgende  gerade  Linien  auf: 

a)  für  die  Verbindungslinien  der  Mitten  von  je  zwei  Seiten 
des  Dreiecks, 

b)  für  die  in  der  Mitte  einer  Seite  des  Dreiecks  auf  ihr 
errichtete  Senkrechte, 

c)  für  die  Geraden,  welche  je  die  Fufspunkte  zweier  Höhen 
des  Dreiecks  verbinden. 


§4. 
Die  auf  eine  gerade  Linie  geßillten  Senkrechten. 

1.  Auf  eine  in  der  Ebene  gegebene  Gerade  fällen  wir  von 
deh  Eckpunkten  Oi,  Os>  Os  des  Koordinatendreiecks  die  drei 
Senkrechten  ri,  r2,  rg.  Die  Gerade  liegt  entweder,  ganz  aufser- 
halb  des  Dreiecks  oder  sie  tritt  in  dasselbe  hinein  und  wieder 
heraus.  Im  ersten  Falle  liegen  die  drei  Senkrechten  gegen  die 
Gerade  auf  derselben  Seite;  sie  haben  also  dasselbe  Vorzeichen. 
Wenn  die  Gerade  aber  in  das  Dreieck  eintritt,  so  mufs  sie  zwei 
Seiten  zwischen  den  Eckpunkten  schneiden;  die  von  demjenigen 
Eckpunkte  ausgehende  Senkrechte,  in  welchem  die  schneidenden 
Seiten  zusammenstofsen,  hat  ein  anderes  Vorzeichen,  als  die  von 
den  beiden  andern  Eckpunkten  gefällten  Senkrechten.  Daher  sind 
hier  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

L  die  Gerade  liegt  aufserhalb  des  Dreiecks; 

II.  sie  trifft  die  Seiten  O1O2  und  O1O3; 

ni.  sie  trifft  die  Seiten  O2O1  und  O2O8; 

IV.  sie  trifft  die  Seiten  OsOi  und  OsO^. 


I 
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Was  die  Vorzeichen  betrifil,  so  überzeugt  man  sich  sofort 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Tabelle: 

ri      r,     r, 

+     +     + 


I. 


n. 


litt 


+ 

+     -     + 
_     _|_    _ 

+     +    - 

-    -    +. 

Die  Gerade,  auf  welche  den  angegebenen  Festsetzungen  ent- 
sprechend die  Senkrechten  ri,  rj,  rj  geMt  sind,  nennen  wir  die 
Gerade  (r»,  ri,  rj). 


m. 


IV. 
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2.  Legt  man  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  1  und  2 
eine  Gerade  0  und  fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  die 
Senkrechten  r',  r",  r  auf  die  Geraden  1,  2,  0,  so  darf  man 
den  in  §  3,  4  (S.  15)  bewiesenen  Lehrsatz  anwenden;  es  ist 
<]aher : 

r  =  pr  +  cr% 
sin  (20)  sin  (Ol)    o      sin  (10) 

"WO    ist    a  ^ ^^ 6  sss. ^ -y    —  ssa ^ ^. 

^       ^^  sin (12)^  sin(12)    (>      sin (02) 

Diesen  Satz  wenden  wir  auf  die  Senkrechten  an,  welche  von 

den  drei  Eckpunkten  Oi,  Og,  Os  des  Koordinatendreiecks  auf 

die  drei  Geraden   gefällt  sind.     Zu  der  Geraden  0   mögen  die 

Senkrechten  ri,  tg,  rs,  zu  der  Geraden  1  die  Senkrechten  r/, 

rj',  rj'  und  zur  Geraden  2  die  Senkrechten  ri",  rg*,  rs"  gehören. 

Dann  ist: 

ri  —  pn'  +  öri" 

(6)    rg  — (>r/  +  ör/ 

rs  =  prs'  +  örs", 
wo  Q  und  ö  die  angegebene  Bedeutung  haben. 

Die  Überlegung,  welche  wir  angewandt  haben,  um  von  den 
Gleichungen  (2)  in  ^  3  zur  Gleichung  (3)  §  3  zu  gelangen,  zeigt 
uns  auch,  dafs  die  Gleichungen  (6)  nur  dann  mit  einander  ver- 
einbar sind,  wenn  die  Relation  besteht: 

nr/r/' 
(7)       r^r.'r/     -0. 


r,r,' 

•r," 

TiU 

r,' 

TaTt 

r," 

Geben  wir  hierin  den  Gröfsen  ri',  r,',  rs'  und  ri",  rj",  rs* 
feste,  aber  den  Gröfsen  ri,  rj,  rg  veränderliche  Werte,  so  stellt 
die  Gleichung  (7)  die  Bedingung  dar,  unter  welcher  die  Gerade 
(ri>  r«»  Ts)  durch  den  festen  Schnittpunkt  der  Geraden  {ti\  r»',  rs') 
und  (ri",  rg",  rs")  hindurchgeht;  wir  bezeichnen  sie  deshalb  als 
die  Gleichung  des  Punktes. 

3.  Dais  die  Gleichung  eines  Punktes  homogen  linear  in  den 
Senkrechten  rj,  rg,  rs  ist,  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise 
zeigen.  Hierbei  machen  wir  von  dem  in  §  3,  1  (S.  13)  ent- 
wickelten Satze  Gebrauch,  nach  welchem  zwischen  den  von  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  0,  1,  2  auf  eine  beliebige 
Gerade  gefällten  Senkrechten  t,  t',  t"  die  Beziehung  besteht: 

t-(l  +  a)t'-at". 


22  J  4.    Die  auf  eine  gerade  Linie  gefällten  Senkrechten. 

WO  a  das  Verhältnis  ist,  nach  welchem  die  Strecke  02  im  Punkte  1 
geteilt  wird. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  bestimmen  wir  noch 
den  Schnittpunkt  Q  der  Geraden  OiP  und  OgOg.  Von  den 
fünf  Punkten  Oi,  Oj,  O3,  P,  Q  fällen  wir  die  Senkrechten  auf 
eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  und  bezeichnen  sie  der  Reihe 
nach  mit  ri,  r^,  rj,  s,  t.  Dann  gilt,  weil  die  Punkte  Ot,  O, 
und  Q  in  gerader  Linie  liegen,  die  Gleichung; 

t  =  (1  +  a)  rg  —  ara, 
und  weil  der  Punkt  P  in  der  geraden  Linie  OiQ  liegt,  mufs  sein: 

s  =  (l+/9)  t-~/3ri. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(8)     s  =  Cir,  +  ctrg  +  c^Vz. 


Die  KoefEcienten  in  dieser  Gleichung  hangen  nur  von  den 
Gröfsen  a  und  ^,  also  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte 
ab;  sie  ändern  sich  also  nicht,  wenn  man  der  Geraden,  aufweiche 
die  Senkrechten  gefällt  werden,  andere  Lagen  giebt.  Ihre  Be- 
deutung wird  am  leichtesten  erkannt,  wenn  man  diese  Gerade 
der  Reihe  nach  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks  zusammen- 
feUen  läfst.  Indem  man  nämlich  die  vom  Punkte  P  auf  diese 
Seiten  gefällten  Senkrechten  wieder  pi,  p2,  ps  nennt,  hat  man 
nur  zu  beachten,  dafs  für  die  Gerade  OjOs 

Ti  =  hl,  r«  =  rg  =  0,  s  =-  pi 
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und  demnach  pi  =  Ci  hi  wird.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 
unter  Benutzung  der  Geraden  O3O1  und  der  Geraden  OiO», 
dafs  Pi  B-  c^hs  und  p3  "-  Csha  ist.  Demnach  geht  die  Gleichung 
(8)  über  in 

<")  '-Et* +  £"  +  5"- 

Diese  Gleichung  ermöglicht  es  uns,  den  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  (pi,  p«,  ps)  von  der  Geraden  (ri,  rj,  r^)  anzugeben. 
Geht  speciell  die  Gerade  (ri,  r2,  rj)  durch  den  Punkt  (pi,  pt,  ps) 
hindurch,  so  mufs  die  Senkrechte  gleich  null  sein ;  die  Bedingung, 
dafs  die  Gerade  (r)  durch  den  Punkt  (p)  hindurchgeht,  ist  also 

(10)    P-ir,  +gr,  +  gr,-0. 

Wir  sehen  somit  wiederum,  dafs  die  Gleichung  des  Punktes 
homogen  linear  in  den  Senkrechten  ri,  r^,  r^  ist;  zugleich  finden 
wir  die  geometrische  Bedeutung  für  die  KoefEcienten  in  der  Glei- 
chung des  Punktes. 

4.  Die  soeben  gefundene  Gleichung  (9)  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  (8)  §  3,  6  (S.  17).  In  beiden  Fällen  finden  wir,  dafs 
der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes  (p)  von  der  Geraden  (r) 
gleich  ist 

Pifi    ,   P«£2    ,   Psfa 
hl  hi  hs 

Nur  betrachteten  wir  bei  der  früheren  Herleitung  die  Gerade 
(rj  als  fest  und  den  Punkt  (p)  als  veränderlich,  während  wir 
umgekehrt  in  der  soeben  durchgeführten  Betrachtung  den  Punkt 
(p)  als  fest  und  die  Gerade  (r)  als  veränderlich  ansahen.  Dieser 
Unterschied  kann  aber  in  der  hergeleiteten  Formel  nicht  mehr  zu 
Tage  treten. 

Ebenso  mufs  die  Gleichung  (10)  §  3,  7  identisch  sein  mit 
der  letzten  Gleichung  (10),  wie  das  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 
Wofern  der  Punkt  (p)  auf  der  Geraden  (r)  liegt,  mufe  auch  die 
Gerade  (r)  durch  den  Punkt  (p)  gehen;  wir  müssen  also  für  beide 
Forderungen  dieselbe  Bedingungsgleichung  erhalten,  und  diese  hat 
beidemal  die  Form: 

Pi^   I  P}Jl  I   P?Ii  =  0. 
h|  hg  hs 
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5.  Die  Gleichung  (8)  gestattet  es  uns,  nachdem  die  auf  irgend 
eine  Gerade  von  den  drei  Punkten  Oi,  Öj,  O3  gefällten  Senk- 
rechten bekannt  sind,  auch  die  Senkrechten  S],  Sg,  Ss  zu  berechnen, 
welche  auf  dieselbe  Gerade  von  irgend  drei  andern  Punkten  Qi, 
Q2,  Q.S  gefällt  werden  können.     Wir  finden  sofort: 

Si  =  Ciiri  +  Cisrg  -|-  c^rs 
(11)    Sg  =  C21T1  +  Cj^rj  +  CgsTs 
Sg  =»  Csiri  +  Cs^r»  +  Css^s. 
Auch  die  geometrische  Bedeutung  der  neun  KoefHcienten 
Cix  ergiebt  sich  sofort:  sind  pxu  P^»>  P^^'s  die  Senkrechten,  die 
vom  Punkte  Q;r  auf  die  Geraden  O^Os,  OsOi,  OiOg  gefällt 
werden  können,  so  ist 

('^>  —1"- 

Der  Übergang  von  einem  Koordinatendreiecke  zu  einem 
andern  wird  auch  in  Bezug  auf  die  Senkrechten,  welche  auf  eine 
gerade  Linie  gefällt  werden,  durch  homogene  lineare  Gleichungen 
vermittelt. 

Übungen : 

1)  Man  leite  direkt  den  Satz  her,  dafs  der  senkrechte  Ab- 
stand  eines  Punktes  auf  der  Geraden  OgOs  von  der  Geraden 
(ri,  r-8,  rs)  gleich  ist  C2r2  -f-  CzTz  und  bestimme  die  Bedeutung 
der  Koefficienten  c«  und  Cs  vermittelst  des  in  3.  benutzten  KoefH- 
cienten a. 

2)  Man  bestimme  die  Gröfse  der  Senkrechten  ri,  rj,  r^  für 
die  in  der  Übung  1)  zu  §  3  (S.  18)  angegebenen  Geraden  und 
vergleiche  diese  Längen  mit  den  Koefficienten  der  dort  gefundenen 
Gleichungen. 

3)  Man  suche  die  Abstände  folgender  Punkte  von  der  Geraden 

(fi,  r«,  ra): 

a)  der  Mitte  der  Seite  O2O3, 

b)  des  Schwerpunktes  des  Dreiecks  OiOgOj, 

c)  des  Mittelpunktes  des  umgeschriebenen  Kreises, 

d)  des  Mittelpunktes  des  Innern  Berührungskreises, 

e)  des  Höhenpunktes. 

4)  Welche  Relation  besteht  zwischen  den  Senkrechten  rj, 
r2,  rs,  welche  von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  auf 
eine  beliebige  Gerade  gefällt  werden  können? 
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Anleitung  zur  Lösung. 

Die  durch  Oi  zu  der  gegebenen  Geraden  gezogene  Parallele 
hat  von  O2  den  Abstand  r%  —  n,  und  von  Oa  den  Abstand 
fs  —  ri .  Bildet  der  eine  Strahl  dieser  Parallelen  mit  Oi  O»  den 
Winkel  ft  und  mit  OiO«  den  Winkel  v^  so  ist  bei  passender 
Wahl  der  Drehung  fi  —  1^  — ai  (für  ai  «-O2O1O3),  also 

sin  tti  =-  sin  fi  cos  v  —  cos  fi  sin  v. 

Es  ist 

sm  fi  =  -7T7S~>  ^^^  ^  "^  ~nrrS~'9  ^^^  fi^^Vl  —  sm  *  fi 
u.  s.  w.     Dadurch  gelangt  man  zu  der  Beziehung: 

(e;)'+(Ö"+(s)'-^^'-«-*S'-- 

—  2  i^i-^  cos  «*,  ==*  1. 
h,h,  « 

Eine  zweite  Lösung  ergiebt  sich  auf  dem  Wege,  welcher  im 
zweiten  Teile  (§  4)  für  die  Ebenen  des  Raumes  durchgeführt 
werden  soll. 

§  5. 

Die  allgemeinsten  trimetrischen  Koordinaten  in  der  Ebene. 

1.  Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  in  §  3,  7 
(S.  17)  zeigt,  dafs  die  KoefEcienten  a^,  a^,  ag  in  der  Gleichung 
einer  geraden  Linie  in  enger  Beziehung  stehen  zu  den  Senk- 
rechten, welche  man  von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks 
auf  die  Gerade  fällen  kann.  Ebenso  geht  aus  der  Gleichung  (10) 
§  4,  4  hervor,  dafs  die  KoefEcienten  c^,  c^^  c,  in  der  Gleichung 
eines  Punktes  eng  mit  den  Senkrechten  verbunden  sind,  die  man 
vom  Punkte  aus  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  fällt.  Ist 
nämlich  a^p^  +  a^p^  +  agPa^O  die  Gleichung  einer  Geraden, 
so  sind  die  von  den  Ecken  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten 
proportional  den  Gröfsen  a^h^,  a^h,,  aghg;  und  wenn  c^r^ 
+  c,rj  +  Cjrj  =  0  die  Gleichung  eines  Punktes  ist,  so  sind  die 
von  ihm  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten  Senkrechten  pro- 
portional den  Produkten  c^h^,  Cjh,»  Cghg.  Diese  Beziehung  ist 
uns  aber  noch  nicht  einfach  genug.  Wir  wollen  daher  versuchen, 
solche  Bestimmungsgröfsen  (Koordinaten)  x^,  x,,  Xg   für  einen 
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Punkt  und  Uj,  Uj,  Ug  für  eine  Gerade  einzuführen,  dafs  die  Koeffi- 
cienten  a^,  a^,  ag  in  der  Gleichung  einer  Geraden  den  Koordi- 
naten Uj,  U2,  U3  der  Geraden  proportional  sind,  und  dafs  ebenso 
die  Koefficienten  c^,  c,,  Cg  in  der  Gleichung  eines  Punktes  sich 
wie  die  Koordinaten  des  Punktes  verhalten.  Mit  andern  Worten: 
Wenn  Xj,  x^,  Xg  die  Koordinaten  eines  Punktes  und  Uj,  Ug,  u, 
die  einer  Geraden  sind,  so  soll  die  Bedingung  dafür,  dafs  der 
Punkt  in  der  Geraden  liegt,  durch  die  Gleichung  dargestellt 
werden  : 

(1)      X^Ui  +.  XgUj  +  XgUg  =  0. 

2.  Das  erreichen  wir  auf  folgende  Weise:  Wir  wählen  drei 
willkürliche,  aber  feste  Konstante  ^j,  ^g,  ^g,  von  denen  keine 
gleich  null  sein  darf,  und  setzen: 

(2)      Xi  =  /IjPi,   Xg  =  ^2Pg,   Xg  =  ^gpg, 

wo  pj,  P2,  pg  die  vom  Punkte  auf  die  Seiten  des  Koordinaten- 
dreiecks gefällten  Senkrechten  sind. 

Ebenso  setzen  wir 

(3)    Ui  =  v^r^,  Ug  =  v^v^,  Ug  =  Vgrg, 
wo  r^,  rg,  rg  die  von  den  Eckpunkten  O^,  Og,  Og  auf  die  Gerade 
gefällten  Senkrechten  und  v^,  i^g,  Vg  gewisse  Konstante  sind. 

Der  Punkt,  welcher  von  den  Seiten  des  Dreiecks  O^OgOg 
die  senkrechten  Abstände  p^,  pg,  pg  hat,  fällt  aber  in  die  Gerade 
hinein,  deren  Abstände  von  den  Eckpunkten  Oj,  Og,  Og  bzw. 
r^,  rg,  rg  sind,  wofern  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

Pill    ^  P2I2   ^  PsLs    ^  Q 

hl  hg  hg 

Diese  Gleichung  geht  unter  Einführung  der  Gröfsen  x^,  Xg, 
Xg  und  Uj,  Ug,  Ug  über  in 

f^l^l^l  f^2^2^2  l^S^S^S 

welche  mit  der  Gleichung  (1)  identisch  wird,  sobald  die  Bedin- 
gungen erfüllt  sind: 

(4)  ^ifihi  —  z/grghg  —  ^gi^ghg. 
Wir  nennen  die  durch  die  Gleichungen  (2)  eingeführten 
Gröfsen  x^,  Xg,  Xg  die  allgemeinsten  trimetrischen  Punkt- 
koordinaten, und  ebenso  die  durch  die  Gleichungen  (3)  ein- 
geführten Gröfsen  u^,  Ug,  Ug  die  allgemeinsten  trimetrischen 
Linienkoordinaten.  Sie  heifsen  auch  Dreieckskoordinaten. 


$  6.    Die  allgemeinsten  trimetrischen  Koordinaten  in  der  Ebene.       27 

Zudem  bezeichnen  wir  diese  Punkt-  und  Linienkoordinaten  als 
zusammengehörig,  wofern  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt 
(x)  in  eine  Gerade  (u)  fällt,  durch  die  Gleichung  (1) 

x^Ui  +  XjU,  +  X3U5  — 0 
dargestellt  wird.     Dazu  wird  erfordert: 

a)  dafs  die  Koordinatendreiecke  identisch  sind,  und 

b)  dafs  die  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  benutzten  Koeffi- 
cienten  fi^^  ^j,  ft^  und  r^,  r^»  ^s  ^^  ^^^  Beziehung  (4)  zu  ein- 
ander stehen. 

3.  Lassen  wir  in  der  Gleichung  (1)  die  Koordinaten  u^,  u^, 
U3  konstante  Werte  b^,  b^,  bg  annehmen,  so  giebt  die  Gleichung 

(5)  b^x, +  b,Xjj  +  b3X3  =  0 
die  Bedingung  dafür  an,  dafs  der  Punkt  (x)  in  der  gegebenen 
geraden  Linie  liegt.  Umgekehrt  müssen  die  Koefficienten  b^,  bj, 
bj  in  der  Gleichung  einer  geraden  Linie  ihren  Koordinaten  pro- 
portional sein.  Hat  nämlich  eine  gerade  Linie  von  den  Eck- 
punkten des  Koordinatendreiecks  die  senkrechten  Abstände  r^, 
fj,  Tg,  und  sind  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  die 
Senkrechten  p^,  pj,  pj  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  OjOjOj 
gefällt,  so  besteht  die  Bedingung 

Diese  geht  nach  Einführung  der  Gröfsen  Xj,  x^,  Xg  über  in 


M,h:^i+/<,h/«+A'.h«''»^^' 


oder  wegen  der  Gleichungen  (4)  in 

i^^r^  .  Xi  -f  r^r,  .  x^  -f  p^v^  .  X3  =-  0. 

Damit  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (5)  identisch  wird, 
müssen  die  Koefficienten  b^,  b^,  bj  den  Gröfsen  v^v^,  »'2^2> 
rjrg,  d.  h.  den  Koordinaten  der  geraden  Linie,  proportional  sein. 

4.  Ebenso  können  wir  in  der  Gleichung  (1)  für  x^,  x^,  X3 
konstante  Werte  a^,  a,,  ag  annehmen;  wir  erhalten  dann  die 
Gleichung  des  Punktes  (a^,  a^,  a^)  oder  mit  andern  Worten  die 
Bedingung  dafür,  dafs  die  Gerade  (u^,  u^,  Ug)  durch  den  Punkt 
(a^,  aj,  ag)  hindurchgeht,  in  der  Form: 

a^Uj +  a,u, -f  agUg  — 0. 

Die  Koefficienten  in  der  Gleichung  eines  Punktes  sind  seinen 
Koordinaten  proportional. 
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5.  Zwischen  den  von  einem  Punkte  auf  die  Seiten  des 
Koordinatendreiecks  gefällten  Senkrechten  besteht  nach  §  2,  6  die 
Beziehung : 

Pi-|_P«  4.P8  „  1. 
hl       h,       hg 
Diese   geht  unter  Einführung  der  Koordinaten   x^,  x,,  Xg 
über  in 

^1     _L    ^2     _l_    ^8     1 


f^l^l  f't^i  ^8^8 

oder  wenn  wir  /i^h^  =  Cj,  fi^h^  —  c,,  fi^h^  =»  C3  setzen,  in 

(6)    ^i-|.^«-|.?«_i. 

c  c  c 

Hier  sind  (c^,  0,  0)  die  Koordinaten  des  Punktes  O^,  (0,  c„  0) 
die  des  Punktes  Oj  und  (0,  0,  Cg)  die  des  Punktes  O,. 

6.  Beim  Übergange  zu  einem  andern  Koordinatensystem 
kann  man  nicht  nur  das  Dreieck  OjOjOj,  sondern  auch  die 
Koordinaten  /Uj,  //,,  (i^  und  r^,  i^^,  v^  verändern.  Ist  Q^Q^Q^ 
das  neue  Koordinatendreieck,  sind  q^,  q,,  qg  die  Senkrechten, 
welche  vom  Punkte  (x^,  x,,  Xg)  auf  die  Geraden  Q^Qs»  Q.3Q.1 
und  Q1Q2  gefällt  werden  können,  und  setzt  man: 

yi  — /'i'qi.  y«  — /'»'q«>  y8  =  ^8'q8> 

wo  [i^'y  II ^\  fi^'  beliebige  KoefEcienteh  sind:  so  darf  man  die 
Gröfsen  yj,  y,,  yg  als  neue  Punktkoordinaten  betrachten.  Die 
Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  (x)  und  (y)  lassen  sich 
unter  Vermittlung  der  Gleichungen  (11)  und  (12)  §  3,  8  leicht 
herleiten.     Wir  finden: 

yi  =  biiXi.+  bi,X2  +  bi3X^ 
(7)      y,  =  bjiXi  +  b,gx,  +  bg.xg 
y»  =  b8iX^+  bggx,  +  bggXg. 
Statt  die  geometrische  Bedeutung  der  neun  Koefficienten  hix 
auf  diese  Weise  zu  bestimmen,   kann   man  folgende  Erwägung 
anstellen.   Wenn  yi  «■  0  sein  soll,  so  mufs  der  betrachtete  Punkt 
auf  der  Geraden  Q,Qg  liegen;  daher  stellt  die  Gleichung 

biiXi  +  b^gX,  +  bjgXg  — 0 

die  Gerade  Q2Q3  in  Koordinaten  des  ersten  Systems  dar.  Die 
Koefficienten  b^^,  b^,,  b^g  sind  also  bis  auf  einen  willkürlichen 
Faktor  gegeben,  sobald  die  Gerade  QxQg  bekannt  ist. 
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Ebenso  stellt  die  Gleichung 

bjiXi  4-  bjjx^  +  bjgXj  =  0 
die  Gerade  Q1Q3  und  die  Gleichung 

bjiXi  +  bgjx,  +  bggXg  —  0 
die  Gerade  Q^Q^  dar.    Sobald  also  das  neue  Koordinatendreieck 
bekannt  ist^  lassen  sich  die  neun  KoefEcienten  htx  bis  auf  drei 
willkürliche  Faktoren  bestimmen. 

7.  In  ähnlicher  Weise  formt  man  die  Linienkoordinaten  um. 
Sind  u^,  u,,  U3  die  Koordinaten,  welche  man  bei  Benutzung 
des  Dreiecks  OjOjOj  und  für  die  Konstanten  i;^,  r„  v^  erhält, 
und  entsprechen  die  Linienkoordinaten  v^,  v„  Vg  dem  Dreieck 
QjQjQg  und  den  Koefficienten  i^^',  v^\  v^\  so  kann  man  die 
Gleichungen  (11)  und  (12)  §  4,  6  benutzen,  um  die  Beziehungen 
zwischen  den  Gröfsen  Vj,  v^,  Vg  und  u^,  Ug,  Ug  herzuleiten. 
Dabei  macht  es  sich  aber  unangenehm  bemerklich,  dafs  die  neuen 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  nur  dann  zusammengehören,  wenn 
zwischen  denn  Koefficienten  jMj',  ^3',  ^g'  und  v^\  r^\  v^  die 
Gleichungen  bestehen: 

^i'^i'hi'-^^j'Vg'hj'  —  ^g'i/g'hg'. 

Wir  schlagen  deshalb  einen  andern  Weg  ein.  Mit  den  Glei- 
chungen (7)  verbinden  wir  die  Gleichungen: 

Vi  —  CiiUi  +  Ci,U,-f  CjgUg 

(8)    Vj  —  c,i  Ui  -f  Cg  j  u,  -f  Cjg  Ug 

Vs  —  CgiUi-|-Cg,U,  +  CggUg. 

Nun  drückt  die  Gleichung  y^Vj  -j-  y,v,  +  ygVg  — •  0  die 
Bedingung  dafür  aus,  dafe  der  Punkt  (y^,  y,,  yg)  in  der  Geraden 
(vj,  V,,  Vg)  liegt.  Daher  mufs  diese  Gleichung  jedesmal  erfüllt 
sein,  wenn  die  Gleichung  x^u^  -|-  x^u,  +  XgUg  «-  0  befriedigt 
wird.    Es  ist  aber 

-TyaVa  =»  2^ba/?CayX^Uy. 

Die  rechte  Seite  mufe  also  immer  verschwinden,  wenn  die  Glei- 
chung besteht:  XjU^  +  XjUj  +  Xgüg  —  0,  oder  die  rechte  Seite 
mufs  sein  gleich  co  (xiUi  +  x,u,-fXgUg).  Daher  mufe  für  un- 
gleiche Marken  /9  und  7  jedesmal  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

^\ß  Ciy  +  ^%ß  C,y  +  bg^  Cgy  =  0. 

Dazu  treten  die  drei  Gleichungen: 

^iß  ^iß  +  ^tß  ^tß  +  ^%ß  ^%ß  ==■  ^' 
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Hieraus  folgt,  dafs  der  Koefficient  Caß  bis  auf  einen  für  alle 
Marken  a,  ß  gleichen  Faktor  identisch  ist  mit  dem  Koefficienten 
von  haß  in  der  Determinante: 

'  ''ii     ^12     bi3  I 
W        b,i     b,,     b,3. 

.       bgl  bgj  bgg      I 

Wenn  nämlich  die  Determinante  (9)  mit  B  und  in  ihr  der 
Koefficient  von  \>aß  mit  Ba^  bezeichnet  wird,  so  gilt  für  ungleiche 
Marken  ß  und  /  die  Gleichung: 

^1^  ßiy  +  ^2ß  ^2/  +  ^zß  ßsy  =  0, 
während  für  jede  Marke  ß  die  Gleichung  besteht: 

^1^  ^iß  +  ^2ß  ^2ß  +  ^sß  ^sß  =  ß- 
Man  kann  also  die  KoefScienten  Caß  bis  auf  einen  willkür- 
lichen Faktor  bestimmen,  sobald  die  Koefficienten  haß  bekannt  sind. 
Die  so  gefundene  Beziehung  kann  man  noch  in  anderer  Weise 
aussprechen.  Werden  die  Koordinaten  x  in  die  y  umgewandelt 
vermittelst  der  Gleichungen  (ll),  die  man  kurz  auch  in  der  Form 
schreiben  kann: 

y«  =  JShaxXxy 


X 


sind  Uj,  Ug,  Ug  Linienkoordinaten,  die  zu  den  Punktkoordinaten 
Xi,  Xg,  Xg  gehören,  und  gehören  ebenso  die  Punktkoordinaten 
yj,  yg,  ys  und  die  Linienkoordinaten  v^,  Vg,  Vg  zusammen,  so 
müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(10)      Ua  —  (>  UhxaWx, 

In  der  That  ist  jetzt 

-Sy«  Va  =»  -£  Va  hax  Xx  =  JSxx  .  -Sva  hax  =  -  2xx  Ux . 
a,x  X  a  Q 

8.  Nach  §  3,  2  bestehen  zwischen  den  Senkrechten  p^,  pg., 

Ps;  Pi'>  ?2y  Ps';  Pi"»  ?2>  Ps'y  welche  je  von  drei  Punkten  0, 
1,  2  einer  geraden  Linie  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks 
gefällt  werden  können,  die  Beziehungen: 

p,  =  (l+^)p,'--^p," 

Ps=(l+^)P8'--iP8"- 

Indem  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  oben 
eingeführten    Koefficienten   fi^,   (i^^    fi^    multiplizieren    und   die 
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Koordinaten  des  Punktes  0  mit  x^,  Xg,  Xg,  die  des  Punktes  1 
mit  Xj',  x,',  Xg'  und  die  des  Punktes  2  mit  x/',  x^'\  Xg"  be- 
zeichnen, erhalten  wir  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (x) 
in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (x'j  und  (x")  liegt,  in  der 
Form: 

xi  =  (i  +  A)x;  -2x/ 
(11)  x,-«(i  +  ;i)x,'-Ax," 

X8=(14-A)Xg'—     -^Xg". 

Diese  Gleichungen  können  wir  in  eine  einzige  zusammen- 
fassen, indem  wir  die  Gleichungen  der  Punkte  einführen.  Ist  die 
Gleichung  des  Punktes  1 

a^Ui  +  ajU^H-  agUg  — 0, 
die  des  Punktes  2: 

biUi  +  bjUg-f  bgU8  =  0, 
und  die  des  Punktes  0 

CiUi  +  CgUg  +  C8U3  =  0,- 

so  mufs  sein: 

x/  =  aa^,  X2'  =  aa,,  Xg'  =  aag, 
Xi"  =  ßh^,  Xg"  =  i9bg,  Xg"  ==  ^bg, 
Xj    =  yc^y  Xj  =  yCg,   Xg   ===  7Cg. 
Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (11)  der  Reihe  nach  mit 
Uj,  Ujj,  Ug,  so  folgt: 

7  (Ci^i  +  C2U2  +  Cs^s)  =  (1  +  ^)  «  (aiUi  +  ajjUg  +  agUg) 

—    ^i3(biUi-f    bgUj-f    bgUg). 

Damit  die  Gerade  (u)  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht,  mufs 
die  linke,  und  somit  auch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ver- 
schwinden. Die  Gleichung  des  Punktes  0  können  wir  demnach 
auch  in  der  Form  schreiben: 

13 

Hier  setzen  wir  kurz: 
A^u^  +-ajUg  +  a8Uj=A,   biUj +b,Ug +b3Uj  ■=-'B, 

Xß 
(1+1)^  =  -°'' 
dann  nimmt  die  letzte  Gleichung 
die  Form  an: 

A  +  a)B  =  0; 
wir  erhalten  also  den  Satz; 
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Sind  A=«0  und  B  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte, 
so  kann  man  die  Gleichung  eines  jeden  dritten  Punktes, 
der  mit  ihnen  in  gerader  Linie  liegt,  in  der  Form 
schreiben:  ' 

(12)    A  +  cöB  =  0. 

9.  In  den  Gleichungen  (11)  stellt  der  Quotient  — Xiil-^-X) 
das  Verhältnis  dar,  nach  welchem  die  Strecke  12  im  Punkte  0 
geteilt  wird.  Sind  A=«0,  B=»0,  A  +  coB=»0  die  Gleichungen 
dreier  in  gerader  Linie  liegender  Punkte,  so  stellt  unter  Bei- 
behaltung der  vorhin  eingeführten  Koefficienten  der  Bruch  aw :  ß 
das  Verhältnis  dar,  in  welchem  die  Abschnitte  stehen,  welche 
durch  den  dritten  Punkt  auf  der  durch  die  beiden  ersten  be- 
grenzten Strecke  bestimmt  werden.  Indem  wir  einen  vierten 
Punkt  A  -^-  co'  B  =  0  auf  derselben  Geraden  hinzufügen,  müfs  der 
Quotient 


ß         ß         c» 

das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  darstellen. 

Hiernach  liegen  die  vier  Punkte: 

A  — 0,  B  — 0,  A-hcöB  =  0,  A-fco'B=-0 
harmonisch,    wenn   co' :  co  =«  —  l    oder  co'  -|-  <o  —  0   ist.     Somit 
stellen  die  Gleichungen: 

A  — 0,  B  — 0,  A  +  Q>B=-0,  A  — (»B=-0 
vier  harmonische  Punkte  dar. 

10.  Aus  den  Gleichungen  (<?)  §  4,  3  gehen  durch  Multipli- 
kation mit  den  oben  eingeführten  Koefficienten  i^^,  v^^  v^  äie 
Gleichungen  hervor: 

(13)     u,  —  (>u,'-f  öUj" 
Us^PUs'  +  öUg", 

wo  (u'),  (u'),  (u)  die  Koordinaten  dreier  gerader  Linien  1,  2,  0 
sind,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  also  einem  Büschel  angehören. 
Ist  a^Xj +a,x, -f-agXj  ™0  die  Gleichung  der  Linie  1, 

b^Xi-f  b,x, -f  bjXg— 0 
die  der  Linie  2,  so  mufs  sein 

a^^au/,  a,  — au,',  a3=au3' 
b,=0ui^  b,-^u/,  b3=^u/. 
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Aus  den  Gleichungen  (1^  geht  also  durch  Multiplikation 
mit  Xj,  Xg,  Xg  die  folgende  hervor: 

"iXi  +U2Xg  +UsX8  —  ^  (a^Xj  +a,x,  +  agXg) 

+  dC^iXi  +bjX, +b8X3). 

Soll  demnach  der  Punkt  (x)  auf  der  Geraden  (u)  liegen,  so 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

a^Xj  +  a,Xg  -f  agXj  +  ^  (b^x^  +  b,Xg  +  bjXg)  =  0. 

Wir  schreiben  die  Gleichung  der  Linie  1  kurz  A  =  0,  die 

<ler  Linie  2  kurz  B  =  0  und  setzen  tt  =  «>;   dann  können  wir 

ßQ 

die  Gleichung  der  Geraden  0  in  der  Form  A  +  oB  —  0  schreiben. 

Sind  A«iO  und  B  — 0  die  Gleichungen  zweier  ge- 
rader Linien,  so  läfst  sich  jede  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehende  Gerade  durch  die  Gleichung  A  +  cöB  =  0  dar- 
stellen. 

Das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  der  von  den  Geraden 
A  =  0  und  B  =  0  gebildete  Winkel  durch  die  Gerade  A  -{-  coB  =  0 

geteilt  wird,  ist  gleich  -  =  — .    Nehmen  wir  eine  vierte  Gerade 

Q        a 

A  -+-  co'B  «a  0  hinzu,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden 


gleich  —   :  —  oder  gleich 


CO  :  a> . 

a         a  ^ 

Demnach  stellen  die  Gleichungen: 

A  =  0,  B  =  0,  A-f  cöB  =  0,  A  — a>B  =  0 
vier  harmonische  Strahlen  eines  Büschels  dar. 

IL  Es  seien  im  Anschlufs  an  10.  vier  Gerade  eines  Strahlen- 
büschels durch  die  Gleichungen  gegeben: 

(14)    A-f  «B  =  0,  A  +  AB  =  0,  A  +  jmB  =  0,  A  +  j;B  =  0. 

Um  das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Strahlen  zu  berechnen, 
setzen  wir 

A  +  xB  =  Ai,  A-f  2B  =  Bi. 
Dann  wird 

Kl  Hing,  Lehrbach  der  analyt.  Geometrie.    I.  3 
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Die  Gleichungen  (Ü^  können  wir  jetzt  in  der  Form  schreiben  r 
A,  =0,  B,  =0,  A,  +^B,  =0,  A,  +  ^B,  =0. 
Daher  ist  das  Doppelverhäitnis  der  vier  Strahlen  (Lf)  gleich 

(15)    ^''.•p^. 

Sind  A4.cOiB=0,  A  +  q>,B=0,  A  +  cö3B=.0,  A+a>^B  — (> 
die  Gleichungen  von  vier  Strahlen  eines  Büschels,  so  ist  ihr 
Doppelverhältnis  gleich 

12.^  Es  seien  A,  B,  A',  B'  vier  homogen  lineare  Formen  in 
x^,  X2>  X3.  Indem  man  cd  alle  möglichen  Werte  annehmen  läfst^ 
stellt  die  Gleichung  A-|-ö>B  =  0  alle  Geraden  eines  Strahlen- 
büschels dar,  der  durch  die  Geraden  A  =  0  und  B  =  0  bestimmt 
ist.  Für  die  Geraden  eines  zweiten  Strahlenbüschels  gilt  bei  der- 
selben Festsetzung  die  Gleichung  A'  +  «'B  =  0.  Jetzt  ordne 
man  jeder  Geraden  des  ersten  Büschels  diejenige  Gerade  des 
zweiten  zu,  in  deren  Gleichung  der  Koefficient  oo  denselben  Wert 
hat.  Nun  stellt  a>  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Strahlen  dam 
A  =  0,  B  =  0,  A  +  coB  =  0,  A  +  B  =  0.  Diesen  vier  Strahlen 
entsprechen  aber  im  zweiten  Strahlenbüschel  die  Geraden  A'  =  (),.- 
B'  =  0,  A'  +  <öB=0,  A'  +  B'  =  0;  die  so  bestimmten  Qua- 
drupel haben  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Wie  wir  eben  bewiesen  haben,  ist  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Strahlen: 

A  +  a>iB  =  0,  A  +  ©2B  =  0,  A  +  CO3B  =  0,  A  +  cö^B  =  0' 
gleich 

<P8  —^i  .  ^_4rz  ^1. 

CO,  —  a>8  *  CÖ2  —  CO* 

Da  dies  auch  das  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden: 
A'  +  ö>iB'  =  0,   A'  +  cü,B'=0,    A  +CÖ3B=0, 

A'  +  a>^B'  =  0 
ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ordnet  man  in  zwei  Strahlenbüscheln  A  +  cöB  =  0  und 
A'  -[-  coB'  =  0  diejenigen  Geraden  einander  zu,  zu  denen  gleiche 

1  Der  Schlufs  des  §  kann  anfangs  überschlagen  werden. 
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Werte  von  cd  gehören,  so  haben  je  vier  Gerade  des  einen  Büschels 
dasselbe  Doppel  Verhältnis,  wie  die  entsprechenden  Geraden  des 
andern. 

In  gleicher  Weise  kann  man  im  Anschlufs  an  9.,  wenn  A 
und  B  homogen  lineare  Formen  in  Uj,  u,,  Ug  sind,  alle  Punkte 
einer  Punktreihe  durch  die  Gleichung  A'\'CoB  =  0  darstellen. 
.  Ordnet  man  jetzt  wieder  dem  Punkte  A  +  coB  =  0  den  Punkt 
A'  +  ^ß  =  ^  zu,  so  haben  je  vier  Punkte  der  ersten  Punktreihe 
dasselbe  Doppel  Verhältnis,  wie  die  entsprechenden  Punkte  der 
zweiten.  Wesentlich  dasselbe  gilt  auch,  wenn  man  dem  Punkte 
A  +  coB  =  0  einer  Punktreihe  den  Strahl  A  +  o/B  =  0  eines 
Buscheis  zuordnet. 

Wir  sagen,  zwei  einstufige  Gebilde  (§  1,  10)  seien  einander 
projektiv  zugeordnet,  wenn  jedem  Elemente  des  einen  ein 
Element  des  andern  derartig  entspricht,  dafs  das  Doppelverhältnis 
von  irgend  vier  Elementen  gleich  ist  dem  Doppelverhältnisse  der 
entsprechenden  Elemente  des  andern.  Hiernach  dürfen  wir  den 
soeben  bewiesenen  Satz  in  folgender  Form  aussprechen: 

Ordnet  man  zwei  ebene  Strahlen büschel  A  +  o>B  =  ö» 
A*  4"  o'B  =  0  oder  zwei  gerade  Punktreihen  A  -)-  cdB  =  0, 
A'  +  G)B  =  0  oder  eine  Punktreihe  A  +  odB  =  0  und  einen 
Strahlenbüschel  A  +  coB  =  0  einander  derartig  zu,  dafs  solche 
Elemente  einander  entsprechen,  für  welche  der  Koefficient  w  den- 
selben Wert  hat,  so  sind  die  Gebilde  einander  projektiv  zuge- 
ordnet. 

13,  Wenn  wir  zwei  einstufige  Gebilde  projektiv  auf  einander 
beziehen  wollen,  so  dürfen  wir  drei  Elementen  des  einen  drei 
des  andern  willkürlich  zuordnen. 

Es  genügt,  diesen  Satz  für  Punktreihen  zu  beweisen,  da  der 
Beweis  für  andere  Gebilde  im  wesentlichen  ungeändert  bleibt. 
Man  sieht  sofort,  dafs  die  projektive  Zuordnung  vollständig  be- 
stimmt ist,  nachdem  man  drei  Punkten  a,  ß,  y  einer  Punktreihe 
drei  Punkte  a',  j9,  /'  einer  andern  zugeordnet  hat;  man  hat  näm- 
lich jedem  vierten  Punkte  g  denjenigen  Punkt  g'  zuzuordnen,  für 
welchen  das  Doppelverhältnis  {aßy§!)  =  {aßy§)  ist.  Hiernach 
können  wir  höchstens  drei  Punktepaare  in  den  Punktreihen  als 
entsprechend  einander  zuordnen.  Dafs  man  diese  Zahl  aber  wirk- 
lich wählen  darf,  erkennt  man  auf  folgende  Weise: 

3* 
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Drei  beliebige  Punkte  der  ersten  Punktreihe  können  wir  durch 
die  Gleichungen  darstellen :  ^  =  0,  fi  =  0,  A  -\-  B  =  0. 

Demjenigen  Punkte  der  zweiten  Punktreihe,  welcher  dem 
Punkte  ^  =  0  entspricht,  kann  man  die  Gleichung  A'  =  0  geben; 
ebenso  kann  man  die  Gleichung  des  dem  Punkte  B  =  0  ent- 
sprechenden Punktes  kurz  B'  =  0  schreiben.  Dann  entspricht  dem 
Punkte  y4  +  ß  =  0  ein  Punkt  xA'  +  XR  =  0.  Hier  ersetze  man 
xA  durch  A'  und  XB  durch  B';  dann  entspricht  dem  Punkte 
A  +  B  =  0  der  Punkt  A'  +  B  =  0.  Indem  man  jetzt  dem  Punkte 
A  +  foB  =  0  den  Punkt  A'  +  <^B'  =  0  entsprechen  läfst,  ist  eine 
projektive  Zuordnung  der  beiden  Punktreihen  herbeigeführt. 

Übungen. 

1)  Statt  die  Koefficienten  //^,  ^2>  l^s  einzuführen,  kann  man 
die  Winkel  festsetzen,  unter  denen  von  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  aus  gerade  Strecken  bis  zu  den  Seiten  des  Koordinaten- 
dreiecks gezogen  werden  sollen.   So  möge  x^  gegen  O^Oj  unter 

einem  Winkel  von  60°  (  «  )>  ^2  8^8^°  ^a^i  unter  einem  Winkel 
von  45°f  2)    und   Xg    gegen   O^Og    unter   einem    Winkel    von 

30°  [  ^  j  geneigt  sein.     Man  bestimme  für  diese  Festsetzung  die 

Koefficienten  fi^,  fi^y  fi^;  ferner  suche  man  die  Koordinaten  Xj, 
Xg,  Xg  für  die  Eckpunkte  und  für  die  merkwürdigen  Punkte  des 
Dreiecks  OjOjOg. 

2)  Man  kann  auch  verlangen,  dafs  die  Gröfsen  Xi,  x^,  xs 
der  Reihe  nach  drei  Strecken  gleich  sein  sollen,  welche  zu  vor- 
geschriebenen Richtungen  parallel  verlaufen.  So  ziehe  man  von 
dem  zu  bestimmenden  Punkte  aus  gerade  Strecken  parallel  zu  den 
Halbierungslinien  der  Winkel  des  Dreiecks  OiOgOs  jedesmal  bis 
zum  Schnitt  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  und  wähle  diese 
drei  Strecken  zu  Koordinaten  des  Punktes..  Bei  dieser  Fest- 
setzung sollen  wieder  die  in  1)  gestellten  Fragen  beantwortet 
werden. 

3)  Die  soeben  gewählten  Richtungen  ersetze  man  durch  die 
der  drei  Mittellinien  und  erledige  dieselben  Fragen  wie  vorher. 

4)  Als  Koordinaten  Xi,  Xj,  X3  des  Punktes  P  wähle  man  die 
Flächenräume  der  Dreiecke  O2O3P,  OsOiP,  OiOjP,  wobei  der 
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Flächeninhalt  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalten  soll, 
jenachdem  der  Punkt  P  dem  positiven  oder  negativen  Teile  gegen 
die  entsprechende  Dreiecksseite  angehört. 

a)  Man  gebe  die  der  Gleichung  (6)  entsprechende  Be- 
ziehung an,  welche  zwischen  diesen  drei  Gröfsen  Xi, 
X2,  Xs  besteht. 

b)  Welche  Werte  hat  man  den  Koefficienten  /Ui,  /ij,  ^3 
beizulegen,  um  aus  unsern  allgemeinen  Festsetzungen 
zu  diesen  Koordinaten  zu  gelangen.^ 

c)  Man  bestimme  die  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  und 
die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  OiOjQs. 

d)  Wenn  man  die  Koordinaten  xi,  Xj,  xs  in  der  ange- 
gebenen Weise  wählt,  so  darf  man  als  zugehörige 
Koordinaten  einer  Geraden  die  von  den  Eckpunkten 
auf  die  Gerade  gefällten  Senkrechten  betrachten.^ 


§  6. 
Die  Verhältnisse  der  Koordinaten  als  Doppelverhältnisse. 

1.  Indem  wir  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  X|,  xj,  X3  die 
willkürlichen  Konstanten  ^1,  ^a,  ^3  benutzt  haben,  ist  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Koordinaten  eines  Punktes  zurückgedrängt 
worden.  Wir  wollen  versuchen,  diesen  Nachteil  wenigstens  zum 
Teil  zu  beseitigen.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  denjenigen 
Punkt  E,  für  welchen  die  drei  Gröfsen  xi,  Xg,  xs  denselben  Wert 
haben;  wir  nennen  ihn  den  Einheitspunkt  des  Koordinaten- 
systems. 

Dieser  Punkt  läfst  sich,  nachdem  die  Koefficienten  ^1,  (I29 
fiz  gegeben  sind,  in  folgender  Weise  finden.  Sind  ei,  eg,  es  die 
von  ihm  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällten  Senk- 

>  Diese  Koordinaten,  welche  Möbius  1827  in  seinem  »barycentrischen 
Calcul«  benutzt,  haben,  wie  aus  den  Sätzen  Ober  die  Zusammensetzung  paral- 
leler Kräfte  hervorgeht,  folgende  Eigenschaft:  Errichtet  man  in  den  Punkten 
0|,  0|,  Os  Senkrechte  auf  der  Ebene,  welche  der  Reihe  nach  gleich  Xi,  x«> 
X,  sind  und  dem  Vorzeichen  entsprechend  nach  oben  oder  nach  unten  ge- 
richtet sind,  so  stehen  sie  im  Gleichgewicht,  falls  man  noch  im  Punkte  P  eine 
Kraft  gleich  dem  Flächeninhalt  des  Dreiecks  senkrecht  zur  Ebene  nach  unten 
hin  anbringt. 
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rechten,  so  sind  seine  Koordinaten  ^lei,  jt/gej,  jmsCs.  Da  aber 
^lei  =^2^2  =^3es  sein  soll,  so  müssen  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

Die  sämtlichen  Punkte,  für  welche  die  Abstände  von  den 
Geraden  O^O«  und  O1O3  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  fit  ifii 
stehen,  liegen  auf  einer  geraden  Linie;  ebenso  enthält  eine  zweite 
gerade  Linie  alle  Punkte,  deren  Abstände  von  den  Geraden  AjA« 
und  A1A2  das  Verhältnis  (i^  :  fii  haben.  Falls  diese  beiden  Geraden 
nicht  parallel  sind,  haben  sie  einen  Schnittpunkt,  für  den  (ii^i 
—  jM«  e2  =  ^3  e$  ist. 

Man  kann  auch,  nachdem  die  KoefHcienten  ^1,  fif,  (1%  ge- 
geben sind,  die  Senkrechten  ei,  e2,  es  berechnen.  Zu  den  Glei- 
chungen ^lei  =^2e2=^3es  tritt  die  Gleichung  (1)  §  2,  5: 

—  4-  —  -I-  —  =  1 
hl       h2       hs 

Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  erhält  man: 
^Af^JU^l-L.f^\  —  ^     ^/^^  o-^  o-^^  — 1 

Vi'  \:- : : ": .;'^Ahi "^ h" ■*" h,; ~ ''  fit\hi "^ h2 "^ h.; - '' 

^J.f(^  J_(fi  O.^^  — 1 

^«Ui    h2"^h3;-'- 

Falls  also   der  gemeinschaftliche  Faktor  cl  «|_  cii  -|-.  c.8  ^^^^ 

e  j       e  2       e  g 

null  verschieden  ist,  kann  man  die  Werte  von  e^,  e^,  eg  angeben 

und  dadurch  die  Lage  des  Punktes  E  bestimmen. 

Der  ausgeschlossene  Fall  wird  sich  später  gleichfalls  erledigen. 

2.  Wenn  umgekehrt  der  Punkt  E  gegeben  ist  und  ej,  e^, 
Cg  die  von  ihm  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  geMlten 
Senkrechten  sind,  hat  man  die  Koefficienten  ^j,  /m^,  fi^  so  zu 
wählen,  dafs 

ist.  Zu  dem  Ende  können  wir  noch  den  gemeinschaftlichen  Wert 
dieser  drei  Produkte  willkürlich  wählen.  Wir  können  aber  auch 
einen  der  Koefficienten  /i^,  fi^,  (i^  willkürlich  annehmen  und 
dann  die  beiden  andern  berechnen.  Es  sind  also  jetzt  die  Ver- 
hältnisse der  Konstanten  und  damit  die  Verhältnisse  der  Koordinaten 
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^i>  ^s»  ^2  ^^  jeden  Punkt  bestimmt.  Hiernach  ergiebt  sich 
^er  Satz: 

Kennt  man  die  Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks 
und  den  Einheitspunkt,  so  können  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  für  jeden  Punkt  ermittelt  werden. 

3.  Da  uns  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  fiir  jeden  Punkt 
bekannt  sind,  sobald  wir  die  Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks 
und  den  Einbeitspunkt  angenommen  haben,  fragen  wir,  welche 
fiedeutung  die  Quotienten  aus  zwei  Koordinaten  des  Punktes  P 
besitzen. 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung  ist 


^sP 


8 


S 


8 


Nun  ist  (nach  §  1,  5)  der  Bruch  p,  :  Pg  bis  auf  das  Vor- 
zeichen das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  der  Winkel  OgO^Oj 
durch  den  Strahl  OiP,  und  der  Bruch  e^ :  e^  das  Schnittver- 
hältnis,, nach  welchem  derselbe  Winkel  durch  den  Strahl  OiE 
geteilt  wird.  Indem  man  noch  die  Vorzeichen  berücksichtigt, 
erkennt  man,  dafs  der  Quotient 

P»   .  ^2 
P8  *  e. 
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das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  OjOg,   O^Oj,  OjP  und 
OjE  darstellt;  es  ist: 

(1)    ^  =  (O,  :  OgOjPE). 

Nennt  man  E^  den  Schnittpunkt  von  OjE  mit  O^Oj  und 
Pj  den  Schnittpunkt  von  O^P  mit  OjOg,  so  ist  auch: 

1^  =  (0,0,P,EJ. 

Indem  man  die  Geraden  O^Og,  OgO^,  O^Oj  der  Reihe 
nach  kurz  durch  I,  11,  III  bezeichnet,  läfst  sich  die  vorstehende 
Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

^  =  (H,  m,  O^P,  OjE). 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

^»  =  (O,  :  O1O3PE)  =  (OiO,P,E,)  =  (m,  I,  0,P,  0,E), 

^»  =  (O3  :  0,0,PE)  =  (ÖjOjPgE,)  =  (I,  n,  OgP,  O3E). 

Das  Verhältnis  zweier  Koordinaten  ist  demnach 
gleich  dem  Doppelverhältnisse,  welches  die  entspre- 
chenden Seiten  des  Koordinatendreiecks  mit  den  beiden 
Geraden  bilden,  welche  von  ihrem  Schnittpunkte  nach 
dem  zu  bestimmenden  Punkte  und  dem  Einheitspunkte 
gezogen  werden. 

4.  Einheitsgerade  nennen  wir  diejenige  Gerade,  für  welche 
die  Koordinaten  u^,  Uj,  Ug  denselben  Wert  haben. 

Ihre  Gleichung  in  Punktkoordinaten  ist: 

Xi  +  Xj  +  Xg  =  0. 

Für  den  Schnittpunkt  dieser  Linie  mit  der  Geraden  O^Og 
ist  x^=0,  also  auch  X2+X3=0.  Die  Gerade,  welche  den 
Punkt  01  mit  dem  Einheitspunkte  verbindet,  hat  die  Gleichung 
X2=X3  oder  X 2 — X3  =  0. 

Demnach  gehen  vom  Punkte  Oi   die  vier  Geraden  aus: 

X2=0,   X8=0,   x^— Xg=0,   X2  4-Xg=0. 

Diese  vier  Linien  liegen  nach  §  5,  9  harmonisch;  sie  schneiden 
also  auch  die  Gerade  OgOg  in  vier  harmonischen  Punkten.  Da 
man  eine  gleiche  Überlegung  für  die  andern  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks anstellen  kann,  so  gilt  der  Satz: 


S  6.    Die  Verhältnisse  der  Koordinaten  als  Doppelverhältnisse.        41 

Die  Einheitsgerade  schneidet  jede  Seite  des  Koordi- 
natendreiecks in  demjenigen  Punkte,  welcher  in  Bezug 
auf  die  Eckpunkte  dem  Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
linie des  Einheitspunktes  mit  dem  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  harmonisch  zugeordnet  ist. 


Um  die  Einheitsgerade  zu  finden,  ziehen  wir  die  Geraden 
O^S  und  O^S  bis  zu  den  Schnittpunkten  S^  und  S^  je  mit  der 
gegenüberliegenden  Dreiecksseite.  Jetzt  suche  man  zu  den  Punkten 
Oj,  Os,  Si  den  vierten  harmonischen  Punkt  Ei  und  zu  O3,  <Sl> 
S2  den  vierten  harmonischen  Punkt  E«.  Die  Gerade  E1E2  hat 
die  Gleichung:  Xi  -|-X2  -j-xs  =0;  sie  ist  also  die  Einheitsgerade. 
Diese  schneidet  die  Seite  OiOj  in  einem  Punkte  Es,  welcher  zu 
den  Punkten  Oi,  Oj,  <$i  harmonisch  liegt.  Wir  wären  also  zu 
derselben  Geraden  gelangt,  wenn  wir  den  Punkt  E3  mit  einem 
der  Punkte  Ei  und  E2  verbunden  hätten. 

5.  Da  wir  dem  Einheitspunkt  jede  Lage  mit  Ausschlufs  der 
drei  geraden  Linien  OjOs,  O3O1  und  OiO»  geben  können,  so 
folgt  aus  der  vorangehenden  Untersuchung  der  Satz: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
mit  den  Eckpunkten  eines  Dreiecks,  verlängert  jede 
dieser  Geraden  bis  zum  Schnittpunkte  mit  der  gegen- 
überliegenden Dreiecksseite  und  sucht  zu  jedem  dieser 
Schnittpunkte  den  vierten  harmonischen  Punkt  in  Bezug 
auf  die  Endpunkte  der  entsprechenden  Seite,  so  liegen 
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•diese  drei  Punkte  in  gerader  Linie.  Diese  Gerade  heifst 
•die  Harmonikale  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  das  gegebene 
Dreieck  zum  Koordinatendreieck  und  den  Punkt  zum  Einheits* 
punkte;  wir  zeigen  dann  auf  dem  soeben  durchgeführten  Wege, 
ilafs  die  neu  konstruierte  Gerade  die  Einheitsgerade  ist. 

Den  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satz  können  wir 
jetzt  in  folgender  Weise  aussprechen : 

Die  Einheitsgerade  ist  die  Harmonikale  des  Ein- 
heitspunktes in  Bezug  auf  das  Koordinatendreieck. 

Damit  ein  Punkt-  und  ein  Linien-Koordinatensystem  in  dem 
Sinne,  den  wir  oben  (§  5,  2  S.  27)  angegeben  haben,  zusammen- 
gehören, müssen  sie 

a)  auf  dasselbe  Koordinatendreieck  bezogen  sein, 

b)  mufs  die  Einheitsgerade  des  Liniensystems  die  Harraoni- 
kale  zum  Einheitspunkte  des  Punktsystems  in  Bezug  auf  das 
Koordinatendreieck  sein. 

6.  Die  von  den  Eckpunkten  Oi,  O^,  0$  auf  die  Einheits- 
gerade gefällten  Senkrechten  seien  «i,  «g,  «s?  somit  ViCi,  ^'2^», 
r$B^  die  Koordinaten  der  Einheitsgeraden.     Es  mufs  also 

sein.  Sind  jetzt  Ui,  u^,  Us  die  Koordinaten  einer  beliebigen  Geraden, 
so  ist  unter  Beibehaltung  der  früher  angewandten  Bezeichnung: 


u,       v^r,       r. 

.  »'8_r» 

.  h 

"3       "»r»       «'s 

V,       fs 

'    «8 

Wir  nennen  Fi  den  Schnittpunkt  der  Geraden  (ui,  Uj,  Us) 
mit  O2O3,  r^  ihren  Schnittpunkt  mit  OsOi  und  A  den  mit 
OiO».  Dann  stellt  (nach  §  1,  2  S.  1)  der  Bruch  e^:e^  das  Ver- 
hältnis dar,  nach  welchem  die  Strecke  O3O3  im  Punkte  Ej  ge- 
teilt wird,  und  der  Bruch  r,  :  rg  das  Schnittverhältnis  für  die 
Teilung  derselben  Strecke  im  Punkte  F^ ;  demnach  ist  der 
Quotient 


^8  ^8 


das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  Oj,  O3,  /\,  E^ ;  es  ist  also 

u,  :u3=(0,03r,E,). 
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Ebenso  ergiebt  sich: 

U3:u,  =(030,r,E,), 

u,  :  u,  =  (0,0,r,E3). 

Das  Verhältnis  zweier  Linienkoordinaten  ist  gleich 

demDoppelverhältnisse,nach  welchem  dieentsprechende 

Seite  desKoordinatendreiecks  durch  diezu  bestimmende 

Gerade  und  die  Einheitsgerade  geteilt  wird. 

Übungen : 

1)  Beschreibt  man  um  den  Einheitspunkt  S  einen  Kreis,  der 
die*  drei  Seiten  OjOg,  OgOj  und  O^O,  des  Koordinatendreiecks 
der  Reihe  nach  in  den  Punktepaaren  F^  und  F^',  F^  und  F^\ 
Fg  und  Fj'  trifft,  und  zieht  man  durch  den  Punkt  P  die  drei 
Strecken  PPj,  PP,,  PPg  bezw.  parallel  zu  cS'Fj,  <SF^y  S¥f^  bis 
zum  Schnitt  mit  der  entsprechenden  Seite,  so  verhalten  sich  PP^, 
PP„  PPj  wie  die  Koordinaten  x^,  x„  Xg  des  Punktes  P. 

2)  Von  den  Punkten  O^,  O,,  O3  ziehe  man  drei  gleiche 
Strecken  bis  zur  Einheitsgeraden.  Zieht  man  jetzt  von  O^,  O,, 
O3  nach  einer  beliebigen  Geraden  drei  Strecken  m^,  m^,  mg, 
welche  gegen  sie  der  Reihe  nach  unter  denselben  Winkeln  ge- 
neigt sind,  wie  die  ersten  Strecken  gegen  die  Einheitsgerade, 
so  verhalten  sich  diese  Strecken  wie  die  Koordinaten  dieser 
Geraden. 

3)  Wählt  man  zu  Koordinaten  eines  Punktes  die  auf  die 
Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällten  Senkrechten  p^,  p,,  P3, 
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SO  ist  der  Mittelpunkt  des  innem  Berührungskreises  Einheitspunkt, 
und  die  Einheitsgerade  geht  durch  die  drei  Punkte,  in  denen 
jedesmal  die  Halbierungslinie  eines  Aufsenwinkels  die  gegenüber- 
liegende Seite  trifft. 

4)  5)  Nachdem  das  Koordinatendreieck  und]  j.  x-.  ,    .,         j  [ 
^  IdieEmheitsgeradel 

gegeben  sind,  bestimme  man  die  drei  |  ^  ,  i,  deren  Koordi- 
naten sich  verhalten 

a)  wie  —  1:1:1 

b)  wie  1  :  —1:1 

c)  wie  1:1:  —  1. 

Das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Vierseit. 

1.  Vier  Punkte  der  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  bestimmen  ein  vollständiges  Viereck.  Diese 
vier  Punkte  heifsen  die  Eckpunkte,  die  sechs  Verbindungslinien 
von  je  zwei  Eckpunkten  die  Seiten  und  die  Schnittpunkte  von 
je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  die  Diagonalpunkte  des 
Vierecks.  Ein  vollständiges  Viereck  hat  demnach  vier  Ecken, 
sechs  Seiten  und  drei  Diagonalpunkte.  Sind  die  vier  Eckpunkte 
1,  2,  3,  4,  so  sind  die  Seiten  12,  13,  14,  23,  24,  34  und  die 
Diagonalpunkte  I  (Schnittpunkt  der  Seiten  12  und  34),  II  (Schnitt- 
punkt der  Seiten  13  und  24),  III  (Schnittpunkt  der  Seiten  14 
und  23). 

2.  Wir  wählen  die  Punkte  1,  2,  3  zu  Eckpunkten  des 
Koordinatendreiecks  und  den  Punkt  4  zum  Einheitspunkte.  Dann 
haben  die  vier  Punkte  1 ,  2,  3,  4  der  Reihe  nach  die  Gleichungen : 

Ui  =0,  Ug  =  0,  Us  =  0,  U|  +  Ua  +  Us  =0. 
Da  der  Punkt  I  in  der  Geraden  12  liegt,  so  ist  seine  Glei- 
chung in  der  Form  darstellbar:  Ui  +>lu2  ==0,  und  da  er  auch  in 
der  Geraden  34  liegt,  so  kann  seine  Gleichung  auch  die  Form 
erhalten:  Ui  +  U2 -f- Ug -j- jUUa  =  0.  Damit  diese  beiden  Formen 
identisch  werden,  mufs  >l  =  l,  //  =  — 1  werden;  die  Gleichung 
des  Punktes  I  ist  demnach:  Ui  -f-  Ug  =  0.  Ebenso  ist  die  Gleichung 
des  Punktes  II:  Ui  +  ^a  =  0  und  die  des  Punktes  III:  Uj  -j-  us  =  0. 
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Jeder  Punkt  auf  der  Geraden  II III  hat  die  Gleichung : 

(I)       Ui  +U3-f  ()(U2+Us)  =  0. 


Diese  geht  für  (>  =  —  1  in  Ui  —  u«  =  0  über,  stellt  also,  da 
der  entsprechende  Punkt  auf  der  Geraden  12  liegen  mufs,  den 
Schnittpunkt  der  Diagonale  II  III  mit  der  Seite  12  dar.  Geben 
wir  aber  in  (1)  dem  Koefficienten  q  den  Wert  1,  so  wird  die 
Gleichung  Ui  +  u«  +  ^Us  =  0  auch  in  der  Form 

Us  +  (ui  +  u,  +  U3)  =  0 
geschrieben  werden  können.     Die  Gleichung  (1)  stellt  also  für 
^  =  1    den  Schnittpunkt   der  Diagonale  II  III   mit   der  Geraden 
34  dar. 

Ebenso  stellt  die  Gleichung 

ui  +  U2  +  p  (ui  +  U3)  =  0 
für  Q  =  —  1   den  Schnittpunkt  der  Diagonale  I II  mit  der  Seite 
23  und  für  p  =  1  den  Schnittpunkt  mit  der  Seite  14  dar.     Die 
Gleichungen  der  Punkte,  in   denen  die  Diagonale  IUI  mit  den 
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Seiten  13  und  24  zusammen  trifft,  werden  erhalten,  wenn  man 
in  der  Gleichung  Ui  +  u^  +  ()(u2  +  U3)  =  0  dem  Koefficienten  (^ 
die  Werte  —  1  und  +  1  giebt. 

3.  Die  letzten  Gleichungen  fuhren  sofort  auf  den  Satz: 

Die  Verbindungslinie  zweier  Diagonalpunkte  in 
einem  vollständigen  Viereck  wird  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  denjenigen  beiden  Seiten,  welche  durch 
keinen  der  beiden  Diagonalpunkte  hindurchgehen,  har- 
monisch geteilt. 

In  derThat  hat  der  Diagonalpunkt II  die  Gleichung:  Ui-|-Us=0 
und  der  Diagonalpunkt  III:  Ug-{-U3=0.  Man  erhält  demnach 
zwei  beliebige,  zu  ihnen  harmonisch  gelegene  Punkte,  wenn  man 
dem  Koefficienten  q  in  der  Gleichung  (1)  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  beilegt.  Dem  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie 
mit  der  Seite  12  entspricht  aber  der  Wert  p  =  — 1,  und  dem 
Schnittpunkte  mit  der  Seite  34  der  Wert  q  =  1. 

In  gleicher  Weise  folgt  der  Satz  für  die  beiden  andern 
Geraden,  durch  welche  zwei  Diagonalpunkte  mit  einander  ver- 
bunden werden. 

4.  Jede  Seite  eines  vollständigen  Vierecks  wird 
durch  den  auf  ihr  liegenden  Diagonalpunkt  und  den 
Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  an- 
dern Diagonalpunkte  harmonisch  geteilt. 

Oifenbar  liegen  die  vier  Punkte: 

Ui  =0,  Ug  =  0,  Ui  -)-  Us  =  0,  Ui  —  ug  =  0 
zu  einander  harmonisch.  Wie  wir  eben  gesehen  haben,  stellt  die 
Gleichung  Ui  -f*  Ug  =  0  den  Diagonalpunkt  I  und  die  Gleichung 
Ui  —  Ug  =  0  den  Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der  Dia- 
gonalpunkte II  und  III  dar.  —  Für  die  andern  Seiten  erhält  man 
ähnliche  Gleichungen. 

5.  Vier  gerade  Linien  der  Ebene,  von  denen  keine  drei 
durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden  ein  vollständiges  Vier- 
sei t.  Man  nennt  hier  die  vier  Geraden  die  Seiten,  die  sechs 
Schnittpunkte  je  zweier  Seiten  die  Eckpunkte  und  die  drei 
Verbindungslinien  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten 
die  Diagonalen  des  Vierseits.  Indem  man  die  drei  ersten  Seiten 
zu  den  Seiten   des  Koordinatendreiecks  und  die  vierte  zur  Ein- 
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heitsgerade  nimmt,  haben  die  vier  Seiten   der  Reihe   nach   die 
Gleichungen  : 

Xi  =0,   Xg  =  0,   xa  =0,   Xi  +  Xj  +  Xs  =  0. 


Da  die  Gleichung  Xi  +  x«  =  0,  deren  Form  sofort  zeigte 
dafs  die  entsprechende  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  Geraden  hindurchgeht,  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 
kann:  (xi+Xg  +  Xj)  —  xs  =  0,  so  stellt  sie  die  Gerade  daf,. 
welche  den  Schnittpunkt  der  Linien  xj  =  0,  x«  =  0  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Linien  Xi  +  X2  +  X3  =  0 ,  X3  =  0  verbindet. 
Die  Gleichungen  der  drei  Diagonalen  sind  somit: 

Xl  +  X2  =  0,   X|   +  Xs  =  0,   X2  +  X3  =  0. 

Die  Gleichung:  xi  — xg  =0  kann  auch  geschrieben  werden: 
(X1+X3)  —  (x2+X8)  =  0;  die  entsprechende  Gerade  verbindet 
den  Schnittpunkt  der  Seiten  xi  =  0  und  xj  =  0  mit  dem  der 
Diagonalen  Xi  +  X3  =  0  und  x»  +  Xs  =  0.  Nun  stellen  die 
Gleichungen : 

Xl  =0,  X2  =  0,  Xl  +  Xj  =  0,  Xl  —  X2  =  0 
vier  harmonische  Strahlen  dar;  es  gilt  also  der  Satz: 

Zwei  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  liegen 
harmonisch  zu  der  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgeh  enden 
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Diagonale  und  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  niit 
dem  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen. 

I).  Das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Vierseit 
hangen  unter  einander  aufs  engste  zusammen.  So  kann  man  in 
der  Figur  auf  S.  45  die  vier  Geraden  12,  23,  34,  41,  die  zu  zweien 
je  einen  Eckpunkt  gemeinschaftlich  haben,  als  die  Seiten  eines 
vollständigen  Vierseits  auffassen;  die  Eckpunkte  desselben  sind  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  I,  III  und  die  Diagonalen  die  Geraden  (13), 
(24),  (IUI).  Nach  4.  wird  die  Strecke  (13)  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Geraden  (24)  und  (IUI)  harmonisch  geteilt.  In 
der  neuen  Auffassung  ist  die  Gerade  (13)  eine  Diagonale;  die 
beiden  zuletzt  erwähnten  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  mit  den 
andern  Diagonalen.  Daher  können  wir  dem  obigen  Satze  auch 
folgenden  Ausspruch  geben: 

Jede  Diagonale  eines  vollständigen  Vierseits  wird 
durch  die  beiden  andern  Diagonalen  harmonisch  ge- 
teilt. 

Ubungeo : 

1)  Durch  blofses  Ziehen  von  geraden  Linien  zu  drei  Punkten 
einer  geraden  Linie  den  vierten  harmonischen  Punkt  finden. 

2)  In  drei  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  den 
vierten  harmonischen  Strahl  konstruieren. 

3)  Den  unzugänglichen  Schnittpunkt  zweier  gegebener  geraden 
Linien  mit  einem  gegebenen  Punkte  durch  eine  gerade  Linie 
verbinden. 

§  8. 
Die  uneigentlichen  Gebilde  in  der  Ebene. 

m 

1.  Während  der  Satz:  Durch  zwei  Punkte  läfst  sich  eine 
gerade  Linie  legen,  ganz  allgemein  gilt,  erleidet  der  Satz:  Zwei 
gerade  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  für  den  Fall  eine  Ausnahme,  dafs  die  geraden  Linien 
parallel  sind.  Daher  sind  wir  genötigt,  bei  allen  Untersuchungen, 
in  denen  es  sich  um  den  Schnitt  zweier  gerader  Linien  handelt, 
den  Fall  des  Parallelismus  gesondert  zu  behandeln.  Wir  wollen 
versuchen,  eine  Ausdrucksweise  einzuführen,  durch  welche  eine 
einheitliche  Behandlung  ermöglicht  wird. 
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Zu  dem  Ende  stellen  wir  mit  der  Geraden  AB  zunächst  die 
<lurch  einen  festen  Punkt  P  gehende  Parallele  zusammen  und 
wollen  sagen,  diese  beiden  geraden  Linien  hätten  einen  un eigent- 
lichen oder  idealen  Punkt  gemeinschaftlich. 


Lassen  wir  eine  bewegliche  Gerade  PC  in  der  Anfangslage 
mit  der  Senkrechten  PQ.  zusammenfallen  und  drehen  wir  sie  so 
um  den  festen  Punkt  P,  dafs  sie  stets  in  der  Ebene  PAB  bleibt, 
so  entfernt  sich  ihr  Schnittpunkt  immer  weiter  von  Q,  je  näher 
die  Gerade  PC  an  die  Parallele  heranrückt.  Demnach  sagen  wir, 
der  eingeführte  uneigentliche  Punkt  liege  unendlich  fern. 

2.  Aufser  diesem  unendlichfernen  Punkte  der  Geraden  AB, 
der  als  der  Schnitt  mit  der  durch  den  Punkt  P  gezogenen  Pa- 
rallelen betrachtet  wird,  dürfen  wir  auf  AB  keinen  weiteren  un- 
eigentlichen Punkt  annehmen,  falls  die  beiden  an  die  Spitze 
gestellten  Sätze  allgemein  gelten  sollen.  Denn  nachdem  der 
erwähnte  uneigentliche  Punkt  eingeführt  ist,  haben  wir  bereits 
erreicht,  dafs  jede  durch  P  gehende  gerade  Linie  mit  AB  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  hat.  Gäbe  es  auf  AB  noch  einen  weiteren 
uneigentlichen  Punkt,  so'könnte  man  durch  ihn  und  den  Punkt  P 
eine  Gerade  1  legen,  weil  der  oben  zuerst  genannte  Satz  keine 
Ausnahme  erleiden  darf.  Ein  zweiter  Punkt,  den  AB  mit  1  ge- 
meinschaftlich hat,  findet  sich  aber  bereits  unter  der  Gesamtheit, 
welche  aus  den  eigentlichen  Punkten  und  dem  zuerst  eingeführten 
uneigentlichen  Punkte  besteht.  Die  Geraden  AB  und  1  schnitten 
sich  also  in  zwei  Punkten,  was  unseren  Festsetzungen  widerspricht. 

3.  Indem  sich  die  Gerade  PC  aus  der  Lage  PQ  nach  der 
einen  Richtung  hin  dreht,  bewegt  sich  ihr  Schnittpunkt  mit  AB 
von  Q  aus  in  derselben  Richtung.  Wird  PC  ||  AB,  so  fällt  der 
Schnittpunkt  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  zusammen.   Sobald 
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wir  jetzt  PC  weiter  drehen,  tritt  der  Schnittpunkt  auf  die  andere 
Seite  der  Geraden  AB  hinüber.  Gleichwie  die  durch- P  gehenden 
Geraden  stetig  auf  einander  folgen,  vermittelt  der  unendlichferne 
Punkt  der  Geraden  AB  eine  Verbindung  der  beiden  von  Q  aus- 
gehenden Halbgeraden  QA  und  QB.  Irgend  zwei  eigentliche 
Punkte  der  Geraden  teilen  dieselbe  in  zwei  zusammenhangende 
Teile,  von  denen  der  eine  den  unendlichfernen  Punkt  enthält. 

4.  Ziehen  wir  zu  der  Geraden  AB  eine  andere  Parallele,  so 
kann  diese  keinen  eigentlichen  Punkt  mit  ihr  gemeinschaftlich 
haben;  wir  müssen  daher  annehmen,  dafs  diese  auch  den  zuerst 
eingeführten  uneigentlichen  Punkt  enthält.  Somit  gehen  alle 
parallelen  Geraden  durch  denselben  unendlichfernen  Punkt.  Dieser 
Punkt  vertritt  die  Richtung  der  Geraden;  statt  zu  sagen,  alle 
Parallelen  seien  von  gleicher  Richtung,  sagen  wir  jetzt,  sie  hätten 
denselben  unendlichfernen  Punkt. 

5.  Hiernach  hat  jede  gerade  Linie  einen  unendlichfernen 
Punkt,  den  sie  mit  allen  zu  ihr  parallelen  Geraden  gemeinschaft- 
lich hat.  Die  unendlichfernen  Punkte  von  zwei  sich  schneidenden 
Geraden  müssen  aber  als  verschieden  betrachtet  werden.  Denn 
hätten  zwei  vom  Punkte  P  ausgehende  Gerade  denselben  unend- 
lichfernen Punkt,  so  schnitten  sie  sich  in  diesem  Punkte  und  im 
Punkte  P;  sie  hätten  also  zwei  Punkte  gemeinschaftlich.  Die 
unendlichfernen  Punkte  der  Ebene  bilden  somit  eine  einfach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit;  man  gelangt  zu  allen  diesen  Punkten, 
wenn  man  auf  allen  von  einem  beliebig  gewählten  eigentlichen 
Punkte  ausgehenden  Geraden  den  unendlichfernen  Punkt  bestimmt. 

6.  Um  einen  gegebenen  eigentlichen  Punkt  mit  dem  un- 
endlichfernen Punkte  einer  gegebenen  Geraden  zu  verbinden,  hat 
man  durch  den  Punkt  eine  Parallele  zu  der  Geraden  zu  ziehen. 
Die  Aufgabe:  durch  einen  eigentlichen  und  einen  uneigentlichen 
Punkt  eine  gerade  Linie  zu  legen,  hat  also  immer  eine,  und  zwar 
eine  einzige  Lösung.  Hierbei  zeigt  sich  wieder,  dafs  auf  einer 
geraden  Linie,  die  einen  eigentlichen  Punkt  enthält,  nur  ein  ein- 
ziger uneigentlicher  Punkt  liegt.  Wir  müssen  aber  auch  ver- 
langen, dafs  durch  zwei  uneigentliche  Punkte  eine  gerade  Linie 
gelegt  werden  kann.  Diese  enthält,  wie  wir  gesehen  haben,  keinen 
eigentlichen  Punkt;  auf  ihr  können  daher  nur  uneigentliche  Punkte 
liegen.   Sie  mufs  aber  hinwiederum  mit  jeder  eigentlichen  Geraden 
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einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben;  somit  enthält  sie  alle  un- 
eigentlichen  Punkte  der  Ebene.  Alle  unendlichfernen  Punkte  der 
Ebene  liegen  in  einer  einzigen  uneigentlichen  Geraden,  der  un- 
endlichfernen Geraden  der  Ebene. 

7.  Nach  diesen  Festsetzungen  gelten  für  die  Ebene  die  beiden 
Sätze  ganz  aligemein: 

a)  durch  zwei  Punkte  geht  stets  eine  gerade  Linie, 

b)  zwei  verschiedene  gerade  Linien  haben  stets  einen,  und 
zwar  einen  einzigen  Punkt  gemeinschaftlich. 

Dagegen  hat  der  Satz,  dafs  die  Ebene  durch  die  gerade  Linie 
in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  seine  Gültigkeit  verloren.  Sind  näm- 
lich in  der  Ebene  eine  Gerade  AB  und  zwei  Punkte  C  und  D 
gegeben,  und  gehört  keiner  dieser  Punkte  der  Geraden  an,  so 
wird  die  gerade  Linie  CD  durch  die  Punkte  C  und  D  in  zwei 
zusammenhangende  Stücke  zerlegt.  Dasjenige  Stück,  dem  der 
Schnittpunkt  mit  AB  nicht  angehört,  verbindet  die  Punkte  C  und 
D,  ohne  durch  die  Gerade  AB  hindurchzugehen. 

8.  Dagegen  wird  die  Ebene  durch  zwei  gerade  Linien  in 
zwei  Teile  zerlegt.  Lassen  wir*  nämlich  eine  Gerade  sich  um 
einen  ihrer  Punkte  drehen,  so  beschreibt  sie  einen  Teil  der  Ebene. 
Dieser  Teil  besteht  aber,  falls  der  Punkt  ein  eigentlicher  Punkt 
ist,  aus  dem  Felde  eines  Winkels  und  dem  seines  Scheitelwinkels; 
diese  beiden  Felder  bestimmen  zusammen  einen  Teil  der  Ebene. 
Daher  zerlegen  zwei  Gerade,  die  einen  eigentlichen  Punkt  gemein 
haben,  die  Ebene  in  zwei  Teile,  von  denen  jeder  das  Feld  eines 
Winkels  und  das  seines  Scheitelwinkels  enthält.  Zwei  parallele 
Gerade  zerlegen  die  Ebene  in  zwei  Streifen.  Dafs  eine  eigent- 
liche Gerade  in  Verbindung  mit  der  unendlichfernen  Linie  die 
Ebene  zerlegt,  bedarf  keiner  Erwähnung. 

y.  Drei  nicht  in  einem  Punkte  zusammenstofsende  Gerade 
zerlegen  die  Ebene  in  vier  Teile.  Wir  wollen  diese  Teilung  nur 
in  dem  Falle  näher  beschreiben,  dafs  die  drei  Schnittpunkte  eigent- 
liche Punkte  sind.  Dann  wird  jede  der  drei  geraden  Linien  durch 
die  beiden  andern  in  eine  endliche  Strecke  und  zwei  Strahlen 
(Halbgerade)  zerlegt.  Die  drei  Schnittpunkte  mögen  sein  Oi, 
Of,  Oi'y  die  endliche  Strecke  O^Os  möge  mit  a,  die  Strecke 
OsOi  mit  b,  die  Strecke  OiOj  mit  c  bezeichnet  werden.  Der 
Geraden  OgO»  mögen  noch  die  Strahlen  a'  und  a"  angehören, 
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von  denen  die  erste  von  O«,  die  zweite  von  Oa  ausgeht.  Ebenso 
gehe  b'  von  Os,  b"  von  Oi,  c'  von  0|,  c"  von  O«  aus,  und 
b',  b,  b'  sowie  c',  c,  c"  mögen  je  eine  gerade  Linie  bilden.  Das 
Innere  des  Dreiecks  OiOjOs  wird  von  den  Strecken  a,  b,  c 
begrenzt.  Die  Strahlen  a'  und  2!'  hangen  im  Unendlichfernen 
zusammen;  sie  können  sich  also  nur  vereint  an  der  Abgrenzung 
eines  Ebenenteiles  beteiligen.  Nun  mufs  sich  an  das  Innere  des 
Dreiecks  ein  Teil  anschliefsen ,  zu  dessen  Grenze  die  Strecke  a 
gehört;  die  übrige  Grenze  wird  gebildet  aus  zwei  unendlich  groisen 
Strecken,  von  denen  die  eine  aus  den  Teilen  b'  und  b",  die  an- 
dere aus  den  Teilen  c'  und  c  besteht.  In  entsprechender  Weise 
gelangen  wir  zu  zwei  weiteren  Raumteilen,  von  denen  der  eine 
von  b,  a'  +  a ",  c'  +  c\  der  andere  von  c,  a'  +  a",  b'  +  b'  be- 
grenzt wird.  Von  den  in  der  Fig.  4  (S.  9)  unterschiedenen 
sieben  Teilen  vereinigen  sich  die  Teile  II  und  V,  III  und  VI, 
IV  und  VII  jedesmal  im  Unendlichen  zu  einem  einzigen  Teile. 

Von  den  vier  Teilen,  in  welche  hiernach  die  Ebene  zerfallt, 
hat  einer  drei  endliche  Strecken  und  jeder  andere  eine  endliche 
und  zwei  unendliche  Strecken  ztir  Grenze. 

Übungen: 

1)  Jedes  nach  der  Vorschrift  von  §  5  eingeführte  Koordi- 
natensystem hat  einen  (eigentlichen  oder  uneigentlichen)  Einheits- 
punkt und  eine  (eigentliche  oder  uneigentliche)  Einheitsgerade. 

2)  Für  die  in  der  Übung  4)  zu  §  5  eingeführten  Möbiusschen 
Koordinaten  fällt  der  Einheitspunkt  mit  dem  Schwerpunkte,  die 
Einheitsgerade  mit  der  unendlichfernen  Linie  zusammen. 

3)  Wie  wHrd  die  Ebene  durch  zwei  sich  schneidende  eigent- 
liche Gerade  und  die  unendlichferne  Gerade  zerlegt? 

4)  Indem  man  die  Ebene  im  Unendlichen  als  zusammen- 
hangend ansieht,  sollen  die  Zerlegungen  angegeben  werden,  welche 
ausgeführt  werden: 

a)  durch    drei   Gerade,    welche    durch    denselben    Punkt 
gehen, 

b)  durch  drei  parallele  Geraden, 

c)  durch  zwei  parallele  und  eine  sie  schneidende  Gerade. 
(Man   zeige,   dafs   die  Fälle  a)  und  b)  wesentlich   überein- 
stimmen   und    dafs    c)    auf  den   in   9.    behandelten   Fall   hinaus- 
kommt.) 
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5)  So  sehr  die  Theorie  der  eigentlichen  mit  der  der  un- 
eigentlichen Punkte  übereinstimmt,  ist  es  doch  nicht  möglich, 
Konstruktionen,  bei  denen  unendlichferne  Punkte  vorkommen, 
genau  so  auszuführen,  wie  die  entsprechenden  Konstruktionen  für 
eigentliche  Punkte.  So  kann  man  durch  bloisen  Gebrauch  des 
Lineals  zwei  eigentliche  Punkte  auch  dann  durch  eine  gerade 
Linie  verbinden,  &lls  einer  von  ihnen  unzugänglich  ist  (§  7,  Üb.). 
Dagegen  bedarf  man  zur  Lösung  der  Aufgabe,  einen  eigentlichen 
und  einen  uneigentlichen  Punkt  mit  einander  durch  eine  Gerade 
zu  verbinden,  notwendig  des  Zirkels,  falls  nicht  ein  sonstiger  Er- 
satz geboten  ist.  Die  Aufgabe:  durch  einen  Punkt  zu  einer 
Geraden  die  Parallele  zu  ziehen,  kann  an  sich  ohne  Gebrauch  des 
Zirkels  nicht  gelöst  werden.  Dagegen  kann  man  durch  blofses 
Ziehen  von  geraden  Linien  die  Aufgabe  lösen: 

Nachdem  zwei  zu  einander  parallele  Linien  gegeben  sind, 
durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Ebene  die  zu  ihnen  parallele 
Gerade  zu  ziehen.  (Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  erleichtert 
durch  die  der  beiden  folgenden.) 

6)  Nachdem  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  gegeben  sind,  von 
denen  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  andern  liegt, 
soll  mit  blofser  Anwendung  des  Lineals  durch  einen  beliebigen 
Punkt  zu  der  Geraden  eine  Parallele  gezogen  werden. 

7)  Wenn  irgend  zwei  parallele  Geraden  gegeben  sind,  soll 
eine  beliebige,  in  einer  von  ihnen  gelegene  Strecke  durch  blofses 
Ziehen  von  geraden  Linien  halbiert  werden. 

Die  Doppelverhaltnisse  bei  uneigentlichen  Gebilden. 

1.  Eine  gerade  Strecke  AB  wird  durch  jeden  Punkt  C,  der 
zwischen  A  und  B  (auf  der  endlichen  Strecke  AB)  liegt,  nach 
einem  Verhältnis  geteilt,  das  einen  positiven  Wert  hat.  Liegt 
a^er  der  Punkt  C  auf  der  Verlängerung  über]|^  hinaus,  so  ist 
das  Schnittverhältnis  negativ  und  <C  —  1 ;  dagegen  ist  sein  Wert 
zwischen  0  und  —  1  enthalten,  falls  der  Punkt  C  in  der  Richtung 
BA  über  A  hinaus  liegt.  Es  giebt  aber  keinen  eigentlichen 
Punkt,  für  den  das  Schnittverhältnis  gleich  —  1  ist;  es  liegt  also 
au  sich   nahe,   diesen  Wert  des  Schnittverhähnisses  der  Teilung 
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durch  den  unendlichfernen  Punkt  zuzuordnen.  Die  Art,  wie  dieser 
Punkt  vorhin  eingeführt  ist,  nötigt  auch  dazu.  Je  weiter  sich 
nämlich  der  Punkt  C  in  der  einen  oder  der  andern  Richtung  auf 
AB  von  den  Punkten  A  und  B  entfernt,  um  so  näher  kommt 
das  Schnittverhältnis  dem  Werte  —  l.  Der  unendlichferne  Punkt 
vermittelt  aber  den  Übergang  von  der  einen  zur  andern  Richtung ; 
daher  mufs  auch  der  Wert  des  Schnittverhältnisses  sich  stetig 
ändern,  wenn  man  durch  den  unendlichfernen  Punkt  hindurch- 
geht. Das  geschieht  aber  nur,  wenn  man  dem  Schnittverhältnis 
in  diesem  Punkte  den  Wert  —  1  beilegt.  Durch  diese  Festsetzung 
ist  die  Möglichkeit  geschaffen,  eine  endliche  Strecke  AB  nach 
jedem  beliebigen  Schnittverhältnisse  zu  teilen,  und  zwar  entspricht 
jedem  Werte  des  Verhältnisses  ein  einziger  Punkt. 

2.  Der  Mitte  einer  Strecke  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  End- 
punkte als  vierter  harmonischer  Punkt  der  unendlichferne  Punkt 
der  Geraden  zugeordnet.  Denn  für  die  Mitte  M  von  AB  ist  der 
Quotient  AM  :  MB  —  1.  Für  den  zugeordneten  harmonischen 
Punkt  N  mufs  AN:NB  =  —  1,  also  N  der  unendlichfeme  Punkt 
sein.  Man  kann  also  jetzt  allgemein  zu  drei  beliebigen  Punkten 
einer  Geraden  den  vierten  harmonischen  Punkt  finden.  Auch 
gilt  jetzt  der  Satz  allgemein,  dafs  vier  harmonische  Strahlen  von 
einer  in  ihrer  Ebene  gelegenen  Geraden  in  vier  harmonischen 
Punkten  geschnitten  wird.  Ist  nämlich  die  Transversale  einem 
der  vier  Strahlen  parallel,  so  trifit  sie  diesen  in  ihrem  unendlich- 
fernen Punkte;  zugleich  wird  aber  der  zugeordnete  Strahl  durch 
die  Mitte  der  von  den  beiden  andern  Strahlen  auf  der  Transver- 
salen begrenzten  Strecke  gehen. 

3.  Ebenso  giebt  es,  wenn  A,  B,  C  drei  eigentliche  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  sind,  keinen  eigentlichen  Punkt  D,  für 
den  das  Doppelverhältnis  gleich  —  AG :  CB  wird.  Da  aber  das 
Schnittverhältnis  AD :  DB  =  —  1  wird,  falls  D  in  den  unendlich- 
fernen Punkt  fallt,  so  wird  für  diese  Wahl  des  Punktes  D  das 
Doppelverhältnis  (ABGD)  —  —  AG :  CB. 

Nachdem  drei  eigentliche  von  einander  verschiedene  Punkte 
A,  B,  G  auf  einer  Geraden  gegeben  sind,  giebt  es  jetzt  stets  einen 
einzigen  Punkt  D,  für  den  das  Doppelverhältnis  (ABGD)  einen 
vorgeschriebenen  Wert  hat.  Das  Doppelverhältnis  nimmt  nur  den 
Wert  null   an,   wenn  D  mit  B  zusammenfällt;    es  kann  nur  OO 
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werden,  wenn  D  die  Lage  des  Punktes  A  erhält.  Fällt  D  auf  C, 
so  wird  es  gleich  eins.  Wenn  der  Punkt  D  seine  Lage  stetig 
ändert,  so  erleidet  auch  das  Doppelverhältnis  eine  stetige  Ände- 
rung; dasselbe  ist  auch  beim  Durchgange  durch  den  unendlich- 
fernen Punkt  der  Fall. 

Hiernach  gilt  der  Satz  allgemein,  dafs  irgend  vier  Strahlen 
«eines  Punktes  durch  jede  Gerade  der  Ebene  in  vier  Punkten  ge- 
schnitten wird,  deren  Doppelverhältnis  gleich  dem  der  vier  Strahlen 
-ist.  Wenn  nämlich  die  Transversale  dem  Strahle  d  parallel  ist, 
so  mufs  sein: 

sin  (ac) .  ^^    ^^^  (^^^ C  B 

smTädj  ~  -  ÖC'  slrTÖJb)  ~  "^  ÖC' 

also 

,  ,    ,,  AC      AC     AD 

(abcd) CB~CB  •  DB' 

wofern  D  der  unendlichferne  Punkt  der  Geraden  AB  ist. 


4.  Ist  der  Punkt  A  ein  eigentlicher,  der  Punkt  B  der  un- 
«eigentliche  Punkt  der  Geraden  g,  so  können  wir  den  Begriff  des 
Schnittverhältnisses  auf  die  Teilung  der  Strecke  AB  nicht  an- 
wenden.   Ist  nämlich  C  ein  eigentlicher  Punkt  dieser  Geraden, 

AC 

so  hat  das  Verhältnis  ^^  ^^^^  ^^"  Wert  null.     Dagegen  bleibt 

die  Bedeutung  des  Doppelverhältnisses  ungeändert.    Sind  nämlich 
C  und  D  wieder  zwei  eigentliche  Punkte,  so  ist 

(xnrn\     !^     ^^      ^     ^      ^ 
(ABUu;  — ^g  •  DB~AD  •  DB~AD' 

weil  B,  wie  wir  angenommen  haben,  der  unendlichferne  Punkt  ist. 
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Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  durchgeführte  Kon- 
struktion überzeugt  uns  (bei  Vertauschung  der  Buchstaben  D 
und  B),  dafs  die  vier  Strahlen,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  nach  den  Punkten  A,  B,  C,  D  gezogen  werden  können, 
dasselbe  Doppelverhältnis  haben,  wie  die  Punkte  selbst. 

5.  Liegen  vier  Punkte  auf  der  unendlichfemen  Geraden,  so 
kann  man  durch  jeden  Punkt  ein  Quadrupel  von  Geraden  nach 
ihnen  ziehen.  Alle  solche  Quadrupel  haben  dasselbe  Doppeiver- 
hältnis,  weil  die  Winkel  wegen  des  Parallelismus  der  Schenkel 
einander  gleich  sind. 

6.  Da  alle  unter  einander  parallelen  Geraden  durch  denselben 
unendlichfernen  Punkt  gehen,  so  müssen  wir  die  Gesamtheit  der 
Geraden,  die  einer  festen  Richtung  parallel  sind,  als  einen  Büschel 
ansehen,  dessen  Scheitel  im  Unendlichfernen  liegt.  Auch  hier 
bestimmen  vier  Gerade  ein  festes  Doppelverhältnis.  Werden 
nämlich  vier  parallele  Geraden  durch  eine  Transversale  in  den 
Punkten  Ai,  Ag,  As,  A4  und  von  einer  zweiten  in  den  Punkten 
Bi,  B2,  B3,  B4  geschnitten,  so  verhält  sich 

Ai  A3       Bi  Bs    Ai  A4       Bi  B4 
A3A2       B3D2    A4A2       6462 
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also  ist  auch 

AiA,  ,  A1A4  ^  B1B3  .  B^B4 

As  As      A4A2       B9B2      B4B2 
oder  (AiAjAsAi)  — (BiBiBjB^). 

Dieser  Satz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  eine  der  vier  paral- 
lelen Geraden,  etwa  die  Gerade  4,  durch  die  unendlichferne  Gerade 
ersetzt  wird,  weil  dann 

A.  A4  _  B,  B4  _  _ 
A4A,      B4B,  '■ 

Übungen : 

1)  Man  gebe  die  Sätze  für  das  vollständige  Viereck  an,  wenn 
einer  oder  zwei  seiner  Eck-  oder  seiner  Diagonalpunkte  ins  Un- 
endlichferne fallen. 

2)  Man  lasse  eine  Seite  oder  eine  Diagonale  des  voUständig/en 
Vierseits  mit  der  unendlichfernen  Geraden  zusammenfallen. 

§  10. 
Die  Koordinaten  der  unendlichfernen  Punkte. 

1.  Da  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  für  jeden  Punkt  sich 
in  §  0  als  Doppelverhältnisse  dargestellt  haben  und  diese  nach 
§  9  auch  für  unendlichferne  Punkte  angegeben  werden  können, 
so  lassen  sich  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  auch  für  unend- 
lichferne Punkte  bestimmen.  Um  die  Verhältnisse  Xi  :  x«  :  X3 
für  den  unendlichfernen  Punkt  der  Geraden  MN  zu  erhalten,  ziehen 
wir  durch  die  Eckpunkte  Oi,  O2,  O3  des  Koordinatendreiecks 
zu  MN  die-  Parallelen  OiF|,  O2F2,  OsFs  (vgl.  die  Figur  der 
folgenden  Seite);  dann  ist  der  Bruch  Xi  rxg  gleich  dem  Doppel- 
verhältnis der  vier  Strahlen  OsO»,  OsOi,  O^Fs  und  O3E;  ebenso 
ist  xs  :  xi  =—  {Oi  :  OiOsFgE)  und  xj  :  X3  ==  (Oi  :  ÜjO^FiE). 

2.  Diese  drei  Verhältnisse  können  jedoch  nur  dann  als  Ersatz 
für  die  Koordinaten  dienen,  wenn  ihr  Produkt  gleich  eins  ist. 
Setzt  man 

X$  Xi  X2 

so  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

X^v  =—  1. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Beziehung  nachzuweisen,  bezeichnen 
wir  den  Winkel,  welchen  die  Seite  OiO*  mit  0|E  bildet,  durch 


58 


$  10.     Die  Koordinaten  der  unendlich  fernen  Punkte. 


s> 


«12,  entsprechend  den  Winkel  zwischen  OiO^  und  OiE  mit  ai 
und  fuhren  in  gleicher  Weise  die  Winkel  a«i,  a^s,  «si,  «sj  ein. 
Ebenso  soll  der  Winkel  zwischen  OiOf  und  0|Fi  mit  ft»,  der 
Winkel  (OiOs,  OiFO  durch  ßi^,  der  Winkel  (O.Oa,  O^F,)  durch 
j328  u.  s!  w.  bezeichnet  werden,  wo  OiFi  ||  O^F^  ||  OjFs  1  MN 
ist.  Indem  wir  vom  Punkte  E  die  Senkrechten  auf  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  O1O2O3  fällen,  erkennen  wir,  dafs 

sinai2      sin  ass      sinaai 


smai3      smasi      smasx 


=  1  ist. 


y 


Wegen  des  Parallelismus  der  drei  Geraden  AiF|,  AgFg  und 


A«Fji  ist  aber 


Nun  ist 


sinji^is  '  sini!^2i   '  sin/Sg, 


sinß^^  '  sin  ttj/  ^       sin  j^^g 


V 


sin  ß 


82 


sin  a 


82 


1. 


sm  a 


sin  a 


21, 


88 


sin  1^8  1  '  sin  «31 
Daraus  folgt  in  der  That,  dafs  das  Produkt  Zfiv^l  ist. 


$  10.     Die  Koordinaten  der  unendlichfemen  Punkte.  59 

3.  Wir  weisen  jetzt  nach,  dafs  jeder  Punkt  durch  die  Ver- 
hältnisse der  Koordinaten  eindeutig  bestimmt  ist.  Zu  dem  Ende 
beachten  wir,  dafs  jeder  homogenen  linearen  Gleichung,  in  der 
nur  zwei  von  den  drei  Variabein  X|,  x^,  Xs  vorkommen,  eine 
eigentliche  gerade  Linie  entspricht.  Wir  ersetzen  demnach  in  der 
Gleichung  xj  =  xx^  die  Koordinaten  x«  und  xs  durch  ihre  Werte 
fi^Pi  und  ^aPs.     Dadurch  geht  die  Gleichung  über  in 

P3  :  P»  =  xfi2  :  ^8. 

Diese  Gleichung  stellt  den  geometrischen  Ort  des  Punktes 
dar,  dessen  Abstände  von  den  Geraden  0|  Oj  und  Oi  O3  in  dem 
gegebenen  Verhältnisse  x/i^  :  [a^  stehen;  dieser  Ort  besteht  in 
einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Punkt  Oi  geht  und  leicht 
konstruiert  werden  kann.  In  ähnlicher  Weise  finden  wir  die 
geraden  Linien  xs«a>lxi   und  X|  =/t/Xa. 

Soll  jetzt  sein: 

(1)     X,  :  Xa  :  X3  =  kj  :  k<  :  ks, 
so  konstruiere  man  die  geraden  Linien: 

(2)     X2  :  X3  =«  kg  :  ks  und  X5  :  Xi  =«  k»  :  k, . 

Wenn  diese  nicht  parallel  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der 
gesuchte  Punkt.     Da  dieser  auch  in  der  geraden  Linie 

(3)     X|  :  Xj  «B  kl  :  kg 

liegt,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  beiden  Linien  wir  zu  seiner 
Konstruktion  benutzen. 

Sind  aber  die  beiden  Geraden  (2)  parallel,  so  gehört  zu  den 
Verhältnissen  (1)  der  unendlichferne  Schnittpunkt  dieser  Linien. 
Dann  geht  schon  aus  2  hervor,  dafs  auch  die  Gerade  (3)  zu  den 
Geraden  (2)  parallel  ist.  Wir  können  uns  davon  aber  auch  in 
folgender  Weise  überzeugen.  Angenommen,  die  Gerade  (3)  schnitte 
die  zweite  Gerade  (2)  in  einem  eigentlichen  Punkte,  so  gälten 
für  den  Schnittpunkt  die  Beziehungen  (1);  der  Punkt  läge  also 
auch  auf  der  ersten  Geraden  (2).  Die  beiden  Geraden  wären 
somit  nicht  parallel,  was  wir  doch  angenommen  haben. 

4.  Der  durch  die  Verhältnisse  (l)  bestimmte  Punkt  wird 
dann  (und  nur  dann)  ein  uneigentlicher  Punkt,  wenn  die  Gleichung 
besteht  (§  5,  5  S.  28): 

(4)     !^i  +  !^  +  !L3«,o. 

C,      '     Cj  Cj 
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Im  andern  Falle,  wo  die  linke  Seite  von  (4)  einen  von  null 

verschiedenen  Wert  a>  hat,   erhält  man  für  die  Koordinaten  die 

Werte:  ki  kg  ks 

Xi ,  Xi  =  — ,  Xj  =«»     ; 

Cö  CD  CO 

man  findet  also  einen  eigentlichen  Punkt. 

Zu  demselben  Ergebnisse  fuhrt  auch  die  folgende  Erwägung. 
Sind  (xi',  Xa',  X3')  und  (x/',  Xg",  xs")  zwei  eigentliche  Punkte,  so 
verhalten  sich  die  Koordinaten  desjenigen  Punktes,  in  welchem 
die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  nach  dem  Verhältnisse  q  geteilt 
wird,  wie 

xi'  +  Qxi  :  xj'  +  QX2' :  Xs'  +  CX»". 

Diese  Verhältnisse  fuhren  nach  §  J>,  2  auf  den  unendlich- 
fernen Punkt  der  Geraden,  wenn  q  =  —  1  ist.  Da  aber  die  beiden 
gegebenen  Punkte  eigentliche  Punkte  sind,  so  gelten  die  Glei- 
chungen : 

f  I  •  •/  it  1/ 

?*-  _|-  5L  ^  ?i3    =  j^    ^Jl_  _|.  ^  ^  ?»_  «,    1. 
C|  C2  C3  Ci  Cg  C3 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

Xi    — Xj  X2    —  X2       1    Xs    —  X3     _^  ^ 

Ci  Cj  C3 

was  mit  der  Gleichung  (4)  übereinstimmt. 

5.  Um  von  jetzt  an  die  eigentlichen  und  die  uneigentlichen 
Punkte  in  der  analytischen  Behandlung  nicht  zu  unterscheiden, 
ist  es  angebracht,  alle  Punkte  durch  die  Verhältnisse  der  Koordi- 
naten  zu  bestimmen.  Wir  verstehen  also  jetzt  unter  dem  Punkte 
(^r,  X2',  Xs')  denjenigen  Punkt,  dessen  Koordinaten  sich  wie  die 
Gröfsen  xi'  :  xj'  :  X3'  verhalten;  durch  die  beiden  Tripel  Xi',  Xj', 
X3'  und  pxi',  QXi\  PX3'  soll  für  irgend  einen  von  null  verschie- 
denen Wert  Q  derselbe  Punkt  dargestellt  werden.  Dann  dürfen 
wir  aber  auch  bei  der  analytischen  Behandlung  nur  solche  Glei- 
chungen benutzen,  welche  sich  nicht  ändern,  wenn  wir  die  drei 
Gröfsen  Xi,  x^,  xs  mit  einer  beliebigen  Zahl  multiplizieren;  mit 
andern  Worten,  alle  unsere  Gleichungen  müssen  homogen  sein. 

Die  Bedingung  (4),  welche  erfüllt  sein  mufs,  wenn  der  durch 
die  Gleichungen  (1)  bestimmte  Punkt  ein  uneigentlicher  Punkt 
sein  soll,  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an: 

(5)    ^  +  ^  +  ^  =  0. 

C|  Ci  C3 
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Diese  Gleichung  stellt  die  Gesamtheit  der  unendlichfernen 
Punkte,  die  uncndlichfeme  Gerade  dar. 

6.  Wir  haben  früher  gesehen,  dafs  die  Gleichung  einer  jeden 
geraden  Linie  die  Form  hat: 

(6)  a,x,  +  a^xj  +  ajXa  =  0; 
wir  haben  aber  noch  nicht  gezeigt,  dafs  umgekehrt  jede  Gleichung 
von  dieser  Form   eine  Gerade  darstellt.     Nun  haben  wir  soeben 
gesehen,  dafs  diese  Gleichung  der  unendlichfernen  Geraden  an- 
gehört, wenn  sich  verhält  ai  :  a»  :  a»  =»—:  —  :   -• 

Ci         Cj         Cs 

In  allen  andern  Fällen  giebt  es  nur  ein  Wertsystem  xi  :  xg  :  xj, 
welches  den  beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  genügt,  nämlich 

Alle  andern  Werte,  welche  der  Gleichung  (6)  genügen,  stellen 
eigentliche  Punkte  dar;  unter  anderm  kann  man  auf  mindestens 
2wei  Seiten  des  Koordinatendreiecks  einen  Punkt  bestimmen, 
dessen  Koordinaten  die  Gleichung  (6)  befriedigen;  die  Gleichung 
führt  also  auf  eine  eigentliche  gerade  Linie. 

Da  die  Gleichung  (6)  eine  einzige  gerade  Linie  bestimmt, 
so  entspricht  auch  einem  jeden  Verhältnisse  der  Koordinaten  Uj, 
Ut,  U3  eine  einzige  Gerade.  Wir  werden  daher  auch  bei  den 
Koordinaten  der  geraden  Linie  von  den  Werten  selbst  absehen 
und  nur  die  Verhältnisse  berücksichtigen.  Dann  müssen  wir  aber 
auch  bei  Anwendung  von  Linienkoordinaten  nur  solche  Gleichungen 
benutzen,  die  in  den  Gröfsen  Ui,  Ug,  Us  homogen  sind. 

7.  Um  die  Koordinaten  Xi,  Xf,  X3  zu  erhalten,  haben  wir  in 
§  5  die  früher  eingeführten  Senkrechten  pi,  p«,  ps  mit  festen 
Koefficienten  ^i,  fit,  fiz  multipliziert.  Nachdem  wir  jetzt  gesehen 
haben,  dafs  einerseits  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  zur  Be- 
stimmung eines  jeden  Punktes  genügen,  andererseits  für  die  un- 
eigentlichen Punkte  nur  diese  Verhältnisse,  aber  nicht  die  absoluten 
Werte  der  Koordinaten  gefunden  werden  können,  haben  wir  die 
Gröfsen  Xi,  x«,  X3  noch  mit  einer  ganz  willkürlichen  und  daher 
auch  veränderlichen  Gröfse  q  multipliziert.  Indem  wir  dies  thun, 
ersetzen   wir  bei  beliebigem  Werte  von  q  die  früher  benutzten 

Koefficienten  fi,,  /i^y  fi^  durch  — »  —  >  --.     Demnach  können 
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wir  auch  festsetzen,  die  Koefficienten  //j,  /tii,  //$  sollten  ganz  be- 
liebig sein  und  nur  in  einem  festen  Verhältnisse  stehen. 

In  gleicher  Weise  dürfen  wir  festsetzen,  dafs  die  Koefficienten 
^i>  »'jjj  ^9  7  niit  denen  die  Senkrechten  r,,  r^,  rs  multipliziert 
werden,  um  die  Koordinaten  Ui,  u^,  u«  zu  erhalten,  nur  unver- 
änderliche Verhältnisse  besitzen  und  den  Gleichungen  genügen 
sollen  :  ^i^^ihj  =  li^^ihf  =  (i^vsh^- 

Bei  diesen  Festsetzungen  dürfen  wir  bei  unsern  Untersuchungen 
nur  homogene  Gleichungen  benutzen;  daher  nennen  wir  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Koordinaten  selbst  homogene  Koordi- 
naten. 

Übungen : 

1)  Der  Einheitspunkt  falle  mit  dem  Schwerpunkt  des  Koordi- 
natendreiecks zusammen;  man  konstruiere  die  Punkte  (1,  0,  0), 
(1,  1,  0),  (1,  - 1,  0),  (1,  1,  -  1),  (1,  1,  2),  (1,  2,  3),  (1,  2,  -3), 
(-1,  2,  3^ 

2)  Zu  den  in  1)  angegebenen  Koordinatenverhältnissen  suche 
man  die  entsprechenden  Punkte,  falls  der  Mittelpunkt  des  innern 
Berührungskreises  der  Einheitspunkt  ist;  aufserdem  gebe  man  die 
Lage  folgender  Punkte  an:  (h,,  h^,  hj),  (hi,h2,  —  2h3),  (hi,  hj,  0), 
wo  hl,  hg,  h3  die  Höhen  des  Koordinatendreiecks  sind. 

3)  Bei  beliebiger  Wahl  des  Koordinatendreiecks  und  des  Ein- 
heitspunktes konstruiere  man  die  in  1)  angegebenen  Punkte. 

4)  Indem  man  die  Einheitslinie  mit  der  unendlichfernen 
Geraden  zusammenfallen  läfst,  bestimme  man  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  a)  der  Mittellinien  des  Koordinatendreiecks,  b)  der- 
jenigen Geraden,  durch  die  zwei  Seiten  dieses  Dreiecks  halbiert 
werden,  c)  derjenigen  Linien,  welche  durch  je  einen  Eckpunkt 
parallel  zu  einer  von  einem  andern  Eckpunkte  ausgehenden  Mittel- 
linie gezogen  werden. 

§  11. 
Koordinatendreiecke  mit  unendlichfernen  Eckpunkten. 

1.  Wir  haben  bisher  angenommen,  die  drei  Eckpunkte  des 
Koordinatendreiecks  seien  eigentliche  Punkte.  Auch  von  dieser 
Annahme  können  wir  uns  unabhängig  machen.  Setzen  wir  z.  B. 
voraus,  der  Eckpunkt  O3  sei  ein  unendlichferner  Punkt,  nämlich 
der  gemeinschaftliche  Punkt  der  beiden  Parallelen  OiX  und  O^Y, 
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so  behalten  die  Senkrechten  pi,  p2,  ps  auf  die  drei  Axen  für 
jeden  eigentlichen  Punkt  endliche  Werte.  Wir  können  daher  die 
Koordinaten  Xi,  X2,  X3  durch  Multiplikation  mit  den  Koefficienten 
M\>  /*«>  l^s  einführen.  Auch  lassen  sich  jetzt  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  leicht  finden,  sobald  aufser  den  Eckpunkten  des 
Koordinatendreiecks  der  Enheitspunkt  gegeben  ist.  Der  Leser 
wird  sich  diese  Beziehungen  mit  Hilfe  der  nebenstehenden  Figur, 
worin  der  Punkt  E  eine 
ganz  beliebige  Lage  hat, 
selbst  klar  machen. 

Es  ist  jedoch  vor- 
teilhafter, dem  Einheits- 
punkte E  eine  bestimmte 
Lage  zu  geben.  Zu  dem 
Ende  tragen  wir  auf 
dem  negativenTeile  von 
OiX  und  OiY  je  eine 
Strecke  Ol  Ejj  undO<E, 
gleich  der  Längenein- 
heit ab  und  nehmen  den 
Schnittpunkt  E  der  Ge- 
raden Ol  El  und  OgEg 
zum  Einheitspunkte. 
Wenn  dann  noch  O^Y 
von  OiP  in  P|,  OiX  von  O^P  in  P^  geschnitten  wird,  so  ist; 

^ (r\  o  p  p  \  __  ^3_i  .  _  8^ ^s"«  .  "2^1 J- 

xs~^  »^  »  »^    p,o,  •  e;ö,~ö3e/e;oi~    ö;p,' 
^  »  *^^^~Piö,  •  EjO,  ~  o,e;e;o\  ~    o,?/ 

da  einerseits  der  Punkt  O3  der  unendlichferne  Schnittpunkt  der 
Geraden  O^X  und  OgY,  andererseits  OiE^  =  O3E1  =■  —  1  ist. 
Demnach  kann  man  die  Lage  eines  jeden  Punktes  P  durch  die 
negativen  reciproken  Abschnitte  bestimmen,  welche  die  Geraden 
OjP  und  OiP  auf  den  Axen  OjX  und  OjY  abschneiden. 

2.  Bei  der  eben  getroffenen  Wahl  des  Einheitspunktes  ist 
die  Einheitsgerade  zu  OiO«  parallel  und  trifit  OiX  in  E^y  OjY 
in  El  so,  dafs  Oi^^  =  O^^i  =  +  1  ist.  Für  eine  Gerade,  welche 
0|X  in  A,  OjjY  in  7^,,  OiO^  in  A  schneidet,  ist 


Xs 
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Ui  :  Us 
Ui  :  u» 


(0,05r,J5;,) 
(0,0,A£,) 
(0|0,rs^a) 


OiTsrO^r,. 


Setzen  wir  jetzt  Ui  :  Uj  =  u,  u«  :  u»  «=  v,  so  stellen  diese 
Gröfsen  für  eine  nicht  zu  OiX  parallele  Gerade  die  von  ihr  auf 
den  beiden  Axen  0|X  und  O2Y  gebildeten  Abschnitte  dar.  Eine 
zu  OiX  parallele  Gerade  ist  durch  das  Verhältnis  u  :  v  bestimmt, 
und  dies  ist  gleich  dem  auf  der  Strecke  O1O2  erzeugten  Schnitt- 
verhältnisse. 

Dies  Koordinatensystem  ist  von  Schwering  zuerst  aufge- 
stellt und  in  seinem  Buche:  Theorie  und  Anwendung  der 
Linienkoordinaten  (Leipzig  1884)  benutzt. 

3.  Wir  legen  jetzt  die  beiden  Punkte  Oi  und  Oj  ins  Un- 
endlichferne. Dann  wird  zwar  die  Senkrechte  pg  unendlich,  aber 
die  Verhältnisse  der  Koordinaten  Xi,  x«,  Xs  bleiben  endlich.  Der 
Einfachheit  wegen  empfiehlt  es  sich,  den  Einheitspunkt  E  in  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  OiOsO^  so  zu  legen,  dafs  die  beiden 

von     E     ausgehenden 
y/fiiJ  Strecken  EEi  und  EE^, 

welche  je  einer  Axe 
parallel  sind  und  bis  zur 
andern  Axe  gehen,  die 
Länge  eins  haben.  Um 
das  Verhältnis  X2  :  xj 
zu  bestimmen,  ziehen 
wir  PP,  II  0,0,  bis 
zum    Schnittpunkte  Pi 


^ 
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mit  OjOj.      Ebenso  liegt  P«   in  O1O5   und  PP»   ist  zu  OjOs 
parallel.     Dann  gelten  die  Gleichungen: 

X,  :  xs  -  (OsO.P.Ei)  -  OsPi  :  O3E1  =  OsP|, 
xi  :  xs  —  (OaOjPjE,)  —  0«P,  :  O5E«  =  OsP«. 

Setzt  man  x«  :  X3  »-  x,  Xi  :  X3  =-  y,  so  stellen  x  und  y  die 
Cartesischen  Koordinaten  dar,  welche  allgemein  bekannt  sind. 

Für  einen  uneigentlichen  Punkt  ist  xg  «» 0  und  der  Bruch 
Xi  :  X|  hat  einen  bestimmten  Wert.  Einen  unendlichfernen  Punkt 
bestimmt  man  demnach  durch  das  Verhältnis  x  :  y. 

4.  Der  Punkt  jb\,  in  welchem  die  Einheitsgerade  die  Axe 
OjOs  schneidet,  liegt  zu  Ei  in  Bezug  auf  die  Punkte  O^Os  har- 
monisch. Daher  ist  OsA'i  —  —  1.  Ebenso  ist  Oj^?»  —  —  1,  wenn 
die  Axe  OsOi  in  E^  von  der  Einheitsgeraden  getroflfen  wird. 
Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Axen  OjOs  und  OiOs  in 
den  Punkten  T,   und  A>  so  ist 

u!  -(020s/\£,)-Ö3r|  — Q-jp^' 


3 


u 


"8  ^8'  2 


1 


Setzt  man  u  =  —  u«  :  Ug,  v  =  —  Ui  :  U3,  so  stellen  u  und 
V  die  reciproken  Abschnitte  dar,  welche  durch  die  Gerade  auf 
den  Axen  vom  Anfangspunkte  Os  aus  gebildet  werden.  Es  sind 
dies  die  Plückerschen  Koordinaten  einer  geraden  Linie. 

Kllllof ,  liehrbnah  der  analyt.  Geometrie.    I.  5 
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5.  Unter  der  speciellen  Annahme,  dafs  die  Axen  OsO«  und 
O3O1  auf  einander  senkrecht  stehen,  können  wir  den  Gröfsen 
Ui,  U2,  U3  eine  feste  geometrische  Bedeutung  geben.  Zu  dem 
Ende  denken  wir  die  Ebene  durch  die  Gerade  in  einen  positiven 
und  einen  negativen  Teil  zerlegt,  geben  der  von  Og  auf  die 
Gerade  gefällten  Senkrechten  q  das  positive  oder  negative  Zeichen^ 
jcnachdem  O3  im  positiven  oder  negativen  Teile  liegt,  und  be- 
zeichnen mit  8  den  Winkel,  welchen  die  nach  dem  positiven 
Teile  sich  erstreckende  Richtung  der  Senkrechten  mit  der  posi- 
tiven Axe  O3O2  bildet.     Alsdann  ist: 

Uj 1  cos  e    Uj  1  sin  f 

Demnach  dürfen  wir  u^  =sin  €,  u,  =acos  f,  u^  =q  setzen. 
Dabei  ist  uf-|-u|  =  l.  Diese  Gröfsen  sind  die  Koefficienten  in 
der  Hesseschen  Normalform  einer  geraden  Linie;  sie  sollen  aus 
diesem  Grunde  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  Geraden 
heifsen.  Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  zwar  bei  weitem  nicht 
so  schön  und  einfach,  wie  derjenigen  Bestimmungsgröfsen,  welche 
wir  in  2.  aufgestellt  haben.  Dieser  Mangel  wird  aber  reichlich 
aufgewogen  durch  den  Umstand,  dafs  es  die  einzigen  Linien- 
koordinaten sind,  welche  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  den 
Cartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  zugeordnet  sind. 

Übungen : 

1)  Man  stelle  die  Gleichung  eines  Kreises  in  Schweringschen 
Koordinaten  dar,  wenn  die  Punkte  Ox  und  Oj  Endpunkte  eines 
Durchmessers  und  die  Axen  OiX  und  O2Y  Tangenten  sind. 

2)  Wie  transformiert  man  die  Hesseschen  Koordinaten 

a)  bei  Parallelverschiebung  der  Axen, 

b)  bei  Drehung  um  den  Anfangspunkt, 

c)  bei  gleichzeitiger  Veränderung  des  Anfangspunktes  und 
der  Richtung  der  Axen? 

8j  Was  bedeutet  der  Ausdruck 

ux  +  vy  +  w, 

wenn  x,  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes,  u,  v% 
w  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  Geraden  sind,  beide  bezogen 
auf  dieselben  Axen? 
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4)  Die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  (a,  b) 
und  dem  Radius  r  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

au  +  bv  +  "w  =f  ±  r. 
Man  leite  aus  dieser  Gleichung  Eigenschaften  des  Kreises  her. 
(Zum  Vergleiche  beachte  man  §  29.) 

5)  Man  leite  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  in  Hesseschen 
Koordinaten 

a'u^  +  b'v*'  — w* 
folgende  Sätze  her: 

a)  Das  Produkt  der  von  den  Brennpunkten  auf  eine  Tan- 
gente gefällten  Senkrechten  ist  gleich  b*. 

b)  Die  Fufspunkte  der  von  den  Brennpunkten  auf  die 
Tangenten  gefällten  Senkrechten  liegen  auf  einem  Kreise, 
der  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a 
beschrieben  wird. 

c)  Die  Tangenten  dieser  Kurve  sind  die  Mittelsenkrechten 
zu  einem  Brennpunkte  und  den  Punkten  des  um  den 
andern  Brennpunkt  mit  dem  Radius  2a  beschriebenen 
Kreises. 

6)  Wie  ändern  sich  diese  Sätze  für  die  Hyperbel: 

a*u«  — b«v«  =  w«? 

7)  Entsprechende  Sätze  leite  man  für  die  Parabel  aus  der 
Gleichung  her: 

2uw  +  pv*  =  0. 

Anhang. 

Die  Methode  der  analytischen  Geometrie  kommt  darauf  hinaus, 
die  vorausgesetzten  Eigenschaften  einer  Figur  durch  Formeln 
zwischen  Koordinaten  darzustellen,  mit  diesen  Formeln  Umgestal- 
tungen vorzunehmen  und  so  neue  Formeln  herzuleiten,  welche 
den  analytischen  Ausdruck  für  weitere  Eigenschaften  der  Figur 
bilden.  Wenn  sich  die  vorausgesetzten  Eigenschaften  durch  unsere 
allgemeinen  homogenen  Koordinaten  darstellen  lassen,  so  stellt 
sich  neben  dasjenige  Formelsystem,  durch  welches  die  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  ausgedrückt  werden,  ein  zweites  System, 
welches  aus  dem  gegebenen  durch  Vertauschung  der  Punkt-  und 
der  Linienkoordinaten  erhalten  wird.  Die  Rechnung  mit  beiden 
Arten  von  Koordinaten  kann  aber  ganz  gteichmäfsig  durchgeführt 


68  §  11.    Koordinatendreiecke  mit  unendlichfernen  Eckpunkten. 

werden;  man  darf  daher  auch  in  dem  Schlufsresultat  Punkt-  und 
Linienkoordinaten  vertauschen.  Wenn  z.  B.  sowohl  in  den  auf- 
gestellten wie  in  den  hergeleiteten  Formeln  nur  Punktkoordinaten 
vorkommen,  so  kann  man  zunächst  in  den  vorausgesetzten  Glei- 
chungen die  Koordinaten  (x)  durch  die  Koordinaten  (u)  ersetzen, 
mit  diesen  genau  dieselben  Umgestaltungen  vornehmen  und  die 
daraus  hergeleiteten  Gleichungen  zwischen  Linienkoordinaten  geo- 
metrisch deuten.  In  der  zuerst  durchgeführten  Untersuchung 
schliefst  man  aus  einer  vorausgesetzten  Beziehung  zwischen  Punkten 
auf  weitere  Eigenschaften  desselben  Systems  von  Punkten.  Bei 
der  Benutzung  von  Linienkoordinaten  setzt  man  für  ein  System 
von  Linien  gewisse  Eigenschaften  voraus  und  folgert  daraus  neue 
Eigenschaften  für  dasselbe  System. 

Beim  vollständigen  Vierseit  stellt  sich  die  Verbindungslinie 
eines  Eckpunktes  mit  dem  Schnittpunkte  der  beiden  nicht  zuge- 
hörigen Diagonalen  in  einer  Form  dar,  aus  der  sich  eine  merk- 
würdige Lage  dieser  Linie  zu  andern  Geraden  des  Vierseits  ergiebt. 
Indem  wir  hier  überall  die  Punkt-  durch  Linienkoordinaten  er- 
setzen, erhalten  wir  den  Satz  über  das  vollständige  Viereck. 

Auch  w^enn  in  einer  mathematischen  Entwicklung  gleichzeitig 
Punkt-  und  Liuienkoordinaten  benutzt  werden,  kann  man  überall 
diese  beiden  Arten  mit  einander  vertauschen;  wenn  dann  nicht 
bereits  in  den  ursprünglichen  Formeln  die  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten gleichmäfsig  vorkommen,  so  führt  die  Vertauschung 
einen  neuen  Satz  herbei.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
kann  man  jedem  Satze  aus  der  Geometrie  der  Ebene  einen  zweiten 
Satz  an  die  Seite  stellen,  der  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  Punkt  und  Gerade  erhalten  wird;  man  nennt  dies  Princip 
das  der  Dualität. 

Die  angegebene  Methode  läfst  sich  nicht  anwenden,  sofern 
in  der  Untersuchung  ein  Unterschied  zwischen  eigentlichen  und 
uneigentlichen  Gebilden  gemacht  wird.  Das  geht  schon  aus  dem 
Grunde  nicht,  weil  es  in  der  Ebene  unendlich  viele  uneigentliche 
Punkte,  aber  nur  eine  einzige  uneigentliche  Gerade  giebt.  Dem- 
entsprechend unterscheidet  man  in  der  Geometrie  der  Ebene 
zweierlei  Arten  von  Untersuchungen: 

a)  solche,  bei  denen  die  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden 
von  den  übrigen  Punkten  niclit  unterschieden  werden. 
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b)  solche,  bei  denen  die  eigentlichen  und  uneigentlichen 
Gebilde  von  einander  getrennt  werden. 

Für  Untersuchungen  der  ersten  Art  können  wir  unsere  Ent- 
wicklung einzig  auf  die  Verhältnisse  x^ :  Xg :  Xg  und  u^  :  Ug :  Ug 
stutzen,  indem  wir  ein  ganz  beliebiges  Koordinatendreieck  be- 
nutzen. Alle  Sätze,  welche  wir  hierbei  erhalten,  weisen  wür  der 
projektiven  Geometrie  oder  der  Geometrie  der  Lage  zu. 
Jedem  Lehrsatze,  der  diesem  Bereiche  angehört,  können  wir  einen 
zweiten  zuordnen,  der  sich  von  jenem  dadurch  unterscheidet,  dafs 
überall  Punkte  und  gerade  Linien  mit  einander  vertauscht  werden. 
Mit  andern  Worten:  Auf  dem  Gebiete  der  projektiven 
Geometrie  gilt  das  Princip  der  Dualität  ausnahmslos. 

Bei  den  Untersuchungen  der  zweiten  Art  unterscheiden  wir 
zunächst  die  eigentlichen  von  den  uneigentlichen  Gebilden;  wir 
ziehen  aber  auch  solche  Eigenschaften  der  eigentlichen  Gebilde 
in  Betracht,  welche  auf  uneigentliche  Gebilde  nicht  übertragen 
werden  können.  Dahin  gehören  u.  a.  der  Abstand  zweier  Punkte 
und  der  Winkel  zweier  geraden  Linien.  Alle  Sätze,  bei  denen 
das  geschieht,  weisen  wir  der  Geometrie  des  Mafses  oder 
der  metrischen  Geometrie  zu.  Auch  auf  diesem  Gebiete  spielt 
die  Dualität  eine  wichtige  Rolle,  aber  sie  liefert  uns  kein  Princip 
mehr,  durch  das  jeder  Satz  unmittelbar  übertragen  werden  kann. 

§  12. 
Die  Kurven  zweiter  Ordnung. 

l.  Nachdem  wir  erkannt  haben,  dafs  jede  Gleichung,  welche 
in  Punktkoordinaten  homogen  vom  ersten  Grade  ist,  eine  gerade 
Linie  darstellt,  gehen  wir  jetzt  dazu  über,  diejenigen  Linien  zu 
untersuchen,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten 
Grades  in  den  Koordinaten  x^,  x^,  Xg  dargestellt  werden.  Die 
allgemeinste  Gleichung  dieser  Art  ist: 

(1)  ajixf +  a2gx|  +  a88x|  +  2^^^x^x^  4-  ^a^gX^x., 

+  2a,3X2X8  =  0. 

Indem  wir  festsetzen,  dafs 

sein  soll,  können   wir  diese  Gleichung  auch  in  folgender  Form 
schreiben : 
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I     ^3   (^81^1     i     ^82^2  "T  ^88^3)  *"  ^> 

oder  auch: 

^^  • 

^1  ^^ix  ^x  +  ^2  '^^2;f  ^x  +  ^8  ^^8x  ^;r  *"  ^> 

(x-1,  2,  3) 
wofür  wir  endlich  kurz  schreiben  können: 

(2)    üar^XiXx  ---0. 
(i,x  =  l,2,3) 
Wir  nennen  jede  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte 
Linie  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

2.  Ändern  wir  das  Koordinatensystem  um,  ersetzen  wir  also 
das  zu  Grunde  gelegte  Koordinatendreieck  durch  ein  anderes 
Dreieck  und  geben  wir  dem  Einheitspunkte  irgend  eine  andere 
Lage,  so  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  Koordinaten  x^,  x,,  x^ 
durch  homogene  lineare  Funktionen  von  drei  neuen  Gröfsen  yj, 
Yi»  Ys  zu  ersetzen;  wir  haben  demnach  die  Transforraations- 
Gleichungen : 

Xi==Ci,yi  +  Ci,y,  +  Ci3y8 

^2  "^  ^2X71  +  ^2272  I   ^2878 
^8  ^^  ^8  171  ^■  *'8  2y2  «   ^SsYs* 

Dadurch  geht  xf  über  in  (c^yi  +  c^^y,  +  Cigy«)«.  und 
das  Produkt  x^Xg  über  in 

(C2iyi  +  ^2272  +  ^2878)  (^8  171  +  C82y2  +  Cssy»); 

die  Gleichung  (l)  verwandelt  sich  also  in  eine  Gleichung  zwischen 
yi»  y2»  y8>  weiche  ebenfalls  homogen  vom  zweiten  Grade  ist. 
Somit  wird  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  für  jedes  System  homo- 
gener Punktkoordinaten  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten 
Grades  dargestellt, 

3.  Wie  wir  in  §  11,  3  gesehen  haben,  können  wir  zwei 
Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks  ins  Unendlichferne  legen  qnd 
dadurch  zu  den  Cartesischen  Koordinaten  gelangen.  Hierbei  bleibt, 
wie  war  soeben  gesehen  haben,  der  Grad  der  Gleichung  unge- 
ändert.  Daher  ist  auch  die  Gleichung  der  Kurve  in  Cartesischen, 
spcciell  in  rechtwinkligen  Koordinaten  vom  zweiten  Grade.  Die 
bekannten  Gleichungen  der  Kegelschnitte  (Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel) sind  aber  quadratisch;  somit  gehören  die  Kegelschnitte  zu 
den  Kurven  zweiter  Ordnung.  Der  Kürze  wegen  nennen  wir 
vielfach  alle  Kurven  zweiter  Ordnung  auch  Kegelschnitte. 
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4.  Soll  die  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellte  Kurve  durch 
den  Punkt  (x')  gehen,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

(3)  aj  jXj  Xj  +  ^«a^t  ^«  "r  ^ss^s  ^s   •   "a^  jX^  x^  -{-  2ai  j,x^  Xg' 

+  2a23X2'Xg  =0; 
die  aufgestellte  Forderung  führt  also  auf  eine  lineare  Gleichung 
zwischen  den  sechs  Koefficienten  der  Gleichung  (1).  Für  die 
Kurve  kommt  es  aber  nur  auf  das  Verhältnis  dieser  Koefficienten 
an.  Da  man  diese  finden  kann,  wenn  man  fünf  Gleichungen  von 
der  Form  (3)  kennt,  so  ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  im  all- 
gemeinen durch  fiinf  Punkte  bestimmt. 

5.  Um  dies  genauer  zu  übersehen,  stelle  man  die  Bedingungen 
dafür  auf,  dafs  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  die  fünf  Punkte 
(x^),  (x*),  (x*),  (x*),  (x*)  hindurchgeht.  (Hier  sind  die  obern 
Ziffern  keine  Exponenten,  sondern  blofse  Marken.)  Der  Glei- 
chung (3)  entsprechend  müssen  jetzt  die  Bedingungen  erfüllt  sein : 

I  III  "•      ••«.....    "T~  AA2«X«Xj  —  \J 

(4)    ai,xfx}-f -f-2a,,x5x|  =  0 

a||X|X-|  ^*    ........   "7"  ^aj«X2Xj  -«—  u 

a||X|X|  -f-    ........   -f-  2a23X2Xg  ^  0, 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  lassen  sich  die  Verhältnisse  der 

sechs  Gröfsen  a^^,  a^j»  ^ss»  ^^i2>  ^^i8>  ^^sa  berechnen.  Ich 
kann  die  Koefficienten,  mit  denen  diese  Gröfsen  in  den  Glei- 
chungen (4)  multipliziert  werden,  zu  der  Matrix  zusammenstellen: 

vlvl   v^vl   "Y 1 Y 1   yIyI   yIyI   yIyI 
A.jAj   AjA^g   *^83     1'*'2     1"^8   -^2  8 

X2 Y  3  V  2 V  2 

1   1     *      *      *      *      '       9  ft 


xjxf 
xjxj 


V  8  V  8 

Y^  Y^ 

•*'2*'8 

y5  y  5 
*2*8 


Aus  dieser  Matrix  kann  ich  jedesmal  eine  Vertikalreihe  weg- 
lassen und  die  übrigen  zu  einer  Determinante  vereinigen.  Da- 
durch gelange  ich  zu  den  Determinanten  /\p  ^j,  As»  A4» 
Aö»  Ae»  ^^  ^^  ^^^  Determinante  Ai  ^'^  erste,  in  A2  ^^^  zweite 
Vertikalreihe  fehlt  u.  s.  w.  Wie  die  Determinantentheorie  lehrt, 
verhalten  sich  die  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  wie  diese  De- 
terminanten mit  abwechselnden  Zeichen;  oder  es  ist: 

^11    •  ^22    •  ^8  8    •  ^^12    •  *^18    •   ^^2  3   "^^ 

Ai  ••  -  Ai  :  H-  A3  •  —  Ai  :  +  A5  •  —  Ag- 
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6.  Man  kann  auch  die  Gleichung  (1)  mit  den  flint  Glei- 
chungen (4)  zusammenstellen.  Dadurch  erhalten  wir  zwischen 
den  sechs  Gröfsen  a^^  .  .  .  .  äagg  sechs  homogene  lineare  Glei- 
chungen. Diese  sind  nur  mit  einander  vereinbar,  wenn  die  aus 
ihren  Koefficienten  gebildete  Determinante  verschwindet.  Daher 
kann  die  Gleichung  derjenigen  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  fünf  Punkte  hindurchgeht,  in  folgender  Form  dargestellt 
werden : 


0  = 


XjX^ 

x,x, 

^8^8 

XjXj 

XjXg 

XjXj, 

xjxj 

^3^8 

xfxf 

XjXg 

xfxf 

x|x| 

x*x* 

XgXg 

xfxf 

Y^i  Y^ 

7.  Mag  man  die  in  5.  angegebene  Methode  verfolgen  oder 
die  zuletzt  aufgestellte  Gleichung  zu  Grunde  legen,  beidemal  setzt 
man  voraus,  dafs  die  sechs  Determinanten  /\^,  A2>  •  •  •  As 
nicht  sämtlich  verschwinden.  Wenn  dieser  Ausnahmefall  eintritt, 
so  kommen  die  Gleichungen  (4)  auf  vier  Gleichungen  hinaus; 
durch  die  fünf  Punkte  gehen  in  diesem  Falle  unendlichviele  Kurven 
zweiter  Ordnung.  Dann  müssen  aber  auch,  wie  man  leicht  sieht, 
die  fünf  Punkte  eine  ganz  besondere  Lage  zu  einander  haben; 
demnach  gilt  der  Satz: 

Durch  fünf  Punkte  läfst  sich  im  allgemeinen  eine 
einzige  Kurve  zweiter  Ordnung  legen. 

Wir  sagen  auch,  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  sei  durch  fünt 
Punkte  bestimmt. 

8.  Die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Geraden  Xg  —  0 
werden  gefunden,  indem  man  in  der  Gleichung  (1)  Xg  =«  0  setzt. 
Dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  x^  :  Xj  die 
Gleichung : 


(5)    aiixf  +  äa^gX^Xj  +  a,jX 


0. 


Hier  sind  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens  können 
die  drei  Koefficienten  a^^,  a^,,  a,}  gleich  null  sein.  Alsdann 
wird  die  Gleichung  (1)  dadurch  befriedigt,  dafs  man  in  ihr  Xg^—O 
setzt;  jeder  Punkt  der  Geraden  Xg  —  0  gehört  also  der  Kurve  an. 
Zweitens  kann  die  Gleichung  (5)  zwei  verschiedene  reelle  Wurzeln 
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fiir  den  Quotienten  Xj :  x,  (oder  auch  für  Xg :  x^)  liefern;  in 
diesem  Falle  hat  die  Gerade  zwei  Punkte  mit  der  Kurve  gemein. 
Die  Gleichung  (5)  kann  aber  drittens  auch  zwei  gleiche  Wurzeln 
für  den  Quotienten  x,  :  x^  ergeben;  wir  sagen  in  diesem  Falle, 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  fielen  zusammen  und  die  Kurve 
werde  von  der  Geraden  berührt.  Endlich  kann  die  Gleichung  (5) 
zwei  imaginäre  Wurzeln  haben;  alsdann  kann  kein  Punkt  der 
Geraden  Xg  =  0  der  Kurve  angehören.  Wir  führen  jedoch  jetzt 
folgende  Bezeichnung  ein:  Wenn  die  Koordinaten  x^,  x,,  x^ 
komplexe  Verhältnisse  zu  einander  haben,  so  wollen  wir  sagen, 
sie  stellten  einen  imaginären  Punkt  dar.  Demnach  sagen  wir  in 
dem  Falle,  dafs  die  Gleichung  (5)  zwei  komplexe  Wurzeln  hat, 
die  Gerade  Xg-aO  schneide  die  Kurve  (1)  in  zwei  imaginären 
Punkten. 

9.  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  bleibt  die  Gleichung  (1) 
vom  zweiten  Grade,  wenn  wir  beliebige  andere  Dreieckskoordi- 
naten einführen.  Für  ein  anderes  Koordinatensystem  nimmt  daher 
die  Gleichung  (1)  die  Form  an:  ühtxyi  yx  ^=  0.  Setzt  man 
hierin  y3=»0,  so  bleibt  die  quadratische  Gleichung: 

•>iiyf-f- b^^y^y,  +  b,,y|  —  0. 

Daher  hat  auch  die  Gerade  y,  =  0,  falls  sie  nicht  etwa  ganz 
der  Kurve  angehört,  mit  ihr  zwei  reelle  oder  imaginäre  Punkte 
gemeinschaftlich.  Die  Gerade  y«  =■  0  kann  aber  willkürlich  ge- 
wählt werden;  es  gilt  somit  der  Satz: 

Jede  Gerade  hat  mit  einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
falls  sie  ihr  nicht  ganz  angehört,  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre oder  zusammenfallende  Punkte  gemeinschaftlich. 

10.  Diesen  Satz  kann  man  auch  auf  folgendem  Wege  be- 
weisen. Es  seien  (x')  und  (x')  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene; 
einen  beliebigen  Punkt  ihrer  Verbindungsgeraden  kann  man  durch 
die  Verhältnisse 

(6)    Xi'-J-cöXi",  X,  -fcöXj",  Xj'-f  ©Xg' 
darstellen.  Um  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  (1) 
zu  finden,  hat  man  fiur  xi,  x^,  xs  die  Werte  (6)  einzusetzen.  Nun  ist 
»1 1  (xi'  +  cox^y  =  a^ iö*x/'«  +  2ai  ^cox^' x,  +  a^  ^x^'* 

XgXjj     "T-Xj    Xgj-j-UggX^    Xg  . 
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Demnach  geht  die  Gleichung  (1)  durch  die  angegebene  Ein- 
setzung über  in: 

^^  1^1  iXi"*+a2  gXj"«  +  aj  3X3"«  4-  2ai  gx/'x/  +  ia^  jXi'^Xg* 
.  .    +2a>{ajjXiXj  -f-^^^x^x^  4"^8s^8^8  "r^i^v^i^j  "r^»  ^i  ) 

+  ai8(Xi'X3"  +  X3'Xi")  +  aj3  (Xj'X5''  +  X3'Xj")[ 
"Tl^ll^l      'T"^22^2      "r^88^8         I    *^1»^1    ^»    "T^^lS^l'^S 

+  2a,3X,'x3'}-0. 

Nachdem  die  Kurve  und  die  beiden  Punkte  gegeben  sind, 
ist  Q>  die  einzige  Unbekannte  in  dieser  Gleichung;  in  dieser  Un- 
bekannten ist  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade;  sie  führt  also 
auf  zwei  Schnittpunkte. 

11.  Man  sagt,  eine  ebene  Kurve  sei  von  der  nten  Ord- 
nung, wenn  die  Auffindung  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  be- 
liebigen geraden  Linie  auf  eine  Gleichung  nten  Grades  führt,  oder 
mit  andern  Worten,  wenn  sie  mit  einer  geraden  Linie  im  allge- 
gemeinen  n  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemeinschaftlich  hat. 
Indem  wir  diese  Definition  zu  Grunde  legen,  können  wir  leicht 
den  Satz  beweisen:  Wenn  eine  ebene  Kurve  sich  in  Dreiecks- 
koordinaten durch  eine  homogene  Gleichung  nten  Grades  dar- 
stellt, so  ist  sie  von  der  nten  Ordnung.  Es  sei  g>  (x^,  x,,  x^) 
eine  homogene  Funktion  nten  Grades  in  x^,  Xg,  x,;  um  den 
Schnitt  der  Geraden  Xg  ^=0  mit  der  Kurve  q>  (xj,  x,,  Xg)  =—  0 
zu  finden,  hat  man  in  der  letzten  Gleichung  Xg  =  0  zu  setzen. 
Dadurch  erhält  man  für  den  Quotienten  Xj  :  x^  eine  Gleichung 
nten  Grades;  die  Gerade  Xg  =«  0  hat  also  mit  der  Kurve  n  Schnitt- 
punkte. Bei  einer  beliebigen  Umwandlung  des  Koordinatensystems 
behält  die  Gleichung  der  Kurve  ihren  Grad  bei;  daher  hat  jede 
Gerade  mit  der  Kurve  n  Punkte  gemeinschaftlich. 

Übungen. 

1)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  der  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks mit  den  Kurven: 

a)  3xf  -f  2x1X2  —  x|  -f  Sx^Xg  +  4x»  —  0 

b)  3xf  +  lOx.x,  +  7x|  +  4xiXg  +  8x,Xg  +  xj  =  0 

c)  xf  +  x|  —  6x^X3  —  lOxjXg  +  yx|  =  0 

d)  2xf  —5xiXg—3x|+ 9x1X3  —  13x,Xg  -f  10x2  =  0. 
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2)  Man  suche  die  Schnittpunkte  der  Kurve  xf  +  x|  —  x|  —  0 
mit  folgenden  Geraden: 

a)  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks, 

b)  mit  der  Einheitsgeraden, 

c)  mit  der  Geraden  x^  4"Xj — X8=0, 

d)  mit  der  Geraden  x^  —  Xg  +X3  «=0, 

e)  mit  der  Geraden  —  x^  +  x,  +  ^3  =  0, 

f)  mit  der  Geraden  x^ — X3«=0, 

g)  mit  der  Geraden  x^ — Xg  —  O, 
h)  mit  der  Geraden  x^ — Xj=»0. 

3)  Man  suche  die  Punkte,  welche  die  Kurve 

x|  —  2x^X3  =0 
mit  den  unter  2)  angegebenen  Geraden  gemeinschaftlich  hat. 

4)  Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  den  Punkt 
(1,  0,  0)  geht,  so  mufs  der  Koefficient  von  xf  verschwinden. 

Ebenso  wird  in  der  Gleichung  (1)  z^^=Oy  wenn  die  Kurve 
durch  den  Eckpunkt  O^  des  Koordinatendreiecks  geht,  und  es 
wird  a3  3  =  0,  wenn  die  Kurve  (1)  durch  den  Punkt  Og  geht. 

5)  Die  Kurve  (1)  geht  durch  den  Einheitspunkt  hindurch, 
wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

^11  +^2t+H3  +2a,j  +2ai3  +  2a23=0. 
ö)  Man  lege  eine  Kurve  zweiter  Ordnung   durch  die  fiinf 
Punkte : 

a)  (1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1),  (1,  2,  3); 

b)  (1,1,1),     (-1,1,1),     (1,-1,1),     (1,1,-1), 

(3,  2,  1); 

c)  (1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1),   (-1,  1,  1); 

d)  (0,  1,  1),  (0,  1,  -  Ij,  (1,  0,  1),  (1,  0,  ~1),  (1,  1,K2); 

e)  (0,  0,  1),  (0,  1,  0),  (2,  1,  2),  (2,  2,  1),   (-2,  1,  2); 

f)  (1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1),  (-  1,  1,  1). 
7)  Die  obigen  Determinanten  Ai>  A2>  As»  Ai»  A6>  Au 

können  für  fünf  verschiedene  Punkte  nur  dann  sämtlich  gleich 
null  werden,  wenn  unter  je  vier  von  ihnen  sich  mindestens  drei 
befinden,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

(Anleitung  zum  Beweise:  Angenommen,  von  den  vier  Punkten 
1,  2,  3,  4  lägen  keine  drei  in  gerader  Linie.;  man  wähle  drei  zu 
Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks,  den  vierten  zum  Einheits- 
punkte.    Sind  Xp  Xj,  X3  die  Koordinaten   des  fünften  Punktes, 
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SO  mufs  sein:  x^Xg  ««XgX,  «x^x^,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
der  letzte  Punkt  mit  einem  der  ersten  identisch  wird.) 

8)  Man  beweise  aus  7),  dafs  unter  der  angegebenen  Bedingung 
mindestens  vier  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  müssen. 

§  13. 
Pol  und  Polare  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  Um  zu  einer  grofsen  Reihe  von  Eigenschaften  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung: 

(1)      S^t;eXiXx  =  0 

zu  gelangen,  unterziehen  wir  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  Para- 
graphen einer  genaueren  Untersuchung.  Diese  Gleichung  schreiben 
wir  in  der  Form: 

(2)     Aq?>  +  2B(ö  +  C  — 0, 
indem  wir  setzen: 

A  =a  -Sai^rr  X/'  X;^",    C  =  -rat;^  Xi'  Xx  y 
[o)       D  =«  **iiXi    Xj     -f-  ^2i^i    ^2      H"  ^83^3    ^3 

•     ^12   (^1    ^2     "f*  ^2    ^1   )   "T  ^13    (^1    ^3      *i"  ^8    *1   ) 
I     *^2  8    v^2    ^8        '     ^8    ^2  /• 

Den  Ausdruck  für  B  können  wir  auch  in  folgender  Form 
schreiben : 

D  =  ajjXj  Xj  "T  a2  2X2  Xg  ~r  ^8  3^8  ^8  r  ^12^1  ^2 
*^21^2  ^1  "r*^13^1  ^8  'r^31^8  ^1  1*28*2  *8 
*8  2*8    *2 

oder 

B  =  H^ixXi  xx' 
oder  auch,  weil  a^ ,  =  agi,  a^  =  ag^,  agg  =-  »g^  ist, 

B  =  22,ixXCXx\ 

2.  Sind  coj  und  co^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  so  stellt 
der  Bruch  o:i^\  €0^  das  Doppelverhältnis  dar,  nach  welchem  die 
von  den  Punkten  (x')  und  (x")  begrenzte  Strecke  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Kurve  geteilt  wird.  Für  den  Wert  —  l  wird 
das  Doppelverhältnis  zu  einem  harmonischen.     Dann  mufs 

a>i  :  coj  =«  —  1  oder  co ,  —  —  co^  oder  cOj  -f-  cDj  =«  0 
sein.     Bekanntlich  ist  aber 

2B 

«^1  +  0^2  =  —  r- 
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Die  Summe  der  Wurzeln  verschwindet  also  nur,  wenn  B  =  0 
ist.  In  diesem  Falle  liegen  aber  die  gegebenen  Punkte  (x')  und 
(x' )  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit 
der  Kurve.     Nun  stellen  wir  folgende  Definition  auf: 

Zwei  Punkte  sind  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung,  wenn  sie  harmonisch  liegen 
zu  den  beiden  Punkten,  in  denen  ihre  Verbindungs- 
gerade die  Kurve  schneidet. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Punkte  (x')  und  (x")  konju- 
gierte Pole  zu  der  Kurve  (1)  sind,  wird  durch  die  Gleichung 
B  — 0  dargestellt;  es  ist  dies  die  Gleichung: 

(4)  2aixxi'xx'=0y 
welche  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

i;  zix  xt"  xx  =  0. 

3.  Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  dafs  jedesmal,  wenn 
der  Punkt  (x")  konjugierter  Pol  ?um  Punkte  (x')  ist,  auch  der 
Punkt  (x')  für  dieselbe  Kurve  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x") 
ist.  Man  ersieht  dies  auch  aus  der  zweiten  Form,  in  der  man 
die  Gleichung  (4)  schreiben  kann. 

5.  Damit  der  Punkt  (x")  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x) 
ist,  braucht  nur  die  Gleichung  (4)  erfüllt  zu  sein.  Es  giebt  also 
unendlichviele  Punkte,  welche  zu  einem  gegebenen  Punkte  (x') 
konjugierte  Pole  sind.  Alle  diese  Punkte  (x)  genügen  der  Gleichung 

(5)  -T  ^ix  xi'  xx  —  0, 

welche  aus  (4)  hervorgeht,  indem  man  an  x^ ",  x,",  Xj'  die  obern 
Marken  wegläfst.  Diese  Gleichung  kann  man  auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

(6)     Xi(aiix/-f  ajgXj'-f  ai8X3')  +  Xjj(a,iXi'  +  aj2Xi'  +  aj,X8') 

I     X3   (agjX|     +  ^82^2       I     ^83^8  )  =**  ^. 

Hierin  sind  die  Koefficienten  slix  und  die  Koordinaten  x^', 
Xj',  Xj'  bekannt.  Daher  stellt  die  Gleichung  eine  gerade  Linie 
dar,  wofern  nicht  die  drei  Gröfsen  verschwinden,  mit  denen  die 
Variabein  x^,  x^,  Xg  multipliziert  sind.     Die  drei  Gleichungen 

^11^1  «  ^12^2  I  ^18^8  *** " 
^21^1  I  ^22^2  I  ^28^8  *^  ^ 
^81*1     ~l     ^3  2^2       I     ^38*8     "^^  ^ 

können  aber  nur  dann  für  einen  Punkt  (x)  befiriedigt   werden, 
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wenn  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  verschwindet,  wenn 
also  die  Gleichung  besteht: 


^11        ^19       ^13 


(')       ^91     a.j     a 


21        **2f        "28 
^81        ^32        ^38 


=  0. 


Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Determinante  nennen  wir 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  der  Kurve. 
Wir  wollen  zuvörderst  annehmen,  dafs  diese  Determinante  von 
null  verschieden  ist.  In  diesem  Falle  stellt  die  Gleichung  (6)  für 
jede  Wahl  von  (x')  eine  gerade  Linie  dar,  und  diese  enthält  alle 
zum  Punkte  (x)  konjugierten  Pole.  Diese  Gerade  nennen  wir 
die  Polare  des  Punktes  (x').  Demnach  können  wir  den  Satz 
aussprechen : 

Wenn  die  Determinante  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung nicht  verschwindet,  so  liegen  alle  Punkte,  welche 
in  Bezug  auf  die  Kurve  konjugierte  Pole  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  sind,  auf  einer  geraden  Linie,  der  Po- 
lare des  Punktes. 

Wir  können  auch  sagen: 

Wenn  die  Determinante  der  Kurve  von  null  verschieden  ist^ 
so  gehört  zu  jedem  Punkte  eine  einzige  Polare. 

6.  Umgekehrt  können  wir  aber  auch  jede  Gerade  der  Ebene 
als  Polare  auffassen  und  zu  ihr  den  Pol  eindeutig  bestimmen. 
Soll  die  Gerade 

(8)     CjXi  +  CjXj  -I-  C3X3  =  0 

die  Polare  des  Punktes  (x)  sein,  so  dürfen  sich  die  Koefficienten 
von  Xj,  Xg,  Xg  in  den  Gleichungen  (6)  und  (8)  nur  durch  einen 
konstanten  Faktor  co  unterscheiden ;  es  müssen  also  die  Bedingungen 
erfüllt  sein: 

(9)     a^iXj'  +  ajjXjj'  +  a^^x^'  =*  coc^ 

Nach  unserer  Annahme  ist  die  aus  den  Koefficienten  von 
x/,  Xj',  Xg'  gebildete  Determinante  von  null  verschieden;  daher 
können  wir  aus  diesen  Gleichungen  x/,  x^',  Xg'  berechnen,  nach- 
dem Cj,  Cj,  Cg  und  (ö  gegeben  sind.  Durch  eine  andere  Wahl 
von  a>  ändert  sich  aber  das  Verhältnis  von   x^   :  Xj   :  Xg'   nicht; 
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wir  erhalten  also   denselben  Punkt  (x'),   wie  auch   der  Faktor  m 
gewählt  werden  mag.     Somit  folgt  der  Satz: 

Wenn  die  Determinante  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung nicht  verschwindet,  so  ist  jede  Gerade  der  Ebene 
in  Bezug  auf  die  Kurve  die  Polare  zu  einem  Punkte. 

In  diesem  Falle  hat  jeder  Punkt  der  Ebene  eine  bestimmte 
Polare  und  jede  Gerade  der  Ebene  einen  bestimmten  Pol. 

7.  Diejenigen  Kurven,  deren  Determinante  nicht  verschwindet, 
unterscheiden  sich,  wie  wir  später  sehen  werden,  wesentlich  von 
denjenigen  Linien  zweiter  Ordnung,  für  welche  die  aus  den 
Koefficienten  ihrer  Gleichung  gebildete  Determinante  gleich  null 
ist.  Wir  nennen  daher  diejenigen  Kurven,  für  welche  die  Deter- 
minante von  null  verschieden  ist,  eigentliche  Kurven  zweiter 
Ordnung  und  bezeichnen  als  uneigentiiche  Kurven  zweiter 
Ordnung  solche  Linien,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  den  Punktkoordinaten  mit  verschwin- 
dender Determinante  dargestellt  werden.  In  Bezug  auf  eine 
eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  gehört  zu  jedem  Punkte  der 
Ebene  eine  bestimmte  Polare  und  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  ein 
bestimmter  Pol. 

8.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  ist  bekannt,  sobald  man  zwei  Punkte 
dieser  Geraden,  also  zwei  konjugierte  Pole  kennt.  Diese  Be- 
merkung ermöglicht  es,  nachdem  die  Kurve  gegeben  ist,  zu  einem 
beliebig  gewählten  Punkte  die  Polare  vermittelst  einer  linearen 
Konstruktion  zu  finden.  Um  zu  dem  Punkte  A  die  Polare  zu 
finden,  lege  man  durch  ihn  zwei  beliebige  Gerade,  von  denen 
die  Kurve  geschnitten  wird  (s.  umstehende  Figur).  Die  erste 
Gerade  schneide  in  den  Punkten  B  und  C,  die  zweite  in  den 
Punkten  D  und  E.  Wenn  sich  jetzt  die  Geraden  BD  und  CE 
in  F,  die  Geraden  BE  und  GD  in  G  schneiden,  so  ist  die  Gerade 
FG  die  Polare  des  Punktes  A.  Ist  nämlich  H  der  Schnittpunkt 
von  FG  mit  BC  und  J  der  Schnittpunkt  von  FG  mit  DE,  so  liegt 
H  harmonisch  zu  A  in  Bezug  auf  BG  und  J  harmonisch  zu  A  in 
Bezug  auf  DE.  Die  Punkte  H  und  J  sind  also  konjugierte  Pole 
des  Punktes  A;  sie  liegen  somit  auf  seiner  Polaren;  und  da 
der  Punkt  A  nur  eine  einzige  Polare   hat,  mufs  diese   mit  der 
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Verbindungslinie  von  H  und  J,  also  auch  mit  der  Geraden  FG 
zusammenfallen. 


Zuweilen  ist  es  bequemer,  folgende  Konstruktion  zu  machen : 
Man  ziehe  (s.  folgende  Figur)  durch  den  Punkt  A  drei  gerade 
Linien,  von  denen  die  Kurve  geschnitten  wird;  die  Schnittpunkte 
mit  der  ersten  Geraden  seien  aß,  mit  der  zweiten  yd,  mit  der 
dritten  «g;  die  Geraden  aö  und  ßy  mögen  einander  in  ^,  die 
Geraden  y^  und  de  in  v  schneiden.  Dann  ist  die  Gerade  fip  die 
Polare  des  Punktes  A.  Wie  wir  nämlich  vorhin  gesehen  haben, 
mufs  sowohl  der  Punkt  fi  wie  der  Punkt  r  der  Polaren  ange- 
hören. 
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Diese  Konstruktion  versagt,  wenn  der  Punkt  A  auf  der  Kurve 
liegt;  indessen  werden  wir  auf  diesen  Fall  im  nächsten  Para- 
graphen genauer  eingehen. 

9.  Wenn  die  Gerade  p  die  Polare  des  Punktes  Jt  ist,  so  ist 
jr  konjugierter  Pol  zu  jedem  in  p  liegenden  Punkte.  Wie  man 
daher  einen  Punkt  I  auf  p  annehmen  mag,  stets  geht  die  Polare  I 
von  1  durch  den  Punkt  n  hindurch;  bewegt  sich  der  Punkt  1 
auf  der  Geraden  p,  so  dreht  sich  die  Polare  I  um  den  Punkt  n. 
Wenn  umgekehrt  die  Gerade  I  um  den  festen  Punkt  jr  gedreht 
wird,  so  ist  auch  der  Pol  1  von  I  konjugierter  Pol  zu  jr;  er  liegt 
also  auf  der  Polare  p  des  Punktes  jr.  Für  eine  eigentliche  Kurve 
zweiter  Ordnung  gilt  also  der  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  geraden  Linie,  so 
dreht  sich  seine  Polare  um  einen  festen  Punkt,  den  Pol 
der  Geraden;  wenn  sich  umgekehrt  eine  gerade  Linie 
um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  bewegt  sich  ihr  Pol 
auf  einer  geraden  Linie,  der  Polare  des  Punktes. 

Rlllln^,  Lehrbaeh  der  aiiAlyt.  Geometrie.    I.  6 
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10.  Diesen  Satz  können  wir  auch  leicht  analytisch  beweisen. 
Die  Polare  des  Punktes  (x')  hat  die  Gleichung: 

JS^tx^i  xx'  =  0, 
und  ebenso  ist  die  Polare  des  Punktes  (x'): 

SZlxXi  Xx"  =  0. 

Die  Koordinaten  eines  Punktes,  welcher  der  Verbindungslinie 
der  Punkte  (x')  und  (x")  angehört,  sind  den  Gröfsen 

(10)      Xi'  +  QX^\   X,'  +  QX^\   X3'  +  (^Xj" 

proportional,  und  die  Polare  dieses  Punktes  hat  die  Gleichung: 

SZixXi  {Xx'  -\-QXx")  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  aber  auch  in  der  Form  schreiben: 

(11)      UZixXi  Xx'  +  Q  SZixXi  Xx"  =  0. 

Aus  dieser  Form  geht  hervor,  dafs  die  Polare  zu  einem  Punkte 
(10)  durch  den  Schnittpunkt  der  Polaren  zu  den  Punkten  (x') 
und  (x")  hindurchgeht. 

11.  Geben  wir  q  alle  möglichen  Werte,  so  beschreibt  der 
Punkt  (10)  eine  gerade  Linie  oder,  wie  wir  lieber  sagen,  eine 
gerade  Punktreihe.  Zugleich  beschreibt  die  Polare  (11)  einen 
Strahlenbüschel.  Zu  irgend  vier  Punkten  der  Punktreihe  (10) 
mögen  die  Werte  (>!,  (>g,  Q^y  Q^^  von  p  gehören;  alsdann  hat  das 
Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte  den  Wert: 


(12) 


Qi—  Qfi  .  Pi  —Qa 


Q%  —Q%     Qi  —  Qi 

Um  die  Polaren  dieser  vier  Punkte  darzustellen,  hat  man  in 
(11)  für  Q  der  Reihe  nach  die  Werte  pj,  pj,  pg,  q^  einzusetzen; 
dann  stellt  auch  der  Ausdruck  (12)  das  Doppelverhältnis  dieser 
vier  Strahlen  des  Büschels  (11)  dar. 

Die  Polaren  zu  irgend  vier  Punkten  einer  geraden 
Linie  haben  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  vier 
Punkte. 

Unter  Anwendung  der  in  §  5,  13  eingeführten  Bezeichnung 
können  wir  diesem  Satze  auch  folgenden  Ausspruch  geben: 

Die  Polaren  zu  den  Punkten  einer  geraden  Punkt- 
reihe bilden  einen  zu  ihr  projektiven  Strahlenbüschel. 

12.  Wir  beweisen  folgenden  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  enthält 
keine  gerade  Linie  in  sich. 
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Wenn  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  gebildete 
Determinante  von  null  verschieden  ist,  so  ist  es,  wie  wir  zeigen 
wollen,  nicht  möglich,  dafs  die  Gleichung  (1)  für  die  sämtlichen 
Punkte  einer  geraden  Linie  erfüllt  wird. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  die  Gleichung  (1)  werde  für 
alle  Punkte  derjenigen  Geraden  befriedigt,  welche  durch  die  Punkte 
(x')  und  (x")  geht.  Dann  mufs  die  Gleichung  (2)  fiir  alle  Werte 
von  w  gültig  sein;  es  müssen  daher  die  Koefficienten  A,  B,  C 
verschwinden,  oder  es  mufs  sein: 

i:zixxi'xx'  =  Oy  i;zixxi'xx'  =  o,  2:2iixxtxx'  =  o. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

SSLix  (Xx'  +  fdXi")  {Xx  +  PXx")  =  0 

für  alle  Werte  von  /i  und  v.  Irgend  zwei  Punkte  der  Geraden 
sind  also  konjugierte  Pole  von  einander.  Daher  kann  auch  jeder 
Punkt  der  Geraden  als  ihr  Pol  betrachtet  werden ;  die  Gerade  hat 
keinen  bestimmten  Pol,  während  wir  in  6.  gesehen  haben,  dafs 
in  Bezug  auf  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  jede  Gerade 
einen  einzigen  Pol  hat. 
Übungen : 

1)  Welche  Beziehung  mufs  zwischen  den  Koefficienten  a^x 
der  Gl.  (1)  bestehen,  damit  die  Punkte: 

a)  (1,  1,  1)  und  (1,  2,  3) 

b)  (1,  1,  0)  und  (0,  1,  1) 

c)  (1,0,0)  und  (0,  1,0) 

konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind? 

2)  Man  bestimme  die  Polaren  der  Eckpunkte  des  Koordinaten- 
dreiecks für  die  in  Üb.  1)  zu  §  12  angegebenen  Kurven. 

3)  Welches  sind  die  Polaren  zu  den  Eckpunkten  des  Koordi- 
natendreiecks in  Bezug  auf  die  Kurven: 

a)  a^xf +a2x|  +a8xj=0, 

b)  xf  —  2x,X3  =  0? 

4)  Welche  Koordinaten  hat  die  Polare  des  Punktes  (x')  in 
Bezug  auf  die  Kurve: 

xl+x|+x|=0? 
Welches  ist  speciell  die  Polare  des  Einheitspunktes.? 

5)  Welche  Beziehungen  müssen  zwischen  den  Koefficienten 

der  Gleichung  (1)  bestehen,  damit 

a)  der  Einheitspunkt  die  Einheitsgerade, 

6* 
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b)  der  Punkt  (1,  0,  0)  die  Gerade  (1,  0,  0), 

c)  der  Punkt  (x')  die  Gerade  d,  1,,  lg)  zur  Polare  hat? 

6)  Welche  Beziehung  mufs  zwischen  den  Koordinaten  (i^, 

1»>  Is)»  (^i>  ^t>  °^8)>  ("^i>  "2>  ^s)  dreier  gerader  Linien  bestehen, 
damit  diese  Linien  der  Reihe  nach  die  Polaren  zu  den  Eck- 
punkten des  Koordinatendreiecks  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
sind  ? 

7)  a)  Wieviel  Bedingungen  für  die  Bestimmung  eines  Kegel- 
schnitts vertritt  die  Forderung,  dafs  ein  Punkt  eine  vorgeschrie- 
bene Polare  haben  soll? 

b)  Wieviel  Punkte  eines  Kegelschnitts  kann  man  noch  will- 
kürlich wählen,  nachdem  die  Polare  eines  Punktes  gegeben  ist? 

c)  Wieviel  Punkte  eines  Kegelschnitts  kann  man  noch  will- 
kürlich wählen,  nachdem  zu  zwei  Punkten  die  Polaren  bestimmt 
sind? 

8)  Jeder  Diagonalpunkt  eines  in  einen  Kegelschnitt  einbe- 
schriebenen Vierecks  ist  der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  Diagonalpunkte. 

9)  Die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  gebildete 
Determinante  möge  mit  A  und  diejenige  Unterdeterminante,  welche 
in  ihr  mit  slix  multipliziert  wird,  mit  A<x  bezeichnet  werden;  als- 
dann hat  der  Pol  der  Geraden  (ci,  C2,  Cs)  die  Koordinaten: 

CiAu  +  c^Aji  +C8A31,  CiAi2  +  CsAgg -|- CsAsa, 

CiAis  H-CjAjs  +  C3A88. 

10)  Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  geraden  Punktreihe  den 
Schnittpunkt  seiner  Polare  mit  einer  (nicht  durch  den  Pol  gehen- 
den) Geraden  zu,  so  erhält  man  zwei  projektive  Punktreihen. 

11)  Ordnet  man  jedem  Strahle  eines  Büschels  die  Verbindungs- 
linie seines  Pols  mit  einem  festen  Punkte  zu,  so  erhält  man  zwei 
projektive  Strahlenbüschel. 

§  14. 

Die  Tangenten  an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  der  Punkt  (x')  auf  der  Kurve 

(1)    i;a*^x*x;f=0 
liegt,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

SZix^'Xx  =  0. 
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Hat  jetzt  der  Punkt  (x')  eine  solche  Lage,  da(s  die  Gleichung 
befriedigt  wird: 

(2)      i:2iixXi'Xic'  =  0, 

so  geht  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  über  in 

O)^  ÜSLixXi'Xx'  =  0, 

welche,  falls  nicht  etwa  auch  noch  der  Punkt  (x")  auf  der  Kurve 
liegt,  nur  für  co  =  0  befriedigt  werden  kann,  Dife  Gerade,  deren 
Punkte  durch  die  Verhältnisse  x/  -j-  cdx^"  :  Xg'  +  o>x," :  Xg'  4-  «^Xg" 
bestimmt  werden,  hat  mit  der  Kurve  nur  den  dem  Werte  co  =  0 
entsprechenden  Punkt,  also  den  Punkt  (x')  gemeinschaftlich;  sie 
ist  eine  Tangente  der  Kurve. 

Wenn  der  Punkt  (x')  auf  der  Kurve  (1)  liegt,  so  drückt 
die  Gleichung  (2)  die  Bedingung  dafür  aus,  dafs  der 
Punkt  (x")  der  Tangente  im  Punkte  (x')  angehört. 

2.  Wenn  wir  den  Punkt  a  fest  auf  der  Kurve  annehmen 
und  ihn  mit  einem  zweiten  Punkte  ß  der  Kurve  verbinden,  so 
ist  die  Gerade  aß  eine  Sekante  der  Kur\'e.  Lassen  wir  den  Punkt 
ß  sich  bewegen  und  dabei  dem  Punkte  a  immer  näher  kommen, 
so  nähert  sich  auch  die  Sekante  immer  mehr  einer  festen  Grenz- 
lage, nämlich  derjenigen  Geraden,  von  der  die  Kurve  im  Punkte 
a  berührt  wird.  Auf  der  Sekante  aß  wählen  wir  einen  dritten 
Punkt  7  so,  dafs  er  der  Sehne  aß  nicht  angehört;  alsdann  mufs 
der  in  der  Geraden  aß  gelegene  Pol  von  y  zwischen  a  und  ß 
liegen.  Drehen  wir  jetzt  die  Sekante  so  um  den  Punkt  a,  dafs 
sie  immer  näher  an  die  Tangente  heranrückt,  der  Punkt  ß  also 
immer  mehr  mit  dem  Punkte  a  zusammenfällt,  so  mufs  auch, 
während  y  seine  Entfernung  von  a  beibehält,  der  Punkt  ö  immer 
mehr  an  a  heranrücken.  Für  die  Tangente  mufs  der  auf  ihr 
enthaltene  konjugierte  Pol  zu  irgend  einem  ihrer  Punkte  mit  dem 
Berührungspunkte  zusammenfallen ;  nur  zum  Berührungspunkte  ist 
jeder  Punkt  der  Tangente  konjugierter  Pol.  Wir  erhalten  also 
den  Satz: 

Der  Berührungspunkt  einerTangente  an  eine  eigent- 
liche Kurve  zweiter  Ordnung  ist  konjugierter  Pol  zu 
jedem  in  ihr  gelegenen  Punkte,  und  die  Polare  zu  einem 
Punkte  der  Kurve  ist  diejenige  Gerade,  von  der  die 
Kurve  in  dem  Punkte  berührt  wird. 
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3.  Da  die  Tangente  an  einen  Punkt  der  Kurve  ihren  Be- 
rührungspunkt enthält,  geht  die  Polare  zu  einem  Punkte  der  Kurve 
durch  ihren  Pol  hindurch.  Umgekehrt  gehört  jeder  Punkt,  der 
in  seiner  Polaren  liegt,  der  Kurve  an.   Soli  nämlich  die  Gleichung 

erfüllt  sein,  wenn  man  den  Punkt  (x)  durch  (x')  ersetzt,  so  mufs 
die  Gleichung  hiestehen: 

x/  i'aix  xjt'  +  X,'  2Jatx  Xx  +  Xg'-i'agx  xx'  =  0; 
diese  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

JS;aixXi'xx'  =  0, 
und  giebt  die  Bedingung  dafür  an,  dafs  der  Punkt  (x')  auf  der 
Kurve  liegt. 

4.  Wenn  die  Polare  p  eines  beliebigen  Punktes  x  der  Ebene 
die  Kurve  in  den  Punkten  a  und  ß  schneidet,  so  sind  die  Punkte 


a  und  ß  als  Punkte  von  p  konjugierte  Pole  zum  Punkte  x.  Daher 
mufs  auch  umgekehrt  die  Polare  des  Punktes  a  oder  mit  andern 
Worten  die  in  a  an  die  Kurve  gelegte  Tangente  durch  den 
Punkt  X  gehen;   der  Punkt  x  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden 
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Tangenten,  welche  in  den  beiden  Schnittpunkten  von  p  mit  der 
Kurve  an  sie  gelegt  werden  können. 

Im  Pol  einer  Geraden  treffen  sich  die  beiden  Tan- 
genten, welche  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Kurve 
dieselbe  berühren. 

5.  Soll  umgekehrt  die  Tangente  an  einen  Punkt  a  der  Kurve 
durch  einen  gegebenen  Punkt  n  gehen,  so  mufs  der  Punkt  a  auf 
der  Polare  von  jt  liegen.  Somit  können  nur  die  Tangenten  an 
diejenigen  Punkte  der  Kurve  durch  den  Punkt  jr  gehen,  welche 
zugleich  der  Polare  von  n  angehören.  Da  diese  Gerade  zwei 
Punkte  mit  der  Kurve  gemeinschaftlich  hat,  gehen  auch  durch 
den  Punkt  3t  zwei  Tangenten  der  Kurve. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  im  allgemeinen 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  an  eine  eigent- 
liche Kurve  zweiter  Ordnung. 

6.  Um  hiernach  von  einem  Punkte  der  Ebene  aus  die  Tan- 
genten an  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  konstruiere  man  die  Polare 
des  Punktes;  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve 
liefern  uns  diejenigen  Punkte,  deren  Tangenten  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Tangenten,  welche  von  dem  Punkte  aus  an  die  Kurve  gelegt 
werden  können. 

7.  Eine  ebene  Kurve,  an  die  man  von  jedem  Punkte  der 
Ebene  aus  im  allgemeinen  n  Tangenten  legen  kann,  nennen  wir 
eine  Kurve  nter  Klasse.  Wir  haben  soeben  gesehen,  dafs  wir 
an  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  von  jedem  Punkte 
der  Ebene  aus  zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  legen  können; 
wir  können  diesen  Satz  jetzt  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  auch 
von  der  zweiten  Klasse. 

8.  Der  letzte  Satz  folgt  auch  aus  der  Bedingungsgleichung, 
welche  zwischen  den  Koordinaten  einer  geraden  Linie  bestehen 
mufs,  damit  sie  Tangente  an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  ist. 
Wir  wollen  diese  Gleichung  herleiten. 

Die  Gerade,  von  der  die  Kurve  (l)  in  ihrem  Punkte  (x) 
berührt  wird,  hat  die  Gleichung: 
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(3)  Xi(anx/  +  ai,x,'  +  ai,X3')  +  x,(a,iXi'  +  a,,x,'+a,,X8') 

+  X8(a8iXi+a3,x,'  +  a8  3X,')  =  0. 

Sollen  Ui,  Ug,  Us  die  Koordinaten  dieser  geraden  Linie  sein, 
so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

^i  i^i'  +  ai  gx,'  +  a^  3X3'  =  Qu^ 
W    afiXi'  +  a,,x,'  +  a,3X3'  =  (>Uj 

Wenn  hierin  aufser  den  KoefEcienten  in  der  Gleichung  der 
Kurve  noch  die  Gröfsen  q^  Ui,  u^,  u%  gegeben  sind,  so  kann  man 
aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  für  x/,  Xg',  Xj'  berechnen, 
falls  die  Determinante 


(5) 


^11  ^12  ^18 
^21  ^2«  ^«8 
^81        ^82       ^88 


von  null  verschieden  ist.  Dabei  ergeben  sich  x^',  x,',  X3'  als 
homogene  lineare  Funktionen  von  Ui,  Ug,  u».  Indem  man  diese 
Werte  in  die  Gleichung 

-ra«x/xx'  =  0 
einsetzt,  hebt  sich  q^  z\s  gemeinschaftlicher  Faktor  weg  und  wir 
erhalten  in  Ui,  Ug,  U9  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  eine  gerade  Linie  Tangente  an 
eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  ist,  stellt  sich  in  ihren 
Koordinaten  als  homogene  quadratische  Gleichung  dar. 

9.  Wir  bezeichnen  die  Determinante  (5)  kurz  durch  A  und 
ihre  Unterdeterminanten  durch  Aix;  es  soll  in  A  das  Element 
a^j  mit  All,  das  Element  a^,  mit  A^  u.  s.  w.  multipliziert  sein. 
Dann  ist  A^ ,  =  —  ag^agg +a,ga3i,  Agj  =  — aijagg+agja^g, 
also  Ai2=A,i;  ebenso  ist  allgemein  Aix  =  Axi. 

Die  Gleichungen  (4)  haben  folgende  Auflösungen: 

(6)    Ax,'  =  p(UiAi, +u,A,,+U5A3J 

AXg'    =    Q   (U1A13     4-    U3AJ3     +    U3A33). 

Nun  soll  der  Punkt  (x)  als  Berührungspunkt  in  seiner  Polaren 
(ui,  Us,  Us)  liegen;  es  mufs  daher  die  Gleichung  bestehen: 

(7)     UiXi '  +  UjXt'  +  UsXs'  =  0. 

Indem  wir  hierin  für  x/,  x^',  Xs'  die  in  (6)  angegebenen 
Werte  einsetzen,  erhalten  wir  die  Gleichung: 
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(A,iU|   +AsiUt  -|-A3iU3)Ui  +(Ai2Ui  +A«8U,  +  A32U8)U2 

+  (Ai8Ui  +  A»sU«  +A83U3)U3  =0 

oder 

(8)     HAix  Ue  Ux  =  0. 

10.  Diese  Form  der  Gleichung  können  wir  durch  eine  andere 
ersetzen,  zu  der  wir  auf  folgendem  Wege  gelangen.  Wir  be- 
trachten die  drei  Gleichungen  (4)  und  die  Gleichung  (7)  als  vier 
homogene  lineare  Gleichungen  in  x/,  x»',  X3',  —  q.  Diese  können 
nur  zusammen  bestehen,  wenn  die  aus  ihren  Koefficienten  ge- 
bildete Determinante  verschwindet.  In  der  letzten  Gleichung  hat 
—  Q  den  Koefficienten  null.  Daher  nimmt  jetzt  die  gesuchte 
Bedingung  folgende  Form  an: 


(ö) 


^11  ^J2  ^18  ^1 
^21  ^22  ^28  ^2 
*^8  1      ^8  2      ^8  8      ^3 


=    0. 


Ui         U,        U3        0 

Die  Bedingung,  welche  zwischen  den  Koordinaten  einer 
geraden  Linie  bestehen  mufs,  damit  sie  Tangente  an  eine  gegebene 
Kurve  ist,  nennen  wir  die  Gleichung  der  Kurve  in  Linien- 
koordinaten. 

Jetzt  sagt  die  Gleichung  (8)  aus:  Wenn  man  bei  einer  eigent- 
lichen Kurve  zweiter  Ordnung  von  Punkt-  zu  Linienkoordinaten 
übergehen  will,  so  mufs  man  die  Koefficienten  der  Gleichung 
durch  die  entsprechenden  Unterdeterminanten  ihrer  Determinante 
ersetzen. 

Die  durch  die  Gleichung  (9)  aufgestellte  Regel  drückt  man 
auch  wohl  in  folgender  Weise  aus:  Um  eine  gegebene  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  in  Linienkoordinaten  darzustellen,  rändert 
man  ihre  Determinante  mit  den  Koordinaten  Ui,  Uj,  U3. 

IL  Damit  eine  Gerade  (ui,  u^,  Us)  durch  den  Punkt  (0,0,  l) 
geht,  mufs  Us  =0  sein.  Soll  sie  zugleich  Tangente  an  die  ge- 
gebene Kurve  sein,  so  müssen  ihre  Koordinaten  zugleich  der 
Gleichung  (8)  genügen.  Für  jede  durch  den  Punkt  (0,  0,  1) 
gehende  Tangente  gelten  also  die  beiden  Gleichungen: 
U8=0,  •AiiUf-f-2Ai,UiU2-f-A,3u|=0. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergeben  sich  zwei  (reelle  oder 
imaginäre)  Verhältnisse  Ui  :  u^ ;  somit  gehen  durch  den  Punkt 
(0,  0,  1)  zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  der  Kurve. 
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Durch  Umwandlung  des  Koordinatensystems  zeigt  man  wieder, 
dafs  die  Auffindung  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten 
von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  abhängt.  Wir  erkennen  ako 
auch  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege,  dafs  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  von  der  zweiten  Klasse  ist. 

Übungen : 

1)  Man  bestimme  die  Gleichung  der  Tangenten,  weiche  in 
den  Schnittpunkten  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks  an 
folgende  Kegelschnitte  gelegt  werden  können: 

a)  XiXj  +  XiXs  —  XgXs  =0. 

b)  2xf  —  5xiX j  —  3x|  4-  9x^X3  —  13x jXg  +  lOxf  =  0. 

c)  3x|  +  2x,x,  -  x|  +  8x^X3  +  4x|  =  0. 

d)  xf  -  x|  +  6x^X3  +  2x^X3  +  5x|  =  0. 

2)  Man  suche  für  die  Kurven  a)  und  d)  den  Schnittpunkt 
von  je  zwei  der  eben  gefundenen  Tangenten  und  zeige,  dafs  der- 
selbe der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  ist. 
Gilt  dies  auch  für  diejenigen  Kurven  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  Gleichungen  b)  und  c)  dargestellt  werden?  Welchen 
Wert  haben  die  Determinanten  dieser  beiden  Linien? 

3)  Man  konstruiere  mit  blofser  Hilfe  des  Lineals  die  beiden 
Tangenten,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  an  einen 
gezeichnet  vorliegenden  Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

4)  Man  stelle  die  Gleichungen  der  Tangenten  auf,  welche 
von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  an  die  unter  1)  d) 
gegebene  Kurve  gelegt  werden  können. 

5)  Man  stelle  folgende  Kurven  in  Linienkoordinaten  dar: 
a)  a^xf +a2x|  +  agX«  +0. 

b)     XjX,  +  X^Xg  —   XjXg    =   0. 

c)  xf  —  2x3X3  =  0. 

d)  xf  —  x|  +  6x1X3  +  2x3X3  +  5x|  =  0. 

6)  a)  Welche  Gleichung  hat  der  Kegelschnitt,  der  von  den 
Geraden  X2  =  0  und  X3  =  0  in  seinen  Schnittpunkten  mit  der 
Geraden  Xi  =  0  berührt  wird  ? 

b)  Der  hier  angegebene  Kegelschnitt  soll  durch  den  Einheits- 
punkt gehen. 

c)  Für  ihn  sollen  die  Punkte  (1,  0,  1)  und  (1,  1,  0)  konju- 
gierte Pole  sein.  J 
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7)  Ein  Kegelschnitt  K,  zwei  seiner  Tangenten  t  und  t'  und 
eine  beliebige  Gerade  g  sind  gegeben.  Auf  jeder  Tangente  von  K 
suche  man  denjenigen  Punkt,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit  g 
in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  mit  t  und  t'  harmonisch  zuge- 
ordnet ist,  und  bestimme  den  geometrischen  Ort  für  alle  auf  diese 
Weise  sich  ergebenden  Punkte. 

(Zu  Koordinaten  wähle  man  die  festen  Tangenten  und  ihre 
Berührungssehne.) 

8)  Einem  Dreieck  ist  ein  Kegelschnitt  umbeschrieben.  Zu 
jeder  in  einem  Eckpunkte  berührenden  Geraden  konstruiere  man 
in  Bezug  auf  die  von  ihm  ausgehenden  Seiten  den  vierten  har- 
monischen Strahl.  Wie  liegen  diese  drei  geraden  Linien  zu 
einander? 

(Der  Koordinatenbestimmung  lege  man  das  gegebene  Drei- 
eck zu  Grunde.) 

9)  a)  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  festen  Punkt  geht, 
werde  als  Harmonikale  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  gegebenes 
Dreieck  angesehen.  Die  Gesamtheit  der  Punkte,  zu  denen  eine 
solche  Gerade  Harmonikale  ist,  bildet  einen  Kegelschnitt,  der 
durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  geht. 

(Das  Koordinatendreieck  wie  in  8).) 

b)  Um  ein  gegebenes  Dreieck  läfst  sich  ein  Kegelschnitt 
beschreiben,  der  die  Halbierungslinien  seiner  Aufsenwinkel  be- 
rührt. Die  Harmonikale  zu  allen  Punkten  dieser  Kurve  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  gehen  durch  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
einbeschriebenen  Kreises. 

(Man  wähle  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  Koordinatenaxen  und 
den  Mittelpunkt  des  Innern  Berührungskreises  zum  Einheitspunkte.) 

10)  Jeder  von  drei  Kegelschnitten  berührt  zwei  Seiten  eines 
festen  Dreiecks  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  dritten  Seite; 
zudem  sollen  die  drei  Kurven  durch  denselben  Punkt  Jt  gehen. 
In  diesem  Punkte  lege  man  an  jeden  der  drei  Kegelschnitte  die 
Tangente  und  bestimme  ihren  Schnittpunkt  mit  derjenigen  Drei- 
ecksseite, welche  von  der  Kurve  nicht  berührt  wird.  Welche 
Lage  haben  die  drei  Schnittpunkte  zu  einander? 

(Ist  AiAsAs  das  Dreieck,  so  möge  der  Kegelschnitt  Ki  durch 
die  Punkte  At  und  As  gehen  und  von  den  Geraden  AiAs  und 
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A1A3  berührt  werden;  entsprechend  habe  Kj  die  Gerade  AjAi 
und  A2A3  zu  Tangenten  und  gehe  durch  Ai  und  A3;  ähnliches 
gelte  vom  Kegelschnitt  K3.  Die  in  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  jr  an  Ki  gelegte  Tangente  ti  treflFe  AjAs  in  «i,  ebenso 
die  in  n  an  K2  gelegte  Tangente  t^  die  Gerade  AsAi  in  a«,  und 
in  entsprechender  Weise  soll  a^  in  AiAj  liegen.  Man  gebe  die 
Koordinaten  der  Punkte  «i,  «g,  a^  an,  nachdem  die  Punkte  A|, 
Aa,  As  zu  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  und  x  zum  Ein- 
heitspunkte gewählt  ist.) 

§  15. 
Die  Polardreiecke  einer  Kurve  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  gegeben 
ist,  so  wählen  wir  in  ihrer  Ebene  einen  Punkt  1  beliebig,  jedoch 
so,  dafs  er  der  Kurve  nicht  angehört.  Auf  seiner  Polare  I  nehmen 
wir  einen  Punkt  2  an  und  verlangen  wiederum  nur,  dafs  er  mit 
keinem  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Kurve  zusammenfällt. 
Dann  geht  die  Polare  11  des  Punktes  2  durch  den  Punkt  1  und 
schneidet  die  Gerade  I  in  einem  von  2  verschiedenen  Punkte  3. 
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Da  die  Punkte  1  und  2  konjugierte  Pole  zum  Punkte  3  sind^  ist 
die  Gerade  III,  welche  die  Punkte  1  und  2  verbindet,  die  Polare 
des  Punktes  3.  Jede  Seite  des  Dreiecks  (12  3)  ist  also  die  Polare 
zu  der  gegenüberliegenden  Ecke.  Ein  Dreieck,  welches  diese 
Eigenschaft  hat,  heifst  ein  Polardreieck  der  Kurve  oder  auch 
ein  zu  sich  selbst  konjugiertes  Dreieck. 

2.  Zu  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  giebt  es 
unendlich  viele  Polardreiecke.  Man  kann  den  einen  Eckpunkt 
willkürlich  wählen  und  hat  nur  die  Punkte  der  Kurve  auszu- 
schliefsen;  der  zweite  Eckpunkt  kann  noch  jede  Lage  auf  einer 
geraden  Linie  erhalten  mit  Ausschlufs  ihrer  Schnittpunkte  mit  der 
Kurve.  Hiernach  kann  man  das  Polardreieck  von  drei  willkür- 
lichen Gröfsen  abhängig  machen,  nämlich 

a)  von  zwei  Gröfsen,  durch  welche  die  Lage  des  ersten 
Eckpunktes  in  der  Ebene  bestimmt  wird,  und 

b)  von  einer  Gröfse,  mittelst  deren  man  die  Lage  des  zweiten 
Eckpunktes  in  der  Polare  des  ersten  Punktes  angiebt. 

Wenn  ein  Gebilde  von  m  willkürlichen  Gröfsen  abhängt,  so 
legt  man  ihm  eine  m-fache  Unendlichkeit  bei;  wir  dürfen  daher 
sagen,  die  Polardreiecke  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung 
bildeten  eine  dreifache  Unendlichkeit. 

3.  Wenn  ein  Polardreieck  zum  Koordinatendreieck  gewählt 
wird,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve  eine  höchst  bemerkens- 
werte Form  an.  Sind  die  neuen  Koordinaten  yi,  yj,  ys,  so 
wissen  wir  bereits,  dafs  auch  in  ihnen  die  Gleichung  der  Kurve 
vom  zweiten  Grade  ist;  sie  hat  also  die  Form : 

biiy?  +b2,y|  +b33y|  +2bi,yjy,  +2bi3y,y3 

+  2b,3y,y3=0. 

Nun  sind  die  Punkte  (1,  0,  0)  und  (0,  1,  0)  konjugierte  Pole 
für  die  Kurve;  die  Gleichung 

-rbfjfyi'yx=  0 

niuls  also  befriedigt  werden,  wenn  man  y, '  =  1,  y2=y8'  =  0 
und  yi"  =  y5"=  0,  y»"  =  1  setzt.     Daraus  folgt  b^  ^  =  0. 

Ebenso  ergiebt  sich  b^j  ==  0  daraus,  dafs  die  Punkte  (1,  0, 0) 
und  (0,  0,  1)  konjugierte  Pole  sind;  und  weil  die  Punkte  (0, 1,0) 
und   (0,0,1)  konjugierte   Pole  sind,  mufs  auch  b^g^O  sein. 
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Die  Gleichung  der  Kurve  wird  also: 

bi.yf +b,,y|  +  b33y|=0; 
sie  enthält  nur  die  Quadrate  der  Koordinaten. 

Von  den  drei  Koefficienten  bn,  b^^,  b^s  kann  aber  keiner 
gleich  null  werden,  weil  sonst  die  Determinante  verschwinden 
und  die  Gleichung  somit  eine  uneigentliche  Kurve  zweiter  Ord- 
nung darstellen  würde. 

4.  Statt  von  einem  Eckpunkte  kann  man  auch  von  einer 
Seite  des  Polardreiecks  ausgehen.  Man  wählt  zunächst  eine 
Gerade  I  willkürlich  und  legt  durch  ihren  Pol  1  eine  beliebige 
zweite  Gerade  IL  Dann  ist  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden 
der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  des  Punktes  1  mit  dem  Pole  2 
von  II.  Die  drei  auf  diese  Weise  gefundenen  Geraden  schliefsen 
ein  Dreieck  ein,  wofern  nur  keine  der  Geraden  I  und  II  die 
Kurve  berührt;  und  dies  Dreieck  ist  ein  Polardreieck. 

5.  Wenn  die  unendlichferne  Gerade  einen  Kegelschnitt  nicht 
berührt,  so  liegt  ihr  Pol  nicht  in  dieser  Geraden  und  ist  infolge 
dessen  ein  eigentlicher  Punkt.  Legt  man  durch  diesen  Punkt  M 
eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Kurve  in  den  Punkten  a  und  ß 
schneidet,  so  wird  die  Strecke  aß  im  Punkte  M  und  im  unend- 
lichfernen Punkte  der  Geraden  harmonisch  geteilt,  oder  die  Strecke 
aß  wird  im  Punkte  M  halbiert.  Der  Pol  der  unendlichfernen 
Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  jede  hindurchgehende  Sehne 
in  ihm  halbiert  wird.  Aus  diesem  Grunde  heifst  er  der  Mittel- 
punkt der  Kurve;  jede  durch  ihn  hindurchgehende  Gerade  nennt 
man  einen  Durchmesser  der  Kurve. 

6.  Nimmt  man  die  unendlichferne  Gerade  zu  der  einen  Seite 
eines  Polardreiecks,  so  kann  man  zur  zweiten  Seite  einen  belie- 
bigen Durchmesser  der  Kurve  wählen.  Dadurch  erhält  man  ein 
Polardreieck,  von  dem  zwei  Eckpunkte  ins  Unendlichferne,  der 
dritte  in  den  Mittelpunkt  fällt.  Die  beiden  eigentlichen  Geraden, 
welche  seiner  Begrenzung  angehören,  sind  zwei  Durchmesser, 
welche  als  konjugierte  Durchmesser  bezeichnet  werden.  Den 
einen  dieser  beiden  Durchmesser  kann  man  noch  willkürlich 
wählen;  dadurch  ist  der  andere  eindeutig  bestimmt. 

7.  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  Eckpunkt  eines  Polar- 
dreiecks geht,  trifft  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem  Punkte, 
der  zu  dem  ausgewählten  Eckpunkte  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte 
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mit  der  Geraden   harmonisch  liegt.     Durch  den  unendlichfemen 
Punkt  des  Durchmessers  MA  geht  jede  zu  ihm  parallele  Gerade; 
wenn  eine  solche  die  Kurve  in  den  Punkten  x  und  X  und  den 
konjugierten       Durch- 
messer   im    Punkte    ^ 
trifft,  so  wird  die  Sehne 
xX  im  Punkte  ^  und  in 
ihrem    unendlichfernen 
Punkte  harmonisch  ge- 
teilt;  sie  wird  mit  an- 
dern Worten  im  Punkte 
\i    halbiert.       Zugleich 
wird  aber  jede  Sehne, 
welche  durch  den  un- 
endlichfernen Punkt  des 

zu  MA  konjugierten  Durchmessers  MB  geht,  in  diesem  Punkte 
und  in  dem  Schnittpunkte  mit  MA  harmonisch  geteilt.  Zwei 
konjugierte  Durchmesser  haben  somit  die  Eigenschaft,  dafs  jede 
Sehne,  welche  zu  dem  einen  parallel  ist,  durch  den  andern  hal- 
biert wird. 

8.  Der  Pol  eines  Durchmessers  ist  der  unendlichferne  Punkt 
des  konjugierten  Durchmessers;  durch  ihn  gehen  die  beiden  Tan- 
genten, welche  im  Endpunkte  des  gegebenen  Durchmessers  an 
die  Kurve  gelegt  werden  können.     Mit  andern  Worten: 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers sind  zum  konjugierten  Durchmesser  (und  dem- 
nach auch  einander)  parallel. 

9.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  die  Tan- 
genten an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  zieht,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  durch  den  Pol  einer  jeden 
Geraden,  "welche  durch  den  gegebenen  Punkt  gelegt  werden  kann, 
somit  auch  durch  den  Pol  des  nach  diesem  Punkte  hin  gezogenen 
Durchmessers,  d.  h.  durch  den  unendlichfernen  Punkt  des  kon- 
jugierten Durchmessers.  Die  Berührungssehne  wird  durch  den 
ersten  Durchmesser  halbiert.  Sind  a  und  j9  die  Berührungspunkte 
der  von  jt  ausgehenden  Tangenten,  so  wird  die  Sehne  a<^  durch 
den  Durchmesser  M^  halbiert. 
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Die  Berührungssehne  von  zwei  beliebigen  Tangenten 
wird  durch  den  nach  ihrem  Schnittpunkte  gezogenen 
Durchmesser  halbiert. 

10.  Da  zwei  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  harmonisch  liegen 
zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit  der  Kurve,  so 
liegen  auch  zwei  konjugierte  Durchmesser  jedesmal  harmonisch 
zu  den  vom  Mittelpunkte  ausgehenden  Tangenten  der  Kurve  (den 
Asymptoten). 

Übungen: 

1)  a)  Wieviel  Bedingungen  für  die  Bestimmung  eines  Kegel- 
schnitts vertritt  die  Forderung,  dafs  er  ein  festes  Dreieck  zum 
Polardreieck  haben  soll? 

b)  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  bestimmen,  der  das 
Koordinatendreieck  zum  Polardreieck  hat  und  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  geht! 

c)  Alle  Kegelschnitte,  welche  ein  gegebenes  Polardreieck 
besitzen  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  haben  noch  drei 
weitere  Punkte  gemeinschaftlich.  Man  bestimme  die  Koordinaten 
dieser  drei  Punkte  unter  der  Annahme,  dafs  das  gegebene  Drei- 
eck Koordinatendreieck  und  der  gegebene  Punkt  der  Einheits- 
punkt ist. 
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d)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  ein  gegebenes  Polar- 
dreieck  hat  und  für  den  ein  Punkt  eine  vorgeschriebene  Polare 
besitzt. 

e)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  zwei  Gerade  zu 
konjugierten  Durchmessern  hat  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
geht. 

f)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  zwei  feste  Gerade 
zu  konjugierten  Durchmessern  hat  und  für  den  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  mit  einer  vorgeschriebenen  Geraden  zu- 
sammenfällt. 

2)  a)  Die  Tangenten,  welche  in  den  Schnittpunkten  einer 
Seite  eines  Polardreiecks  mit  einem  Kegelschnitt  an  denselben 
gelegt  werden  können,  schneiden  sich  jedesmal  im  dritten  Eck- 
punkte. 

b)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind 
dem  konjugierten  Durchmesser  parallel. 

c)  Die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  sind  die  End- 
punkte eines  Durchmessers. 

3)  a)  Ist  das  Dreieck  Xfiv  ein  Polardreieck  eines  Kegelschnitts, 
schneidet  die  Seite  X/i  in  a,  Xv  in  ß  und  treffen  die  Verbindungs- 
linien eines  beliebigen  Punktes  von  fiv  mit  den  Punkten  a  und  ß 
den  Kegelschnitt  zum  zweitenmale  in  /  und  d,  so  bilden  auch 
die  Geraden  Xy  und  X6  mit  fiP  ein  Polardreieck  der  Kurve. 

b)  Die  Schnittpunkte  paralleler  Sehnen,  welche  durch  die 
Endpunkte  konjugierter  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  gehen, 
treffen  die  Kurve  in  zwei  Punkten,  welche  ebenfalls  konjugierten 
Durchmessern  angehören. 

(Sind  Ma  und  Mß  konjugierte  Halbmesser,  sind  die  Sehnen 
ay  und  ßd  parallel,  so  sind  auch  My  und  Md  konjugierte  Halb- 
messer.) 

4)  a)  Die  Diagonalpunkte  eines  in  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Vierecks  sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  der 
Kurve. 

b)  Die  Seiten  eines  in  einen  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Parallelogramms  sind  einem  Paare  konjugierter  Durchmesser  pa- 
raUel. 

5)  a)  Sind  i,  fi,  v  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks,  ist  a 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  wird  die  Kurve  von  den  Geraden 
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aX  und  ofi  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  mit  dem  Punkte 
V  in  gerader  Linie  liegen. 

b)  Man  kann  einem  Kegelschnitt  unendlich  viele  Dreiecke 
einbeschreiben,  deren  Seiten  (teils  zwischen  den  Eckpunkten,  teils 
in  der  Verlängerung)  der  Reihe  nach  durch  die  Eckpunkte  eines 
seiner  Polardreiecke  gehen. 

c)  Die  durch  einen  Punkt  eines  Kegelschnitts  zu  konjugierten 
Durchmessern  gezogenen  Parallelen  treffen  die  Kurve  noch  in 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers. 

d)  Die  Verbindungslinie  eines  Punktes  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind  konjugierten 
Durchmessern  parallel. 

6)  a)  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  seinen  Mittelpunkt 
und  drei  seiner  Punkte. 

b)  Nachdem  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeben  sind, 
kann  man  den  Mittelpunkt  noch  willkürlich  wählen. 

c)  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  seinen  Mittelpunkt 
und  eines  seiner  Polardreiecke. 

7)  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Durchmessern  ist  jedesmal 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  konjugierten  Durchmesser. 

8)  Die  Polare  zu  dem  unendlichfernen  Punkte  eines  Durch- 
messers ist  der  konjugierte  Durchmesser. 

9)  a)  In  den  Schnittpunkten  zweier  Seiten  eines  Polardrei- 
ecks sind  die  Tangenten  an  die  Kurve  gelegt;  man  suche  den 
geometrischen  Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Tangenten,  wenn  die 
beiden  schneidenden  Seiten  sich  so  um  ihren  gemeinsamen  Punkt 
drehen,  dafs  sie  immer  mit  der  dritten  gegebenen  Seite  ein  Polar- 
dreieck der  Kurve  bilden. 

b)  Man  soll  den  Ort  der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten 
bestimmen,  welche  in  den  Endpunkten  konjugierter  Durchmesser 
an  die  Kurve  gelegt  werden  können. 

10)  a)  Verbindet  man  die  Punkte,  in  denen  zwei  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  eine  dritte  Tangente  treffen,  mit  einem  Punkte 
der  Berührungssehne,  so  sind  diese  geraden  Linien  zwei  Seiten 
eines  Polardreiecks  der  Kurve. 

b)  Die  Punkte,  in  denen  zwei  parallele  Tangenten  von  einer 
beliebigen  dritten  Tangente  eines  Kegelschnitts  getroffen  werden, 
gehören  konjugierten  Durchmessern  an. 
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§  16. 
Das  Linienpaar. 

1.  Wir  haben  bisher  angenommen,  dafs  die  Determinante 
aus  den  Koefüicienten  der  Gleichung 

(1)    JSaixX/  xx  =0 

nicht  verschwindet,  dafs  es  daher  auch  keinen  Punkt  (g)  giebt, 
dessen  Koordinaten  den  Gleichungen  genügen: 

(2)    a,ig, +a,,g,+a,3g3=0 

Diejenigen  Kurven,  zu  denen  wir  unter  dieser  Annahme  ge- 
langten, nannten  wir  eigentliche  Kurven  zweiter  Ordnung.  Wir 
wollen  jetzt  die  uneigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  unter- 
suchen und  nehmen  zu  dem  Ende  zuvörderst  an,  es  gebe  einen 
einzigen  Punkt  (g),  durch  dessen  Koordinaten  die  Gleichungen 
(2)  befriedigt  werden. 

Die  Gleichung 

(3)     j:a.xxxgx=0, 

welche  die  Bedingung  dafür  darstellt,  dafs  die  Punkte  (g)  und  (x) 
konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sind,  kann  auch  in 
der  Form  geschrieben  werden: 

xi  (a,ig,  +  aigg«  +  aiagji)  +  x,  (a,,gi  +  aa^g,  +  ajög») 

+  xs  (asig,  -f  agjg,  +  assgs)  =  0. 
Da  hierin  nach  (2)  die  Koefficienten  von  Xi,  x^,  Xs  ver- 
schwinden, wird  die  Gleichung  (3)  für  jeden  Punkt  (xi^  x^,  Xs) 
befriedigt;  der  Punkt  (g)  ist  konjugierter  Pol  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene.  Wir  nennen  ihn  den  singulären  Punkt 
der  Kurve. 

Die  Gleichung  (3)  wird  auch  befriedigt,  wenn  man  den  Punkt 
(x)  durch  den  Punkt  (g)  ersetzt;  somit  gehört  auch  der  singulare 
Punkt  der  Kurve  (1)  an. 

2.  Damit  die  Kurve  nur  einen  singulären  Punkt  besitzt,  damit 

also  alle  Lösungen  der  Gleichungen  (2)  aus  einer  einzigen  durch 

Multiplikation  mit  demselben  Faktor  erhalten  werden,  mufs  die 

aus  den  Koefficienten  dieser  Gleichungen  gebildete  Determinante 
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verschwinden,  ohne  dafs  ihre  sämtlichen  Unterdeterminanten  gleich 
null  sind.     Es  mufs  daher 

au     ai  s     ai  8 

(4)  321        ^28       a2S  =    0 

j     äsi       a32       äS8 

sein;  aber  unter  den  Unterdeterminanten  der  linken  Seite  mufa 
sich  mindestens  eine  befinden,  die  von  null  verschieden  ist.  Dies 
ist  die  Annahme,  die  wir  vorläufig  unsern  Untersuchungen  zu 
Grunde  legen. 

3.  Soll  der  Punkt  (x)  konjugierter  Pol  zu  einem  gegebenen 
Punkte  (x')  sein,  so  mufs  die  Bedingung  erfüllt  werden: 

(5)     U^iixXiXx  =0, 

welche  sowohl  in  der  Form 

(5')     Xi  2"a;xXx'  +  xs  ^agxXx  +  Xs  -TasxXx' 

als  auch  in  der  Form 

(5")     Xi'  -SaixXx  +  Xi'  -SagxXx  +  X3'  -TasxXx  =  0 

geschrieben  werden  kann.  Die  Form  (5)  zeigt,  dafs  die  Koeffi- 
cienten  von  Xi,  X2,  Xs  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  sobald 
der  Punkt  (x')  vom  Punkte  (g)  verschieden  ist.  Daher  haben  alle 
Punkte  der  Ebene  mit  Ausnahme  des  singulären  Punktes  eine 
Polare;  d.  h.  zu  einem  jeden  solchen  Punkte  sind  nur  diejenigen 
Punkte  konjugierte  Pole,  welche  auf  einer  bestimmten  Geraden 
liegen. 

Aus  der  Form  (5")  geht  hervor,  dafs  die  Gleichung  (5)  be- 
friedigt wird,  wenn  man  (xi,  X2,  X3)  durch  (gi,  &,  ä)  ersetzt. 
Die  Polare  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  geht  durch 
den  singulären  Punkt. 

4.  Allgemein  ist 

ÜZix  Xi'  Xx"  +  fl  S^ix  §/  Xx"  +  V  S^iix  x/  gx  +  fli'  JSZtx  gi  |x. 

In  unserm  Falle  verschwinden  die  Koefficienten  von  ^,  v 
und  von  fiv  wegen  der  Bedingungen  (2).  Wenn  jetzt  die  Punkte 
(x')  und  (x")  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind,  wenn 
also  die  Gleichung  befiriedigt  ist: 

ÜZixXiXx"  =  0, 
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SO  verschwindet  auch  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der 
letzten  Gleichung.    Daher  sind  auch  die  Punkte 
(x,'+jM§i,X2'+^g2,  xs'+jugs)  und  (x,"+i;g,,  x/'+rg«,  Xs^+rga) 
konjugierte  Pole.     Nun  stellen  die  Koordinaten 

(Xi'  +  //gl,    X2'  +  //g«,    X3'  +  jMgs) 

einen  beliebigen  Punkt  auf  der  Geraden  dar,  welche  den  Punkt 
(x')  mit  dem  singulären  Punkte  (g)  verbindet.     Ebenso  ist 

(xr^  +  i;gi,  X,''  4-  P^f.  xs"  +  i^ga) 
ein   beliebiger  Punkt  auf  der  Verbindungslinie   der  Punkte  (x") 
und  (g).     Wenn  daher  (x)  und  (x*)  zwei  konjugierte  Pole  sind, 
so  ist  auch  jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  den  Punkt  (x")  mit 
dem  singulären  Punkte  verbindet,  konjugiert  zu  jedem  Punkte  auf 


der  Verbindungslinie  des  Punktes  fx)  mit  dem  singulären  Punkte. 
Jede  dieser  beiden  Geraden  ist  Polare  zu  allen  Punkten  der  andern. 
Alle  Punkte,  welche  mit  dem  singulären  Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  haben  dieselbe  Polare. 

Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  einen  singulären 
Punkt  hat,  so  werden  die  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Geraden    einander   paarweise   so   zugeordnet,   dafs   die 
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eine  der  beiden  einander  entsprechenden  Geraden  jedes- 
mal die  Polare  zu  allen  auf  der  andern  Geraden  liegenden 
Punkten  ist. 

Wir  nennen  zwei  solche  Gerade  konjugierte  Polare  in 
Bezug  auf  die  Kurve. 

5.  Wenn  ein  Punkt  auf  der  Kurve  (1)  liegt,  so  mufs  jeder 
Punkt  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  singulären  Punkte  kon- 
jugierter Pol  zu  allen  Punkten  dieser  Geraden  sein;  diese  Ver- 
bindungsgerade wird  daher  selbst  der  Kurve  angehören.  Davon 
überzeugt  man  sich,  ohne  auf  den  vorangehenden  Satz  Rücksicht 
zu  nehmen,  in  folgender  Weise: 

Es  ist: 

-Taix  (Xi  +  /ji^i)  {xx  +  fi§x)  = 
2.ZixXi  Xx  +  fiSzixgi  Xx  +fil!atxxi  |x  +  fi^  S^itx^i  §x 

=  ^  Üix  Xt  Xx  . 

Wenn  also  der  Punkt  (xi,  xj,  X3)  auf  der  Kurve  liegt,  so 
gehört  ihr  auch  der  Punkt  (xi  -f-jt/gi,  xg  +iiity  x«  +  fi^i)  an. 
Somit  zerfällt  die  Kurve  in  gerade  Linien.  Nun  schneidet  jede 
der  Geraden,  aus  denen  unsere  Kurve  besteht,  eine  beliebige 
gerade  Linie  in  einem  Punkte;  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der 
Kurve  ist  also  gleich  der  Zahl  der  Geraden. 

Jede  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  einen  (ein- 
zigen) singulären  Punkt  enthält,  zerfällt  in  ein  Geraden- 
paar. 

6.  Diese  Behauptung  können  wir  auch  auf  einem  andern 
Wege  beweisen.  Wir  beziehen  die  Kurve  auf  ein  Koordinaten- 
dreieck, von  dem  zwei  Seiten  yi  =0,  y«  =  0  konjugierte  Polare 
sind,  während  die  dritte  Seite  ys  =  0  willkürlich  ist.  Wenn  die 
Gleichung  der  Kurve  in  den  neuen  Koordinaten  ist: 

Sbixyi  yx  =  0, 
so   gehen   die   Gleichungen  (2),    weil   der   singulare   Punkt   die 
Koordinaten  (0,  0,  1)  hat,  über  in 

bi3=0,  b,s=0,  b,5=0. 
Es  sollen  aber  auch  die  Punkte  (1,  0,  0)  und  (0,  1,  0)  kon- 
jugierte Pole   in  Bezug   auf  die  Kurve   sein;    daher   mufs   aucii 
bi  2  =  0  sein.    Die  Gleichung  nimmt  also  in  den  neuen  Koordi- 
naten die  Gestalt  an: 

(6)     b,^yf+b„y|=ü. 
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Von  den  beiden  Koefficienten  hn  und  ht^  darf  keiner  gleich 
null  sein,  weil  sonst  die  sämtlichen  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwänden. 

Wenn  für  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Deter- 
minanteverschwindet, ohne  dafs  die  sämtlichen  Unter- 
determinante n  gleich  null  sind,  so  läfst  sich  die  Gleichung 
der  Kurve  durch  zwei  Quadrate  darstellen. 

7.  Die  Gleichung  (6)  kann  man  leicht  in  das  Produkt  von 
zwei  linearen  Faktoren  zerlegen;  es  ist  nämlich 

biiy!+bg,y|=  

(yi  ^Ki  +y,  y-^2.)  (Yi  ^b,,  -y,  >^- b„). 

Die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  entweder 

oder 

ist,   wenn  also   der  Punkt  auf  einer  der  beiden  Geraden   liegt, 
welche  durch  diese  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Wir  fassen  die  Resultate  in  folgender  Weise  zusammen: 
Wenn  für  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Deter- 
minante verschwindet,  so  zerfällt  die  Kurve  in  zwei 
gerade  Linien;  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  sin- 
gulare Punkt,  dem  jeder  Punkt  der  Ebene  als  Pol  zuge- 
ordnet ist.  Wenn  zwei  durch  den  Schnittpunkt  gehende 
gerade  Linien  harmonisch  liegen  zu  den  Geraden  des 
Paares,  so  sind  sie  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  die 
Kurve;  zu  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  ist  jedesmal 
die  andere  konjugierte  Polare. 

Übungen : 

1)  Welche  Linienpaare  werden  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen dargestellt? 

a)  3xf  -f  2x,Xj  —  x|  +  Sx^Xj  -f  9x|  =  0. 

b)  3xJ  +  lOx^x,  +  7x|  +  4x^X3  +  Sx.x,  +  x|  =  0. 

c)  2xf  —  5xiX,  —  3x|  +  9x^X3  —  13x,X3  +  IOx|  =  0. 
(Indem  man  für  die  linke  Seite  die  Form 

(mixi  -f  mjx,  +  msXs)  (n,Xi  +  n,x,  -f  n^x^) 
ansetzt,  sieht  man  sehr  leicht,  welche  Werte   man  den  Koeffi- 
cienten m  und  n  beilegen  mufs.) 
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2)  Man  zeige,  dafs  die  Determinanten  aus  den  Koefficienten 
der  in  1)  angegebenen  Gleichungen  verschwinden. 

3)  Man  zerlege  die  in  drei  Variabein  homogene  quadratische 
Form  S^ixXi  xx,  für  welche  die  Determinante  aus  den  Koeffi- 
cienten verschwindet,  in  zwei  lineare  Faktoren. 

Wenn  die  Determinante  verschwindet,  aber  a^agj  —  aj*, 
von  null  verschieden  ist,  so  kann  man  zwei  Koefficienten  X  und 
fi  in  der  Weise  bestimmen,  dafs  ist: 

ai3  =^2in  +  (i^iiy  a28  =^a2i  +  fi^ny 
ass  =  -^asi  +  (i2L^2  =  X%y  +  2XfiZii  +fi%2. 
Jetzt  setze  man  yi  =  xi  +  Xx^,  yj  =  x^  -|"  ^a  i  alsdann  wird 
die  gegebene  Form  gleich 

^iiyf +  2ai2y,y2+a22yi  = 


—  (^1171  +(ai2  ^a^^j  — aiia2j)y 
11   \ 


2 


aiiyi+(ai2-->^ai2^  ~a,ia,,)y,J 


4)  Man  stelle  die  Form  SaixUi  xx  vermittelst  der  Variabein 
xi,  X2,  X3  und  der  Koefficienten  an,  ai2,  a22,  ais,  a2s  dar,  nach- 
dem ass  so  bestimmt  ist,  dafs  die  Determinante  verschwindet. 

5)  Man  stelle  die  linken  Seiten  der  in  1)  angegebenen  Glei- 
chungen durch  zwei  Quadrate  dar. 

6)  Man  weise  direkt  nach,  dafs  die  Gleichung  für  jedes 
Geradenpaar  eine  verschwindende  Determinante  hat. 

(Es  sei 
JSaixXi  Xx  =  (niiXi  +  m2X2  -f  max»)  (UiXi  -f-  n2X2  +  naXa). 
Dann  folgt 

2aii  =2mini,  2ai2  =min2  +m2ni   u.  s.  w. 
Für  den  Schnittpunkt  (gi,  §2?  gs)  der  Geraden  (m)  und  (n)  ist 

migi  +  ni2§2  +  msgs  =  0,  n,gi  -f  n^g«  +  nggs  =  0. 
Somit  ist  auch 
2 (angi  +  ai2g2  +  aiaXs)  =  mi  (uigi  +  ngg«  +  nsga) 

+  ni  (migi  +  ^9^2  +  mala)- 
Daraus  folgen  die  oben  unter  (2)  angegebenen  Gleichungen,  aus 

denen  sich  das  Verschwinden  der  Determinante  ergiebt.) 

7)  Man  zeige  durch  Rechnung,  dafs,  wenn  für  die  Gleichung 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Determinante  aus  den  Koeffi- 
cienten bei  einem  bestimmten  Koordinatensystem  verschwindet,  die 
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Koefficienten  für  jedes  andere  Koordinatensystem  dieselbe  Eigen- 
schaft haben. 

(Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Satz  über  die  Multiplikation 
zweier  Determinanten.) 

8)  Welche  Verschiedenheit  zeigt  ein  Linienpaar  in  seinen 
Polareigenschaften  von  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  ? 

Man  beantworte  folgende  Fragen: 

Hat  jeder  Punkt  in  Bezug  auf  ein  Linienpaar  eine  Polare? 

Können  alle  Gerade  als  Polare  in  Bezug  auf  ein  Linienpaar 
angesehen  werden? 

Hat  eine  Gerade,  falls  sie  Polare  für  ein  Linienpaar  ist,  einen 
einzigen  Pol? 

§  17. 
Die  Doppelgerade. 

1.  Wenn  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  der  Deter- 
minante 

au     ais     ais 

asi     a82     ^is 
^31     asj     aas 
verschwunden,  so  kommen  die  Gleichungen: 

an  gl  +  augi  +  ai^gs  =  0 
(1)     aaigi  +  ajjfg,  +  ajggs  =  0 
asigi  +  a82§2  +  assgs  =  0 
auf  eine  einzige  Gleichung  hinaus.     Den  drei  Gleichungen  ge- 
nügen alle  Punkte  einer  geraden  Linie.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden 
befriedigt  die  Gleichung 

i'aixXi  gx  =  0 

bei  beliebigen  Werten  von  xi,  xj,  xs;  er  ist  konjugierter  Pol  zu 
allen  Punkten  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  Kurve 

(2)     U^ixXi  xx  =ü. 

Unter  der  angegebenen  Bedingung  gehört  zur  Kurve  eine 
singulare  Linie,  d.  h.  eine  Gerade,  deren  Punkte  konjugierte  Pole 
zu  allen  Punkten  der  Ebene  sind. 

2.  Gehört  der  Punkt  (x'j  der  singulären  Linie  nicht  an,  so 
hat  seine  Polare  die  Gleichung: 

{3)    xi'  ^atxXx  +  xx'  -Ta.^xXx  -f  X3'  iajxXx  =  0. 
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Da  die  drei  Summen  in  dieser  Gleichung  sich  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  stellt  sie  bei  jedem 
Werte  (xj",  Xj',  xa)  die  singulare  Linie  dar.  Somit  ist  die  sin- 
gulare Gerade  gemeinschaftliche  Polare  für  alle  Punkte  der  Ebene. 

3.  Schon  hieraus  können  wir  schliefsen,  dafs  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (2)  das  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  darstellt. 
Der  Gleichung  können  nur  solche  Punkte  genügen,  die  in  ihrer 
Polare  liegen;  die  einzige  Polare  ist  die  singulare  Linie;  also  wird 
die  Gleichung  nur  für  die  Punkte  dieser  Geraden  befriedigt.  Da 
sie  aber  zugleich  vom  zweiten  Grade  ist,  mufs  sie  ein  vollstän- 
diges Quadrat  sein. 

4.  Dasselbe  erkennen  wir  bei  einer  andern  Wahl  der  Koordi- 
naten. Wir  wählen  die  singulare  Gerade  zur  ersten  Seite  yi  =  0 
des  Koordinatendreiecks  und  nehmen  zwei  andere  Gerade  ys  =»  0 
und  y3  =  0  beliebig  hinzu.  Die  Gleichung  der  Kurve  nimmt 
hierbei  die  Gestalt  an: 

2hixyi  yx  =  0, 
und  die  singulare  Gerade  yi  =  0  mufs  den  Gleichungen  genügen: 

buyi  +bny8  -|-bi8y8=0 
bgiyi  +b2,y8  +  bjsys  =0 
bsiys  +b8iyi  +bs8y3  =0. 
Daher  mufs  bia  =bi8  =b28  =b28  =b88  =  0  sein  und  die 
Gleichung  (2)  übergehen  in 

biiy!=o. 

5.  Wenn  also  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  gebildete  Determinante  nicht  nur  selbst 
verschwindet,  sondern  auch  alle  ihre  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  null  sind,  so  stellt  die  Gleichung  eine  Doppelgerade 
dar.  Diese  Gerade  ist  Polare  zu  allen  Punkten  der  Ebene,  und 
zu  jedem  ihrer  Punkte  sind  alle  Punkte  der  Ebene  konjugierte  Pole. 

Übungen : 

1)  Wenn  in  der  Form  (1)  der  Koefficient  an  von  null  ver- 
schieden ist,  aber  alle  Unterdeterminanten  verschwinden,  so  soll 
der  Ausdruck  in  ein  Quadrat  verwandelt  werden. 

(Setzt  man  ai2  =>lan,  aia  =ji/an,  so  kann  man  alle  Koeffi- 
cienten durch  an,  Jl,  fi  ausdrücken  und  erhält  die  Darstellung: 
au  (xi  +  XXi  +  ^X3)»). 
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2)  Man  wende  diese  Regel  auf  folgende  Beispiele  an: 

a)  4xJ  +  12xiX,+9x|+4xiX,+6x,X3+x|=0. 

b)  4xf  +  4xiX,  +x|  +  Jx^Xg  +|x,X3  +  ix»  =0. 

3)  a)  Wenn  a^j  von  null  verschieden  ist,  aber  die  Unter- 
determinanten 

^11^28  ^12»    ^11^88         ^18>    ^11^28  ^21^13 

verschwinden,  so  haben  alle  Unterdeterminanten  der  Determinante 
A  den  Wert  null. 

b)  Dasselbe  tritt  ein,  wenn  a^^  von  null  verschieden  ist,  aber 
die  Unterdeterminanten 

^1 1^2  2  ^12>    ^12^2  8  ^18^2  2>    ^12^8  8  ^13^8  2 

verschwinden. 

c)  Damit  die  Gleichung  J?a<xXiXx  =  0  eine  Doppelgerade 
darstellt,  müssen  zwischen  den  sechs  Koefficienten  drei  Bedingungen 
bestehen. 

(Dies  folgt  aus  a)  und  b),  kann  aber  auch  durch  Vergleichung 
der  Zahl  der  Koefficienten  einer  quadratischen  und  einer  linearen 
Form  bewiesen  werden.) 

§  18. 
Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  In  betreff  der  Determinante 

^11        ^12       ^13      ! 

(1)        a^i     a82     a2s    ,, 

^81        ^32        ^ss 

welche  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung : 

(2)    -Ta^xx*  xx  =  0 
gebildet  wird,  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Die  Determinante  ist  von  null  verschieden. 

II.  Die  Determinante  verschwindet,  aber  mindestens  eine  ihrer 
Unterdeterminanten  ist  von  null  verschieden. 

III.  Die  sämtlichen  Unterdeterminanten   zweiten  Grades  sind 
gleich  null. 

Hierdurch  wird  auch  eine  naturgemäfse  Einteilung  der  Kurven 
begründet. 

2.  Im  Falle  I  stellt  die  Gleichung   eine   eigentliche  Kurve 
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zweiter  Ordnung  dar.  Jeder  Punkt  der  Ebene  hat  eine  einzige 
Polare,  und  jede  Gerade  kann  zur  Polare  eines  Punktes  gewählt 
werden.  Keine  Gerade  gehört  der  Kurve  ganz  an;  jede  hat  viel- 
mehr mit  ihr  höchstens  zwei  Punkte  gemeinschaftlich.  Ihre  Glei- 
chung läfst  sich  als  Summe  von  drei  Quadraten  darstellen. 

3.  Im  Falle  II  stellt  die  Gleichung  ein  Geradenpaar  dar.  Der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ist  konjugierter  Pol  zu  allen 
Punkten  der  Ebene.  Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
sind  einander  paarweise  derartig  zugeordnet,  dafs  jede  Gerade 
eines  Paares  die  Polare  zu  allen  Punkten  der  andern  Geraden  ist. 

4.  Endlich  stellt  die  Gleichung  im  Falle  III  eine  Doppel- 
gerade dar.  Zu  jedem  Punkte  dieser  Geraden  sind  alle  Punkte 
der  Ebene  konjugierte  Pole;  sie  selbst  ist  die  Polare  zu  allen  ihr 
nicht  angehörenden  Punkten  der  Ebene. 

5.  Um  eine  weitere  Einteilung  zu  begründen,  stellen  wir  die 
Gleichung  als  Summe  von  Quadraten  dar.  Im  Falle  I  wird  die 
Gleichung  hierdurch 

a^Xj  -f-  agXg  +  agXg  =  ü. 

Hier  haben  entweder  alle  drei  Koefficienten  dasselbe  Vor- 
zeichen oder  einer  hat  ein  anderes  Vorzeichen  als  die  beiden 
andern.  Da  wir  aber  auch  den  Einheitspunkt  willkürlich  wählen 
können,  so  brauchen  wir  nur  die  Fälle  zu  unterscheiden: 

A)  xf+x|+xi=0. 

B)  xf +x|— x|=0. 

6.  Die  Gleichung:  xf  -f  x|  -|-  x|  =  0  wird  für  keinen  reellen 
Punkt  befriedigt.  Jede  reelle  Gft'ade  hat  zwei  imaginäre  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein,  und  von  jedem  reellen  Punkte  gehen  zwei 
imaginäre  Tangenten  aus.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Kurve 
sei  imaginär.  Ein  reeller  Punkt  hat  auch  eine  reelle  Polare 
und  jede  reelle  Gerade  einen  reellen  Pol;  aber  kein  Pol  liegt  in 
seiner  Polare. 

7.  Dagegen  stellt  die  Gleichung 

xf +x|-x|=0 

eine  reelle  Kurve  dar,  weil  man  dem  Verhältnis  xg  :  xj  jeden 
Wert  geben  kann,  der  kleiner  als  eins  ist,  und  dazu  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Wene  von  xi  :  xs  findet. 

Jede  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  (0,  0,  1)  geht,  schneidet 


§  18.    Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung.  101^ 

die  Kurve.    Setzt  man  nämlich  für  Xi   den  Wert  Xi  =  kxj  in  die 
Gleichung  (IB)  ein,  so  wird  die  Gleichung 

(k«  +  l)  x}  =  x|, 
woraus  sich  bei  jedem  Werte  von  k  zwei  reelle  Weite  für  das 
Verhältnis  Xj  :  xs  ergeben. 

Man  kann  auch  den  Punkt  (0, 0,  1)  mit  einem  Punkte 
(yi>  yaj  0)  der  Geraden  xj  =0  verbinden;  dann  hat  ein  beliebiger 
Punkt  der  Verbindungslinie  die  Koordinaten  yi,  72,  (o.  Setzt 
man  diese  Werte  in  IB)  ein,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von 
CD  die  Gleichung: 

yf +yi  =  «^*» 

deren  Wurzeln  stets  reell  sind. 

Dagegen  gehen  durch  den  Punkt  (1,  0,  0)  sowohl  schneidende 
als  nichtschneidende  Gerade  hindurch.  Setzt  man  xa  =  kxg  in 
die  Gleichung  der  Kurve  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

xf  +  (l-k«)x|  =  0; 
diese  liefert  für  k  =  ±l  gleiche,  für  k'<Cl   imaginäre  und  für 
k*>l  reelle  Wurzeln. 

Wir  haben  hier  zwei  Punkte  gefunden,  welche  der  Kurve 
gegenüber  ganz  verschiedene  Lage  haben :  durch  den  einen  Punkt 
gehen  nur  schneidende  Linien,  durch  den  andern  auch  nicht- 
schneidende und  Tangenten.  Von  den  Punkten  der  einen  Art 
können  wir  zu  denen  der  andern  Art  nur  dadurch  gelangen,  dafs 
wir  durch  die  Kurve  selbst  hindurchgehen.  Daher  zerfällt  die 
Ebene  der  Kurve  gegenüber  in  zwei  Teile,  das  Innere  und  das 
Äufsere  der  Kurve:  durch  einen  Punkt  des  Innern  gehen  nur 
schneidende,  durch  einen  Punkt  des  Äufsern  auch  nichtschneidende 
und  berührende  Gerade. 

8.  Wir  wollen  dies  direkt  nachweisen.  Ein  Punkt  (gj,  g«,  §s) 
sei  so  gewählt,  dafs 

§f +  §!-§!<  0 

ist.     Diesen  Punkt  verbinde  man   mit  einem  Punkte  {rji,  1/2  >  0) 
der  Linie  X3  =  0  durch  eine  Gerade.     Damit  ein  Punkt 

dieser  Geraden  auf  der  Kurve  liegt,  mufs  a>  der  Gleichung 

(§1  +  <^rj,Y  +  (§2  +  ani^y  -  11  =  0 
oder  der  Gleichung: 

ö>'  ivl  +  Vi)  +  2«  (§11?,  +  §2^«)  +  (§?  +  §i  -  §1)  =  0 
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genügen.    Diese  hat  aber  zwei  reelle  Wurzeln,  weil  der  Koefficient 
von  09^  positiv,  das  absolute  Glied  aber  negativ  ist. 

9.  Die  Geraden  der  Ebene  zerfallen  der  Kurve  gegenüber  in 
drei  Gruppen,  in  schneidende,  nichtschneidende  und  Tangenten. 
Die  nichtschneidenden  Geraden  gehören  ganz  dem  Äufsern  an; 
die  Tangenten  haben  einen  Punkt  mit  der  Kurve  gemeinschaft- 
lich, während  alle  ihre  übrigen  Punkte  im  Äufsern  liegen;  die 
schneidenden  Geraden  liegen  zum  Teil  im  Innern  und  zum  andern 
Teil  im  Äufsern. 

Von  den  drei  Eckpunkten  eines  Polardreiecks  liegen  jedesmal 
zwei  im  Äufsern  und  einer  im  Innern  der  Kurve;  zwei  seiner 
Seiten  schneiden  die  Kurve,  die  dritte  liegt  in  ihrem  Äufsern. 

10.  jedes  Geradenpaar  kann  als  Summe  zweier  Quadrate 
dargestellt  werden.  Wir  haben  zu  unterscheiden,  ob  diese  Qua- 
drate dasselbe  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben.  Demnach 
erhalten  wir  die  beiden  Arten: 

II  A)  xf  +  x|  =  0. 
B)  xj  —  x|  =  0. 

Im  Falle  A)  ist  der  singulare  Punkt  (0,  0,  1)  der  einzige 
reelle  Punkt  der  Kurve;  die  Geraden  selbst  sind  imaginär.  Im 
Falle  B)  besteht  die  Linie  aus  den  beiden  reellen  Geraden: 

X|  -}-  Xj  =  0  und  xi  —  xj  =  0. 

11.  Hiernach  können  wir  die  Kurven  zweiter  Ordnung  in 
folgender  Weise  einteilen: 

I.  Der  eigentliche  Kegelschnitt. 

A)  Der  imaginäre  Kegelschnitt. 

B)  Der  reelle  Kegelschnitt. 
II.  Das  Geradenpaar. 

A)  Paar  von  imaginären  Geraden. 

B)  Paar  von  reellen  Geraden, 
ni.  Die  Doppelgerade. 

Übungen : 

1)  Zu  welcher  der  angegebenen  fünf  Arten  gehören  folgende 
Kurven : 

a)  6xf  +  lOxjX,  +  6x|  +  8x^X3  +  8x,x,  +  3x|  =  0. 

b)  4xf  +  2xiXj  —  2x|  +  4X1X3  —  x|  =  0. 

c)  5xf  +  6xiX,  +  2x|  +  6x1X3  +  4x,X3  +  2xJ  =  0. 
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d)  3xf  —  3x|  +  2X1X3   -  2x^X8  =  0. 

e)  4xf  +  4x^X2  +  x|  +  4x1X3  +  ^JxjXg  +  x|  =  0. 

f )  3xf  +  3x|  +  3x|  —  2x1X2  —  2X1X3  —  2x,X3  =  0. 

g)  xf  —  x|  —  x|  —  OXjXj  —  2X1X3  +  2x^X3  =  0. 
h)  xf  —  2xiXj  -f  x|  +  xf  =  0. 

i)   x>  —  2xiX,  +  x|  —  6x1X3  +  6xjX,  H-  x|  =  0. 

k)  xj  +  xj  —  6x1X3  —  lOxgXg  +  9x|  =  0. 

1)    3xf  +  2xix,  -  x|  +  8x1X3  +  4x|  =  0. 

m)  xf  +  4x1X2  +  4x|  +  6X1X3  +  12x3X3  +  9x|  =  0. 

2)  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dafs  die  Gleichung  JSzixXi  xx  =  0  mit  der  Determinante  A  einen 
imaginären  Kegelschnitt  darstellt,  kommen  darauf  hinaus,  dafs  das 
Produkt  an  .  A  und  der  Ausdruck  anas^  — ^i'^  einen  positiven, 
nicht  verschwindenden  Wert  haben. 

3)  Wenn  zwei  der  drei  Koefficienten  au,  a2  2,  aas  ungleiches 
Vorzeichen  haben,  so  stellt  die  Gleichung  entweder  eine  Kurve 
der  Art  I B)  oder  II B)  dar. 

4)  Welche  Willkür  besteht  in  der  Wahl  der  neuen  Koordi- 
naten, falls  in  ihnen  nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen  vor- 
kommen sollen?  Zeigt  sich  in  dieser  Hinsicht  ein  Unterschied, 
falls  die  Kurve  zweiter  Ordnung  eine  eigentliche  Kurve,  ein  Linien- 
paar oder  eine  Doppelgerade  ist.»* 

5)  Wenn  die  Determinante  verschwindet,  so  haben  die  Gröfsen 
^11^2«  -^i%y  ^11^8  8  —^123,  a2  2a3  3  —  a,«3,  soweit  sie  nicht  null 
sind,  dasselbe  Vorzeichen,  und  zwar  das  positive  oder  negative, 
jenachdem  das  Linienpaar  imaginär  oder  reell  ist. 

6)  Für  die  in  1)  angegebenen  eigentlichen  Kurven  suche 
mao  Polardreiecke, 

a)  solche,  bei  denen  ein  Eckpunkt  mit  einem  der  Punkte 
(1,  0,  0)  oder  (0,  1,  0)  oder  (0,  0,  1), 

b)  solche,  bei  denen  eine  Seite  mit  einer  der  gegebenen 
Koordinatenseiten  zusammenfällt. 

7)  Wie  drückt  sich  bei  den  in  1)  enthaltenen  eigentlichen 
reellen  Kurven  die  Bedingung  für  einen  Innenpunkt  aus? 
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Die  Kurven  zweiter  Ordnung  und  die  unendlichferne  Gerade. 

1.  Bei  unsern  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  die  un- 
endiichferne  Gerade  in  gleicher  Weise  wie  die  übrigen  geraden 
Linien  behandelt.  In  Wirklichkeit  hat  aber  die  unendlichferne 
Gerade  nur  uneigentliche  Punkte.  Wir  müssen  daher,  wenn  wir 
eine  Kurve  allseitig  charakterisieren  wollen,  ihre  Lage  zur  un- 
endlichfernen Geraden  in  Betracht  ziehen. 

Um  diese  Gerade  auch  äufserlich  zu  bevorzugen,  wählen  wir 
sie  zu  der  einen  Seite  des  Koordinatendreiecks;  wir  ersetzen  also 
nach  §  11,  3  unsere  allgemeinen  durch  Cartesische  Koordinaten, 
die  im  allgemeinen  schiefwinklig  sein  werden.  Da  aber  hierbei 
über  den  Einheitspunkt  in  bestimmter  Weise  verfügt  wnrd,  können 
wir  nicht  mehr,  wie  wir  im  letzten  Paragraphen  gethan  haben, 
die  Koefficienten  sämtlich  =  ±  1  setzen. 

2.  Da  ein  eigentlicher  imaginärer  Kegelschnitt  (I A)  mit  jeder 
Geraden  zwei  imaginäre  Punkte  gemein  hat,  kann  die  Lage  zur 
unendlichfernen  Geraden  keine  weitere  Einteilung  dieser  Kurven 
begründen.  Der  Darstellung  legen  wir  ein  Polardreieck  zu  Grunde, 
von  dem  eine  Seite  ins  Unendlichferne  fällt;  das  entsprechende 
Cartesische  Koordinatensystem  hat  den  Mittelpunkt  zum  Anfangs- 
punkte und  zwei  konjugierte  Durchmesser  zu  Axen.  In  ihnen 
lautet  die  Gleichung: 

X*        v* 

,-i  +  J-i  +  i  =  o- 

3.  Einem  reellen  eigentlichen  Kegelschnitte  gegenüber  zer- 
fallen die  Geraden  der  Ebene  in  drei  Gruppen:  entweder  liegen 
sie  ganz  im  Äufsern  der  Kurve,  oder  sie  berühren  oder  sie 
schneiden  dieselbe.  Dadurch  werden  wir  auf  drei  Arten  von 
eigentlichen  Kegelschnitten  geführt: 

a)  Ellipsen,  welche  von  der  unendlichfernen  Geraden  nicht 
geschnitten  werden, 

b)  Parabeln,  welche  von  der  unendlichfernen  Geraden  berührt 
werden, 

c)  Hyperbeln,  welche  zwei  unendlichferne  Punkte  besitzen. 

4.  Da  die  unendlichferne  Gerade  ganz  im  Äufsern  der  Ellipse 
liegt,  so  lassen  sich  von  jedem  ihrer  Punkte  aus  zwei  Tangenten 
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an  die  Kurve  ziehen;  es  giebt  also  zu  jeder  Richtung  zwei  parallele 
Tangenten.  Ak  Pol  einer  aufserhalb  der  Kurve  gelegenen  Geraden 
liegt  der  Mittelpunkt  im  Innern;  somit  schneidet  jeder  Durch- 
messer in  zwei  getrennten  Punkten.  Wollen  wir  von  der  Glei- 
chung (B)  zu  Cartesischen  Koordinaten  übergehen,  so  müssen 
wir  die  aufserhalb  der  Kurve  liegende  Dreiecksseite  zur  unendlich- 
fernen  Geraden  nehmen;  daher  ist  die  Gleichung  der  Ellipse, 
bezogen  auf  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser: 

X*        v* 

—  4-^  =  1 

5.  Die  Parabel  wird  von  der  unendlichfernen  Geraden  be- 
rührt. Alle  (eigentlichen)  nach  dem  unendlichfernen  Punkte  ge- 
zogenen Geraden  treffen  die  Kurve  noch  in  einem  eigentlichen 
Punkte.  Es  giebt  also  eine  Richtung  von  der  Art,  dafs  alle  zu 
ihr  parallelen  Geraden  nur  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden. 
Weil  diese  Linien  durch  den  Pol  der  unendlichfernen  Geraden 
gehen,  werden  sie  Durchmesser  genannt.  Der  Pol  eines  Durch- 
messers ist  der  unendlichferne  Punkt  der  in  seinem  Schnittpunkte 
an  die  Kurve  gelegten  Tangente;  alle  zu  dieser  Tangente  parallelen 
Sehnen  werden  durch  den  Durchmesser  halbiert. 

Von  jedem  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden,  der  von 
ihrem  Berührungspunkte  verschieden  ist,  läfst  sich  noch  eine  zweite 
Tangente  an  die  Kurve  legen;  daher  giebt  es  zu  jeder  Richtung, 
welche  von  der  Durchmesserrichtung  verschieden  ist,  eine,  und 
zwar  eine  einzige  parallele  Tangente  an  die  Parabel. 

Um  in  Cartesischen  Koordinaten  die  einfachste  Form  der 
Gleichung  zu  erhalten,  schreiben  wir  die  Gleichung  (B)  in  der 
Form : 

Xf  =(X8  —  Xj,)(X3  +X<), 

setzen  Xi  =yi,  x»  -f  x«  =  2Jy2,  Xs  — xj  =ys,  wodurch  wir  zu 
der  Gleichung  geführt  werden: 

yi=2yty8. 
Hier  dürfen  wir  die  Tangente  ys  =  0  zur  unendlichfernen 

Geraden  nehmen;  dann  erhalten  wir  in  Cartesischen  Koordinaten 
die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form: 

y«  =  2ax. 

6.  Die  Hyperbel  wird  von  der  unendlichfernen  Geraden  ge- 
schnitten;  die   in   ihren   unendlichfemen  Punkten   an  die  Kurve 

Kill  In  9,  l^hrbnoh  der  analyt.  Geometrie.    I.  8 
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gelegten  Tangenten  (Asymptoten)  schneiden  sich  im  Mittelpunkte. 
Jede  Parallele  zu  einer  Asymptote  schneidet  die  Kurve  auch  in 
einem  eigentlichen  Punkte. 

Der  Mittelpunkt  liegt  im  Äufsern  der  Hyperbel;  von  de» 
beiden  durch  ihn  gehenden  Seiten  eines  Polardreiecks  schneidet 
die  eine,  während  die  andere  ganz  im  Äufsern  der  Kurve  liegt;, 
somit  schneidet  jedesmal  nur  der  eine  von  zwei  konjugiertea 
Durchmessern. 

Die  Gleichung  auf  konjugierte  Durchmesser  bezogen  ist: 

a«      b^""'- 

7.  Für  das  imaginäre  Linienpaar  haben  wir  zu  unterscheiden^ 
ob  der  singulare  Punkt  ein  eigentlicher  Punkt  ist  oder  unendlich- 
fern liegt.  Wollen  wir  im  ersten  Falle  die  Kurve  auf  ein  Car- 
tesisches  Koordinatensystem  beziehen,  so  wählen  wir  zwei  kon- 
jugierte Polare  zu  Axen;  die  Gleichung  wird  also: 

IIA)a):^;  +  ^*  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  einander  schneidende  imaginäre 
Gerade  dar. 

Wenn  aber  der  singulare  Punkt  unendlich  fern  liegt,  so- 
wählen  wir  die  zur  unendlichfernen  Geraden  konjugierte  Polare 
als  eine  Koordinatenaxe;  wir  lassen  mit  andern  Worten  in  der 
Gleichung  II A)  die  Gerade  xg  =  0  mit  der  unendlichfemea 
Geraden  zusammenfallen;  die  Gleichung  wird  also: 

nA)b):  x«  +  a«  =  0. 

Die  Kurve  besteht  aus  zwei  imaginären  parallelen  Geraden. 

8.  Die  reellen  Linienpaare  IIB)  zerfallen  in  drei  Arten: 

a)  die  Geraden  des  Paares  schneiden  sich  in  einem  eigent- 
Heben  Punkte, 

b)  das  Paar  besteht  aus  zwei  eigentlichen  parallelen  Geraden,. 

c)  die  eine  der  beiden  Geraden  ist  die  unendlichferne  Gerade. 
Die  Gleichung  wird  im  Falle  IIB)  a): 

X*        v* 

a«       b»       "* 
im  Falle  IIB)b): 

X»  =  a*; 
der  Fall  IIB)  c)  kann  durch  Cartesische  Koordinaten  nicht  dar- 
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gestellt  werden ;  indem  wir  aber  unter  x  =  0  eine  eigentliche  und 
unter  p  =  0  die  unendlichferne  Gerade  verstehen,  dürfen  wir  der 
Gleichung  die  Form  geben: 

xp  =  0. 

9.  Für  die  Doppelgerade  haben  wir  nur  zu  unterscheiden, 
ob  sie  eine  eigentliche  oder  die  unendlichferne  Gerade  ist. 

10.  Demnach  erhalten  wir  folgende  Einteilung  der  Kurven 
zweiter  Ordnung: 

JA)  Der  imaginäre  eigentliche  Kegelschnitt, 
IB)  a)  Ellipse, 

b)  Parabel, 

c)  Hyperbel. 

IIA)  a)  Paar  von  schneidenden  imaginären  Geraden, 

b)  Paar  von  parallelen  imaginären  Geraden, 
IIB)  a)  Paar  von  schneidenden  reellen  Geraden, 

b)  Paar  von  parallelen  reellen  Geraden, 

c)  Verbindung  der  unendlichfernen  mit  einer  eigent- 
lichen Geraden. 

ni  a)  Eine  eigentliche  Gerade, 
b)  die  unendlichferne  Gerade. 

Übungen ; 

1)  Welche  unter  den  elf  verschiedenen  Arten  von  Kurven 
zweiter  Ordnung  haben  unendlichviele,  zwei,  einen,  keinen  Punkt 
im  Unendlichfernen? 

2)  Wenn  xs  =  0  die  unendlichferne  Gerade  ist,  wie  lautet 
die  Bedingung,  dafs  die  Kurve  2!aixXi  xx  ^  0  unendlichviele, 
zwei,  einen  oder  keinen  unendlichfernen  Punkt  besitzt? 

3)  Indem  man  wieder  die  Gerade  (0,  0,  1)  mit  der  unendlich- 
fernen Geraden  zusammenfallen  läfst,  soll  für  die  in  §  18,  Üb.  1) 
angegebenen  Kurven  angegeben  werden,  zu  welcher  Art  sie  ge- 
hören. 

4)  Wann  stellt  unter  derselben  Annahme  die  Gleichung 
^ai3cX4X«  =  0  eine  Hyperbel,  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder 
einen  imaginären  Kegelschnitt  dar? 

(In  allen  diesen  Fällen  mufs  die  Determinante  von  null  ver- 
schieden sein;  für  eine  Hyperbel  ist  aj^a^j  —  a^^g  negativ,  für 
eine  Parabel  gleich  null,  für  die  beiden   andern  Kurven  positiv; 

8* 


116  §  20.    Die  Kurven  zweiter  Klasse. 

bei  einer  Ellipse  ist  aufserdem  ai  i  A  negativ,  bei  einer  imaginären 
Kurve  positiv.) 

5)  Wenn  von  einer  Parabel  ein  Durchmesser,  die  Tangente 
in  ihrem  Endpunkte  und  ein  weiterer  Punkt  gegeben  sind,  so 
soll  man  in  diesem  Punkte  die  Tangente  an  die  Kurve  legen. 

6)  Die  Polare  zu  einem  Punkte,  der  auf  einer  Asymptote 
einer  Hyperbel  liegt,  ist  zu  dieser  Geraden  parallel. 

7)  Auf  jeder  Parallelen  zu  einer  Asymptote  einer  Hyperbel 
wird  die  Strecke  zwischen  einem  ihrer  Punkte  und  seiner  Polaren 
durch  den  Schnittpunkt  mit  der  Kurve  halbiert;  mit  andern  Worten: 
Zieht  man  durch  einen  Punkt  die  Parallele  zu  einer  Asymptote 
einer  Hyperbel,  so  liegt  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der 
Kurve  mitten  zwischen  dem  gegebenen  Punkte  und  seinem  in 
dieser  Geraden  enthaltenen  konjugierten  Pole. 

8)  Wie  lautet  der  vorstehende  Satz  für  eine  Parabel? 

9)  Eine  Sehne,  welche  durch  einen  Punkt  parallel  zu  der 
Polare  desselben  gezogen  ist,  wird  in  ihm  halbiert. 

10)  Jede  Strecke,  welche  zwischen  zwei  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Tangenten  liegt  und  zur  Berührungssehne  parallel 
ist,  wird  von  dem  nach  diesem  Punkte  führenden  Durchmesser 
halbiert. 

§  20. 

Die  Kurven  zweiter  Klasse. 

1.  Wir  untersuchen  diejenige  Kurve,  welche  von  allen  Ge- 
raden berührt  wird,  deren  Koordinaten  (ui,  u«,  Us)  der  Gleichung 
genügen: 

(1)   AiiUf  H-A22u|+A33U§  +  2Ai,UiU2+2Ai3UiU3 

+  2Aj3UjU3  =0. 

Indem  wir  wieder  annehmen,  dafs 

Au  =  Ajj,   Ax3  =  A31,   A23  =  A32 

ist,  können  wir  die  Gleichung  (1)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(2)     UAixUi  ux  —  0 
(£,  X  =  1,  2,  3). 

Jede  Kurve,  deren  Tangenten  einer  solchen  Gleichung  ge- 
nügen, nennen  wir  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Die  Gleichung  (1)  kann  noch  in  anderer  Weise  gedeutet 
werden.    Man  nehme  an,  eine  gerade  Linie  (u)  bewege  sich  so. 
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dafs  ihre  Koordinaten  in  jeder  Lage  der  Gleichung  (1)  genügen; 
dabei  möge  ein  Teil  der  Ebene  mit  Geraden  (u)  angefüllt  werden, 
der  andere  Teil  aber  nicht;  die  gemeinsame  Grenze  beider  Teile 


gegen  einander  bildet  die  Kurve,  an  welche  alle  Geraden  (u) 
Tangenten  sind;  wir  sagen,  diese  Kurve  werde  durch  die  Glei- 
chung (1)  in  Linienkoordinaten  dargestellt. 

2.  Soll  die  Gerade  (u')  eine  Tangente  der  Kurve  sein,  so 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

AiiUi'*  + A48U2'*  + A38U8'«  +  2AnUi'U2'  +  2Ai8Ui'U8' 

+  2A88U2'U8'  =  0. 

Wenn  hier  die  Koordinaten  Ui',  Ug',  u^'  bekannt  sind,  so 
stellt  die  vorstehende  Gleichung  eine  homogene  lineare  Beziehung 
zwischen  den  sechs  Koefficienten  Au  ....  A28  dar.  Durch  fünf 
solche  Beziehungen  sind  uns  die  Verhältnisse  dieser  Koefficienten 
gegeben.  Demnach  können  wir,  indem  wir  von  ganz  speciellen 
Lagen  absehen,  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Kurve  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  Tangenten 
eindeutig  bestimmt. 

3.  Gehen  wir  zu  einem  andern  homogenen  Koordinaten- 
systeme (vi,  vj,  V8)  über,  so  müssen  wir  die  ursprünglichen 
Koordinaten  Ut,  Uj,  U3  durch  homogene  lineare  Ausdrücke  in  Vi, 
Vi,  Vs  ersetzen.  Demnach  ist  auch  die  Gleichung  in  den  neuen 
Koordinaten  homogen  vom  zweiten  Grade;  sie  hat  die  Form: 

(3)    SBix  Vi  vx  —  0. 

4.  Um  diejenigen  Tangenten  zu  bestimmen,  welche  durch 

den  Punkt  Va  =  0  hindurchgehen,  haben  wir  in  der  Gleichung  (3) 

Vs  a«  0  zu  setzen.     Dann  ergiebt  sich  das  Verhältnis  V|  :  Vf  aus 

der  Gleichung: 

B,iVf+2B,,v,v, +  B,,vJ-0. 
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Für  dies  Verhältnis  erhalten  wir  also  zwei  (reelle  oder  ima- 
ginäre oder  zusammenfallende)  Werte.  Da  wir  aber  den  Punkt 
V3  =  0  ganz  willkürlich  in  der  Ebene  wählen  können  ^  so  gilt 
das  gefundene  Ergebnis  für  alle  Punkte  der  Ebene.  Durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  gehen  im  allgemeinen  zwei  Tangenten  der 
Kurve. 

5.  Zu  diesem  Satze  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege. 
Es  seien  (u)  und  (u")  zwei  beliebige  Gerade  der  Ebene;  dann 
hat  jede  dritte  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  hindurchgeht,  Koordinaten,  welche  den  Gröfsen 

(4)     Ui '  +  «oui",  u«'  +  C0U2",  Us'  +  ous" 

proportional  sind.  Soll  diese  neue  Gerade  eine  Tangente  an  die 
Kurve  sein,  so  mufs  die  Gleichung  (1)  erfüllt  werden,  wenn  man 
in  ihr  die  Koordinaten  Ui,  u*,  u^  der  Reihe  nach  durch  die  Wene 
(4)  ersetzt.  Dadurch  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Gröfee  a> 
eine  Gleichung  zweiten  Grades: 

CO*  ITA/xUi"  Mx    +  CO  Skix  U< '  Ux"  +  CO  2? Ar«  Mi"yxx 

+  -SAtxUi'ux'  — 0. 

Nun  ist  -TAfxUi'ux"  =3  J&A«U£"ux';  also  können  wir  die 
vorstehende  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(5)    (»«  2;  Aix  ui "  ux "  +  2(D  i;Aix  ixi '  ux  +  Skix  Ui  Mx'  —  0. 

Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  können  durch 
den  Schnittpunkt  im  allgemeinen  zwei  Tangenten  gelegt  werden. 

Die  soeben  aufgestellte  Definition  der  Kurven  zweiter  Klasse 
stimmt  also  mit  der  oben  (§  14,  10)  gegebenen  überein. 

6.  Wenn  coi  und  cog  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  sind, 
so  stellt  der  Quotient  coi  :  co^  das  Doppelverhältnis  der  beiden 
gegebenen  Geraden  (u')  und  (u")  zu  den  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehenden  Tangenten  dar.  Wir  sagen,  z>vei  gerade  Linien  seien 
konjugierte  Polare  einer  Kurve  zweiter  Klasse,  wenn  sie  har- 
monisch liegen  zu  den  beiden  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgehenden 
Tangenten  an  die  Kurve.  Sollen  die  Geraden  (u )  und  (u")  kon- 
jugierte Polare  sein,  so  müssen  die  Wurzeln  ooi  und  cot  der 
Gleichung  (5)  der  Bedingung  genügen: 

coi  :  cOi  =  —  1   oder   coi  -Hco^  =»  0. 

^Hkixnixxx" 


Nun  ist  cöi  +  eoj  =a  — 


S  Aix  Ui'  Ux' 
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Damit  also  die  Geraden  (u')  und  (u")  konjugierte 
Polare  von  einander  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sind, 
xnufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

(6)    -SA,xUc'u/  =  0. 

7.  Zu  der  gegebenen  Geraden  (u')  sind  diejenigen  Geraden 
{u)  konjugierte  Polaren,  welche  der  Gleichung  genügen: 

(7)      SKlk  Mi'Mx  —0. 

Diese  Gleichung,  welche  auch  in  der  Form  geschrieben 
-werden  kann: 

(8)  ui  -SA,  X  ujf'  +  u,  Sktx  \xx  +  U3  2? Asx  u/  =  0, 
ist  homogen  linear  in  den  veränderlichen  Koordinaten  Ui,  Ug,  Us; 
sie   stellt  daher,   wenn   die  KoefEcienten  von   Ui,   Ug,   Uj   nicht 
sämtlich  verschwinden,   einen  Punkt  dar.     Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Die  Polaren  zu  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Kurve  zweiter  Klasse  gehen  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Pol  der  gegebenen  Geraden. 

Wir  unterscheiden  hier  den  Pol  einer  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Kurve  zweiter  Klasse  vom  Pol  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Kurve  zweiter  Ordnung:  im  ersten  Falle  ist 
•der  Pol  der  Ort  aller  zur  gegebenen  Geraden  konjugierten  Po- 
laren; im  zweiten  Falle  ist  die  Polare  der  Ort  aller  zum  gegebenen 
Punkte  konjugierten  Pole.  Wir  werden  später  nachweisen,  dafs 
jedesmal,  wenn  die  Kurve  zugleich  von  der  zweiten  Ordnung 
und  der  zweiten  Klasse  ist,  auch  Pol  und  Polare  in  gleicher  Weise 
zusammengehören. 

8.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  drei  Koefficienten  von  U| , 
uj,  Us  in  der  Gleichung  (8)  für  keinen  Wert  (u')  verschwinden, 
besteht  darin,  dafs  die  Determinante 

!     A  A  AI 

^11        ^12        ^13      ' 


(9) 


A  A*  A 

^il       -^22       ^^28 
''^«l        ^82       ^%i 


von  null  verschieden  ist.     Wir  wollen   diese  Voraussetzung  den 
zunächst  folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  legen  und  sagen; 
in  diesem  Falle  werde  durch  die  Gleichung  (1)  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Klasse  dargestellt. 
9.   Soll  der  Punkt 

yiUi  +y2U2  +y»U8  =0 
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der  Pol  der  Geraden  (u')  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sein,  so 
müssen,  wie  der  Vergleich  mit  (8)  zeigt,  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

AiiUi'  + AijUa'-f- AiaUs'  — pyi 
Agi  ui '  +  AjgUg'  +  AjsUs'  =  QYi 
AsiUi'  +  AsfUj'  +  AssUs'  —  QYs. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich,  nachdem  yi,  y^,  ys  und 
Q  beliebig  gewählt  sind,  die  Gröfsen  u/,  u»',  us'  eindeutig  be- 
stimmen, wofern  die  Determinante  (9)  von  null  verschieden  ist. 
Die  Verbindung  von  7.  mit  diesem  Ergebnisse  führt  zu  dem  Satze: 

In  Bezug  auf  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse 
gehört  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  einziger  Pol 
und  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  einzige  Polare. 

10.  Wie  für  die  Kurven  zweiter  Ordnung  gelten  auch  hier 
die  Sätze: 

Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  so  bewegt  sich  der 
Pol  auf  einer  Geraden,  der  Polare  des  Punktes. 

Wenn  vier  Gerade  einem  Büschel  angehören,  .so  liegen  ihre 
Pole  in  gerader  Linie;  das  Doppelverhältnis  der  Geraden  ist  gleich 
dem  ihrer  Pole. 

11.  Für  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  giebt  es  keine 
zwei  verschiedene  Gerade  (u)  und  (u"),  deren  Koordinaten  den 
drei  Gleichungen  genügen: 

J;A/xu/ux"  — 0,  :SAixu/ux''  =  0,  ^A.xu/'ux"  =  0. 

Denn  aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt  die  weitere  Gleichung: 

üAix  (Ui '  +  ^Ux")  (Ux'  +  rux")  —  0, 

welche  aussagt,  dafs  bei  beliebigen  Werten  von  (i  und  v  jede 
Gerade  (u'  +  ,^u  )  zu  jeder  Geraden  (u'  +  v\x')  konjugierte  Polare 
ist;  daher  kann  in  diesem  Falle  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
(u)  und  (u'')  nicht  eine  einzige  Polare  besitzen,  sondern  mufs 
alle  Geraden  (u'  +  ^u")  zu  Polaren  haben.  Da  aber  in  Bezug  aut 
eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  jeder  Pol  eine  einzige  Po- 
lare besitzt,  so  gilt  der  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  kann  nicht 
von  allen  Geraden  berührt  werden,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  gehen. 
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12.  Wenn  die  Gerade  (u')  eine  Tangente  der  Kurve  (1)  ist, 
wenn  also  die  Gleichung  besteht: 

(10)  J;AixU£'u,c'  =  0, 

so  kann  man  die  Gerade  (u")  so  wählen,  dafs  die  Gleichung  be- 
friedigt wird: 

(11)  SAijcUt'ux^O. 

Jetzt  kann  die  Gleichung  (5),  da  der  Koefficient  von  co*  für 
eine  eigentliche  Kurve  nicht  verschwinden  kann,  nur  bestehen, 
wenn  a>  =»  0  ist.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  (u')  und 
(u*)  geht  nur  eine  einzige  Tangente,  nämlich  die  Gerade  (u'); 
dieser  Punkt  gehört  der  Kurve  an,  er  ist  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  (u'j.  Demnach  stellt  die  Gleichung  (11)  die  Be- 
dingung dafür  dar,  dafs  die  Gerade  (u')  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  (u)  geht,  oder  der  Pol  einer  Tangente 
ist  mit  ihrem  Berührungspunkte  identisch. 

13.  Hiernach  kann  man  die  in  §  14,  4  und  5  angestellte 
Betrachtung  auf  die  Kurven  zweiter  Klasse  übertragen.  Es  seien 
a  und  b  die  beiden  von  einem  Punkte  x  ausgehenden  Tangenten 
an  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse;  a  sei  der  Berührungs- 
punkt von  a,  ß  der  von  b.  Jede  Gerade  durch  a  ist  konjugierte 
Polare  zu  a,  und  jede  Gerade  durch  ß  konjugierte  Polare  zu  b. 
Daher  sind  die  Geraden  a  und  b  Polaren  zu  der  Geraden  aß^ 
oder  der  Punkt  jt  ist  Pol  der  Geraden  aß. 

Wenn  umgekehrt  eine  beliebige  Gerade  p  mit  der  Kurve 
einen  Punkt  a  gemein  hat,  so  ist  die  in  a  an  die  Kurve  gelegte 
Tangente  a  Polare  zu  p;  sie  mufs  also  durch  den  Pol  x  der 
Geraden  p  gehen. 

Durch  den  Punkt  x  gehen  also  diejenigen  Geraden,  von 
denen  die  Kurve  in  ihren  Schnittpunkten  mit  p  berührt  wird. 
Da  aber  von  x  nur  zwei  Tangenten  der  Kurve  ausgehen,  so  hat 
auch  die  Gerade  p  nur  zwei  Punkte  mit  der  Kurve  gemeinschaft- 
lich.   Daraus  folgt  der  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  ist  auch  von 
der  zweiten  Ordnung. 

Die  vorstehende  Betrachtung  ist  unabhängig  davon,  ob  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  p  mit  der  Kurve  reell  oder  imaginär 
sind.  Demnach  entspricht  fiir  eine  eigentliche  Kurve  zweiter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse  einem  jeden  Punkte  als  Pol  dieselbe 
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Gerade  als  Polare  und  einer  jeden  Geraden  als  Polare  derselbe 
Punkt  als  Pol,  mag  man  die  Kurve  als  eine  von  der  zweiten 
Ordnung  oder  von  derselben  Klasse  auffassen. 

14.  Wenn  die  Gerade  (u')  Tangente  an  die  Kurve  (1)  ist, 
ihre  Koordinaten  also  der  Gleichung  (10)  genügen,  so  stellt  die 
Gleichung  (7)  ihren  Berührungspunkt  dar.  Die  Koordinaten  Xi, 
xs,  Xs  dieses  Punktes  sind  den  Koefficienten  von  Ui,  Ug,  Us  in 
(7)  proportional.     Daher  mufs  sein: 

AiiUi'  +  AijUj'  +  AijUg'  —  pXi 

(12)  AjiUi'  +  Aj  jU,'  +  AjjU,'  =  pxj 
Asi^i'  +  Ajj^Uj'  +  AsjUj'  =  pxj. 

Weil  wir  die  Determinante  (9)  als  von  null  verschieden 
voraussetzen,  können  wir  aus  diesen  Gleichungen  Uj',  u,',  Uj' 
berechnen,  sobald  wir  q,  x^,  x,,  x  .  gegeben  denken.  Indem  wir 
die  Determinante  (9)  mit  a  und  die  zu  Ai«  gehörende  Unter- 
determinante mit  aix  bezeichnen,  folgt  aus  (12): 

aUi'  =  ()(xian+Xja2j  -j-XgCsi) 

(13)  au,'  —  (>(xiaig  4-x,ag2  +X3a82) 

Der  Punkt  (x)  mufs  aber  in  der  Tangente  (u')  liegen;  daher 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

(14)     XiUi'  +  XjUj'  +  XjUj— 0. 

Indem  wir  in  diese  Gleichung  die  Werte  (13)  einsetzen, 
wird  die  Gleichung  der  Kurve  in  Punktkoordinaten: 

(15)     UaixXi  xx  —  0. 

Wir  können  aber  auch  die  Gleichungen  (12)  und  (14)  als 
vier  homogene  lineare  Gleichungen  in  den  Gröfsen  u/,  Uj',  U3', 
—  Q  auiFassen.  Damit  diese  mit  einander  bestehen,  mufs  die 
Bedingung  erfüllt  sein: 


(16) 


An  A^  Aig  Xj 

Aji  Aj2  A23  x, 

"81  '**'8J  ^^38  ^8 

Xj  Xj  Xj  u 


0. 


Jede  der  beiden  Gleichungen  (15)  und  (16),  die  sich  nur 
durch  die  äufsere  Form  unterscheiden,  stellt  die  Bedingung  dar, 
welcher  die  Koordinaten  (xi,  x«,  X3)  eines  Punktes  genügen 
müssen,  damit  derselbe  der  durch  die  Gleichung  (I)  dargestellten 
Kurve  angehört. 
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15.  Auf  die  Theorie  der  Polardreiecke  wollen  wir  nicht 
nochmals  eingehen;  wir  möchten  aber  wenigstens  darauf  hin- 
weisen, wie  leicht  sich  manche  Sätze  über  konjugierte  Durch- 
messer aus  der  Theorie  der  konjugierten  Polaren  ergeben.  Es 
wird  genügen,  diese  Sätze  in  einer  Form  auszusprechen,  bei 
welcher  diese  Beziehung  besonders  deutlich  hervortritt. 

Die  Berührungspunkte  zweier  Tangenten,  welche  einem  Durch- 
messer parallel  sind,  liegen  auf  dem  konjugierten  Durchmesser. 

Zwei  einander  schneidende  Tangenten  liegen  harmonisch  zu 
dem  nach  ihrem  Schnittpunkte  gezogenen  Durchmesser  und  der- 
jenigen durch  den  Schnittpunkt  gelegten  Geraden,  welche  zu  dem 
konjugierten  Durchmesser  parallel  ist. 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  demjenigen  Durchmesser  parallel, 
welcher  zu  dem  hindurchgehenden  Durchmesser  konjugiert  ist. 

Übungen  : 

1)  a)  Wenn  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der 
Gleichung  J^a^xXi  xx  =  0  nicht  verschwindet,  und  wenn  Aix  den 
Koefficienten  von  a<x  in  dieser  Determinante  darstellt,  so  ist  auch 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung -SA««  UiU«  =■  0 
von  null  verschieden.  Man  soll  diesen  Satz  einmal  aus  den  Eigen- 
schaften der  Kurven  zweiter  Ordnung  erschliefsen  und  dann  direkt 
mit  Hilfe  der  Determinanten  beweisen. 

b)  Man  stelle  die  Gleichung  der  Kurve  Uatx^i  x«  =  0  in 
Linienkoordinaten  dar  und  gehe  von  der  neuen  Gleichung  wieder 
zu  Punktkoordinaten  zurück.  Wie  läfst  sich  beweisen,  dafs  man 
jetzt  die  ursprüngliche  Gleichung  wieder  erhält? 

2)  Je  zwei  Seiten  eines  Polardreiecks  sind  konjugierte  Polare 
in  Bezug  auf  die  Kurve. 

3)  a)  Die  Diagonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschrie- 
benen Vierseits  bilden  ein  Polardreieck  desselben. 

b)  Die  Diagonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Parallelogramms  sind  konjugierte  Durchmesser  der  Kurve. 

4)  a)  Einem  Dreieck  sei  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben;  man 
konstruiere  auf  jeder  Seite  zu  den  Eckpunkten  und  dem  Berüh- 
rungspunkte den  vierten  harmonischen  Punkt  und  untersuche  die 
Lage  der  drei  so  erhaltenen  Punkte. 

b)   Man   weise   nach,   dafs    die  Verbindungslinien   je   eines 
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Eckpunktes  mit  dem  Berührungspunkte  der  Gegenseite  durch  einen 
Punkt  gehen. 

5)  a)  Die  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Dreieck  den  Punkten 
einer  Geraden  zugeordneten  Harmonikaien  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt, der  dem  Dreiecke  einbeschrieben  ist.  Der  Berührungs- 
punkt einer  Seite  ist  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  jedesmal 
in  Bezug  auf  ihre  Endpunkte  harmonisch  zugeordnet. 

b)  Welche  Gleichung  hat  dieser  Kegelschnitt  in  Punktkoordi- 
naten, falls  man  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  Koordinatenaxen  und 
die  Gerade  zur  Einheitsgerade  wählt? 

c)  Wenn  die  Gerade  ins  Unendlichferne  rückt,  so  berührt 
der  Kegelschnitt  jede  Seite  in  ihrer  Mitte;  der  Mittelpunkt  der 
Kurve  fällt  mit  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zusammen. 

§  21. 

Einteilung  der  Kurven  zweiter  Klasse. 

1.    Die  durch  die  Gleichung 

(1)    -TAixUiUx— 0 
dargestellte  Kurve  zweiter  Klasse  ist  auch  von  der  zweiten  Ord- 
nung, falls  die  Determinante 

Aji     Aj2     Ai3 


(2) 


Aji     A22     Agg 

^»1       -^82        ^98 


von  null  verschieden  ist.  Da  die  Kurve  somit  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  ist,  brauchen  wir  auf 
ihre  Theorie  nicht  nochmals  einzugehen. 

2.  Wenn  aber  die  Determinante  (2)  verschwindet,  ohne  dafs 
ihre  sämtlichen  Unterdeterminanten  den  Wert  null  haben,  so  giebt 
es  ein  Wertsystem  Ti,  Tj,  ts,  welches  den  drei  Gleichungen 
genügt: 

A-li^l  +  Ai2^2  +^18^8  ="0 

(3)    AgiTi  H- AgjTjj  +  AggTg  =0 

Die  verschiedenen  Wertsysteme,  durch  welche  diese  drei 
Gleichungen  befriedigt  werden,  unterscheiden  sich  nur  durch  einen 
konstanten  Faktor;  sie  stellen  also  als  Linienkoordinaten  betrachtet 
dieselbe  Gerade  dar.     Die  Gleichung 
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(4)  üAixUi  Tx  =  0 

wird  für  alle  Wertsysteme  Ui,  U2,  us  befriedigt;    die  Gerade  (r) 
ist  konjugierte  Polare  zu  allen  Geraden  der  Ebene  und  heifst  aus 
diesem  Grunde  die  singulare  Gerade  der  Kurve  (1). 
Für  jede  andere  Gerade  (u')  stellt  die  Gleichung 

(5)  i^AixU£Ux'  =  0 

einen  Punkt  dar;  alle  geraden  Linien  mit  Ausnahme  der  singu- 
lären  Geraden  haben  einen  Pol.  Zu  einer  solchen  Geraden  sind 
nur  diejenigen  geraden  Linien  konjugierte  Polare,  welche  durch 
den  Pol  gehen. 

Da  die  Gleichung  (5)  befriedigt  wird,  wenn  man  die  Koordi- 
naten Ui,  Uj,  U8  durch  Ti,  r«,  r^  ersetzt,  so  liegt  der  Pol  einer 
jeden  Geraden  auf  der  singulären  Linie.  Der  Pol  einer  beliebigen 
Geraden  ist  der  Punkt,  in  welchem  irgend  eine  Polare  der  Geraden 
die  singulare  Gerade  trifft. 

3.  Sind  (u)  und  (u")  zwei  konjugierte  Polare  der  Kurve  (1) 
und  (t)  ihre  singulare  Gerade,  so  gelten  die  Gleichungen: 

SAix  Ui '  \i/  —  0,  2Aix  ui '  Tx  =  0,  SAix  ux  "tx  =  0, 

2AixTc  Tx  =«  0. 

Demnach  wird  auch  die  Gleichung  befriedigt: 

IJAtx  (Ui '  -\-  (ITl)  (ux"  +  J^Tx)  =  0. 

Wenn  also  die  Geraden  (u')  und  (u")  konjugierte  Polare  der 
Kurve  sind,  so  sind  auch  bei  beliebigen  Werten  von  fi  und  v  die 
Geraden  (u'  +  fix)  und  (u"  +  pt)  konjugierte  Polare.  Wird  die 
singulare  Gerade  von  der  Geradep  (u')  in  fi  und  von  der  Geraden 
(u")  in  fi'  geschnitten,  und  sind  (u')  und  (u")  konjugierte  Polare, 
so  ist  auch  jede  durch  fi'  gelegte  Gerade  konjugierte  Polare  zu 
jeder  durch  fi'  gehenden  Geraden.  Indem  wir  die  beiden  Punkte, 
in  denen  die  singulare  Gerade  von  zwei  konjugierten  Polaren 
geschnitten  wird,  als  konjugierte  Pole  der  Kurve  bezeichnen, 
können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  eine  Kurve  zweiter  Klasse  eine  singulare 
Gerade  hat,  so  lassen  sich  die  Punkte  dieser  Geraden 
einander  paarweise  so  als  konjugierte  Pole  zuordnen, 
dafs  jede  durch  den  einen  Punkt  gehende  Gerade  kon- 
jugierte Polare  ist  zu  jeder  geraden  Linie,  welche  durch 
den  andern  Punkt  gelegt  werden  kann. 
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4.  Die  soeben  durchgeführte  Betrachtung  ändert  sich  nicht» 
wenn  man  die  Geraden  (u')  und  (u')  zusammenfallen  läfst,  mit 
andern  Worten ,  wenn  man  annimmt ,  dafs  die  Gerade  (u)  eine 
Tangente  der  Kurve  ist.  Dann  ist  jede  andere  Gerade,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  von  (u)  mit  der  singulären  Geraden  geht> 
ebenfalls  eine  Tangente  der  Kurve.  Da  aber  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  Tangente  der  Kurve  gehen,  so 
giebt  es  auf  der  singulären  Geraden  zwei  Punkte  von  der  An» 
dafs  jede  durch  eine  von  ihnen  gelegte  Gerade  als  Tangente  zu 
betrachten  ist.  Dies  sind  aber  die  einzigen  Pole,  welche  in  ihre 
Polaren  hineinfallen,  oder  die  einzigen  Punkte  der  Kurve.  Die 
Gleichung  (1)  stellt  also  unter  der  Annahme,  dafs  die  Determi- 
nante (2)  den  Wert  null  hat,  ein  Punktepaar  dar. 

5.  Um  der  Gleichung  unter  dieser  Voraussetzung  die  ein- 
fachste Gestalt  zu  geben,  nehmen  wir  die  singulare  Gerade  zur 
Seite  (0,0, 1)  des  Koordinatendreiecks  und  lassen  die  beiden  andern 
Seiten  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  die  Kurve  sein.  Dann 
müssen  die  Gleichungen  (3)  für  ti  =*•  0,  Tj  =  0,  t»  =  1  befriedigt 
sein  oder  es  mufs  A13  —  A23  =«  Ass  =«  0  sein.  Die  Geraden 
(1,  0,  0}  und  (0,  1,  0)  sind  aber  nur  dann  konjugiene  Polare  von 
einander,  wenn  Ai»  =0  ist.   Daher  ist  die  Gleichung  der  Kurve: 

(6)  A,,uJ+A,,u|-0. 

Aus  dieser  Gleichung,  deren  linke  Seite  als  Produkt  von 
zwei  linearen  Ausdrücken  dargestellt  werden  kann,  geht  unmittel- 
bar hervor,  dafs  die  Kurve  aus  zwei  Punkten  besteht.  Die  weitere 
Einteilung  ist  so  einfach,  dafs  sie  hier  nicht  durchgeführt  zu  werden 
braucht. 

6.  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dafs  alle  Unterdeterminanten 
zweiten  Grades  der  Determinante  (2)  verschwinden.  Alsdann 
unterscheiden  sich  die  drei  Formen 

AjiUi  +  Ai,Ug  +  A18U3 

AaiUi  +  AgjU,  +  A33U3 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor.    Wenn  also  etwa  die  Koeffi- 
cienten  Au,  A12,  Aia  nicht  sämtlich  gleich  null  sind,  so  ist  jede 
Gerade,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  genügen: 

(7)  AiiUi  +  AjjUjj  +  A13U3  —0, 
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eine  singulare  Gerade  und  als  solche  zu  allen  Geraden  der  Ebene 
konjugiert.     Jede  andere  Gerade  (u)  hat  zum  Pol  den  Punkt 

Ui'  i;A|;rUx  +  Uj'  JSA^xUx  +  Us'  Sk^xUx  —  0, 

also  den  Punkt  (7).  Nur  dieser  Punkt  wird  durch  die  Gleichung 
(1)  dargestellt,  indem  ihre  linke  Seite  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  das  Quadrat  der  linken  Seite  von  (7)  ist. 

8.  Hiernach  zerfallen  die  Kurven  zweiter  Klasse  in  folgende 
Arten: 

I.  Eigentliche  Kurven. 

U.  Das  Punktepaar. 

A)  Ein  Paar  imaginärer  Punkte; 

a)  die  Verbindungslinie  ist  eine  eigentliche  Gerade; 

b)  die  Verbindungslinie  ist  die  unendlichferne  Gerade. 

B)  Die  Punkte  des  Paares  sind  reell; 

a)  beide  Punkte  sind  eigentliche  Punkte; 

b)  ein  Punkt  ist  ein  eigentlicher,  der  andere  ein  un- 
endlichferner Punkt; 

c)  beide  Punkte  liegen  unendlich  fern. 
III.  Der  Doppelpunkt; 

a)  derselbe  ist  ein  eigentlicher  Punkt; 

b)  er  liegt  im  Unendlichfernen. 

Übungen : 

1)  Welches  sind  in  den  mit  Ui,  Us,  Ug  zusammengehörenden 
Punktkoordinaten  die  Koordinaten  der  Punkte,  welche  paarweise 
durch  die  folgenden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

a)  2uf  —  SUiUj  — 3u|  -f- eu^Uj  —  ISu^Ug  +  lOu»  —  0. 

b)  3uf  +  lOujU,  +  7u|  +  4UiU8  +  SUgUg  +  u|  —  0. 

c)  uj-<2uiu,  +  u|+uf  =  0. 

2)  Wenn  U|,  Ug,  u»  Hessesche  Koordinaten  sind,  so  liegen 
die  Punkte  des  durch  die  Gleichung:  auf +  2j3u^u, +yu|  =0 
dargestellten  Paares  auf  der  unendlichfernen  Geraden. 

3)  Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür,  dafs  die  Gleichung  2!AixUi  Ux  =  0  ein  imagi- 
näres Punktepaar  darstellt.^ 


^  Die  folgenden  Übungen  betreffen  die  ganze  in  den  §§  12—21   ent- 
wickelte Theorie  der  Kegelschnitte. 
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a)  Wenn  die  Koefficienten  in  den  Gleichungen  der  beiden 
Kegelschnitte 

(a)  -SaixXi  xx  =  0   und   (ß)  SaixUi  u«  =  0 

in  der ' Beziehung  stehen: 

(y)  Uztxaix  =  0, 

so  haben  die  Kegelschnitte  eine  feste  geometrische  Beziehung  zu 
einander. 

(Die  Beziehung  (/)  ist  von  der  Wahl  der  Koordinaten  un- 
abhängig. Setzt  man  nämlich:  x;^  —  p^^iyi  +  p;f2X2  +  p^sys, 
und  gehören  zu  den  Punktkoordinaten  yi,  yg,  ys  die  Linien- 
koordinaten V,,  v^,  V3,  so  ist:  wx  =»pi;fUi  +  PixU^  +  Ps^u^. 
Wenn  durch  diese  Umwandlung  die  Gleichung  (a)  übergeht  in 
-Ta'/xyi  yx  ==»  0  und  {ß)  in  Sa'ixVi  vx  =  0,  so  ist 

a'ix  =  -S  2LQ0^Qi^ax  und  aix  «■  2  a'ßvfißPxv. 
Demnach  ist 

b)  Wenn  die  beiden  Kegelschnitte  (a)  und  {ß)  eigentliche 
Kurven  sind  und  die  Beziehung  (7)  zwischen  den  Koefficienten 
besteht,  so  liegen  auf  dem  ersten  Kegelschnitte  die  Eckpunkte 
von  unendlichvielen  Polardreiecken  des  zweiten,  und  der  zweite 
wird  von  den  Seiten  unendlichvieler  Polardreiecke  des  ersten 
berührt. 

(Zum  Beweise  führe  man  ein  neues  Koordinatendreieck  ein, 
von  dem  ein  Eckpunkt  in  einen  beliebigen  Punkt  jt  der  Kurve 
(a)  fällt,  und  dessen  andere  Eckpunkte  die  Punkte  sind,  in  denen 
die  Polare  von  tc  in  Bezug  auf  die  Kurve  {ß)  die  Kurve  (a) 
schneidet.  Jetzt  wird  a^^'  =^  ^^^'  =»2133'  =  0,  während  die 
Koefficienten  aj^',  3^3',  a^g'  sämtlich  von  null  verschieden  sein 
müssen.  Zugleich  ist  a^g'^a^g'^O;  die  Relation  (/)  verlangt 
also,  dafs  «jg'=«0  ist.  Damit  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  er- 
wiesen; den  zweiten  Teil  beweist  man  in  entsprechender  Weise.) 

c)  Sobald  ein  Kegelschnitt  die  Eckpunkte  von  einem  Polar- 
dreieck eines  zweiten  Kegelschnittes  enthält,  ist  er  um  unendlich- 
viele  Polardreiecke  des  zweiten  beschrieben;  zugleich  sind  jetzt 
unendlichviele  Polardreiecke  des  ersten  dem  zweiten  eingeschrieben. 
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(Wählt  man  das  gegebene  Dreieck  zum  Koordinatendreieck, 
so  ist  a.^  =a2,  ««agg  =0,  cc^^  =»a^^  ^^a^^  =^0;  also  besteht 
die  Beziehung  (y).) 

d)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  beliebig  gegeben  sind,  so  ist 
der  eine  im  allgemeinen  weder  einem  Polardreiecke  des  andern 
umgeschrieben  noch  eingeschrieben. 

e)  Durch  die  Eckpunkte  von  zwei  Polardreiecken  eines  Kegel- 
schnitts läfst  sich  ein  neuer  Kegelschnitt  legen. 

(2,  fiy  V  und  X\  (i'y  v  seien  die  Eckpunkte  von  zwei  Polar- 
dreiecken des  Kegelschnitts  (ß)\  der  durch  X\  (i,  v\  A,  ^  gelegte 
Kegelschnitt  habe  die  Gleichung  (a).  Nach  c)  mufs  die  Relation 
(y)  bestehen.  Demnach  ist  der  Kurve  (a)  6in  Polardreieck  von 
(/9)  eingeschrieben,  von  dem  der  Punkt  X  ein  Eckpunkt  ist,  oder 
die  Polare  von  X  in  Bezug  auf  (j3)  schneidet  die  Kurve  (a)  in 
zwei  Punkten,  welche  mit  X  zusammen  ein  Polardreieck  bestimmen. 
Nun  ist  X^iv  ein  solches  Dreieck;  da  es  zudem  zwei  Eckpunkte 
mit  dem  eben  genannten  gemein  hat,  ist  es  mit  ihm  identisch.) 

f)  Ordnet  man  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu  zwei 
Gruppen  von  je  dreien,  so  läfst  sich  ein  Kegelschnitt  finden,  von 
dem  jedes  Tripet  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  bildet. 

g)  Die  sechs  Seiten  von  zwei  Polardreiecken  eines  Kegel- 
schnitts berühren  einen  zweiten  Kegelschnitt. 

h)  Irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  bilden  bei 
jeder  beliebigen  Anordnung  die  Seiten  von  zwei  Polardreiecken 
eines  zweiten  Kegelschnitts. 

i)  Wenn  der  Kegelschnitt  (a)  in  ein  Geradenpaar  zerfällt, 
so  sind  die  beiden  Linien  desselben  konjugierte  Polare  zu  der 
Kurve  (ß),  falls  zwischen  den  Koefficienten  die  Gleichung  (/) 
besteht. 

(Nachdem  die  Gleichung  (a)  auf  die  Form  Xi  X2  =0  gebracht 
ist,  mufs  der  Koefficient  a\^  verschwinden.) 

k)  Wenn  der  Kegelschnitt  (ß)  in  ein  Punktepaar  zerfällt,  so 
giebt  die  Relation  (y)  die  Bedingung  dafür  an,  dafs  die  Punkte 
des  Paares  (/9)  konjugierte  Pole  zum  Kegelschnitt  (a)  sind. 

l)  Wenn  die  Gleichung  (a)  eine  Doppelgerade  darstellt  und 
zwischen  den  Koefficienten  der  Gleichungen  (a)  und  (j9)  die 
Relation  (7)  besteht,  so  ist  die  Linie  eine  Tangente  der 
Kurve  (jS). 

KlUing,  Lehrbuch  der  Hnalyt.  Geometrie«    I.  9 
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(Ist  xf  =  0  die  Gleichung  («),  so  verlangt  die  Gleichung  (7)^ 
dafs  «11=0  ist.) 

m)  Stellt  die  Gleichung  {ß)  einen  Doppelpunkt  dar,  so  ist 
die  Relation  (7)  die  Bedingung  dafür,  dafs  dieser  Punkt  auf  der 
Kurve  (a)  liegt. 

n)  Die  Forderung,  dafs  ein  gegebener  Punkt  einem  Kegel- 
schnitte angehört,  wird  durch  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
den  Koefficienten  ausgedrückt;  aber  diese  lineare  Gleichung  trägt 
einen  ganz  speciellen  Charakter,  während  eine  lineare  Gleichung 
im  allgemeinen  die  in  b)  angegebene  Eigenschaft  darstellt. 

5)  Gegeben  ist  ein  fester  Punkt  S,  eine  feste  Gerade  g  und 
ein  Kegelschnitt  K.  Auf  jedem  durch  S  gehenden  Strahle  suche 
man  zu  S,  zum  Schnittpunkte  mit  g  und  zu  jedem  Schnittpunkte 
mit  K  den  vierten  harmonischen  Punkt,  (welcher  dem  jedesmal 
ausgewählten  Schnittpunkte  mit  K  zugeordnet  ist). 

a)  Welches  ist  der  geometrische  Ort  dieses  Punktes? 

b)  Wann  wird  die  neue  Kurve  mit  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte identisch? 

6)  a)  Wenn  man  jedem  Punkte  der  Ebene  seine  Polare  in 
Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt  zuordnet,  so'  entspricht  jedem 
Punkte  eine  Gerade,  jeder  Geraden  ein  Punkt,  m  Punkten  in 
gerader  Linie  m  Strahlen  eines  Punktes  u.  s.  w\ 

Was  entspricht: 

a)  dem  Schnittpunkt  zweier  Geraden, 

ß)  der  Verbindungsgeraden  zweier  Punkte, 
y)  einer  Kurve  als  dem  geometrischen  Orte  eines  Punktes,. 
ö)  den  sämtlichen  Tangenten  einer  Kurve, 
€)  vier  harmonischen  Punkten  einer  Geraden, 
g)  den  m  Schnittpunkten  einer  Kurve  mit  einer  Geraden, 
^)  den  n  von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangenten  an  eine 
Kurve? 

b)  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dafs  sie  fortwährend  einen 
Kegelschnitt  berührt;  welche  Linie  beschreibt  ihr  Pol  in  Bezug 
auf  einen  zweiten  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung 

a)  in  der  Form:  xf  +  x|  —  x|  =»  0, 
ß)  in  der  Form:  xj  -f  x|  -|-  x|  =  0 
vorausgesetzt  wird? 

c)  Indem  man  umgekehrt  einen  Punkt  die  erste  Kurve  durch- 
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laufen  läfst,  fragt  es  sich,  welche  Linie  seine  Polare  in  Bezug  auf 
die  angegebenen  Kegelschnitte  umhüllt. 

d)  In  einer  Figur  seien  gewisse  Eigenschaften,  deren  Gesamt- 
heit wir  mit  (B)  bezeichnen  wollen,  eine  Folge  der  für  die  Figur 
vorausgesetzten  Eigenschaften  (A).  Jetzt  konstruiere  man  zu  der 
Figur  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  die  reciproke  Figur;  den 
Eigenschaften  (A)  der  ersten  Figur  mögen  in  der  neuen  die  Eigen- 
schaften {Ä)  und  den  Eigenschaften  (B)  der  ersten  die  Eigen- 
schaften (B)  in  der  zweiten  entsprechen.  Dann  darf  man  umgekehrt 
von  irgend  einer  Figur  mit  den  Eigenschaften  (A)  zu  einer  Figur 
mit  den  Eigenschaften  (A)  übergehen;  da  diese  auch  die  Eigen- 
schaften (B)  hat,  denen  die  Eigenschaften  (B)  entsprechen,  so  sind 
auch  die  Eigenschaften  (£)  eine  Folge  der  Eigenschaften  (A), 
Demnach  ermöglicht  es  die  Konstruktion  der  reciproken  Figur, 
aus  gegebenen  Sätzen  neue  Sätze  herzuleiten.  Man  nennt  dies 
Princip  das  der  Reciprocität. 

e)  Es  möge  genügen,  dasselbe  an  einem  einzigen  Beispiele 
zu  erläutern.     Wir  gehen  von  dem  Satze  aus: 

Die  Diagonalpunkte  eines  jeden  in  einen  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenen Vierecks  sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks 
der  Kurve. 

Indem  wir  zu  dieser  Figur  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  die  reciproke  Figur  konstruieren,  entsprechen  den 
Punkten  des  gegebenen  Kegelschnitts  K  die  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  C,  also  dem  in  K  eingeschriebenen  Viereck  ein  der 
Kurve  C  umbeschriebenes  Vierseit.  Da  den  Diagonalpunkten  des 
ersten  die  Diagonalen  des  zweiten  zugeordnet  sind  und  irgend 
zwei  konjugierten  Polen  von  K  jedesmal  konjugierte  Polare  von 
C  entsprechen,  so  leitet  das  angegebene  Princip  aus  dem  ange- 
gebenen Satze  den  folgenden  her: 

Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitt  umbeschriebenen 
Vierseits  bilden  ein  Polardreieck  der  Kurve. 

§  22. 

Die  Involution. 

1.  Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  eine  Gerade  in  den 
Punkten  a  und  ß  schneidet,  so  sind  je  zwei  Punkte  X  und  fi  der 
Geraden,  welche  zu  a  und  ß  harmonisch  liegen,  konjugierte  Pole 

9* 
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in  Bezug  auf  die  Kurve.  Indem  man  zu  jedem  Punkte  der  Geraden 
den  in  ihr  liegenden  konjugierten  Pol  bestimmt,  ordnet  man  die 
Punkte  dieser  Punktreihe  einander  wechselseitig  zu.  Ähnliche 
Zuordnungen  von  Punkten  einer  geraden  Punktreihe  und  von 
Strahlen  eines  Büschels  treten  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
so  häufig  auf,  dafs  es  notwendig  ist,  sie  eingehend  zu  untersuchen. 

2.  Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  Geraden  den- 
jenigen ihrer  Punkte  zu,  der  zu  ihm  in  Bezug  auf  ein 
festes  Punktepaar  harmonisch  liegt,  so  sagt  man,  die 
Punkte  seien  einander  involutorisch  zugeordnet  oder 
sie  bilden  eine  Involution. 

Um  die  Bedingung  der  involutorischen  Zuordnung  analytisch 
auszudrücken,  legen  wir  folgende  Darstellung  zu  Grunde.  Für 
zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  nehmen  wir  die  symbolischen 
Gleichungen  an :  ^  ==  0,  jB  =»  0.     Es  seien  dann 

(1)  A  +  aB^O,  A  +  ßB:=^0 

die  Gleichungen  derjenigen  Punkte,  zu  denen  jedes  Paar  der 
Involution 

(2)  A  +  XB  =  0,   A  +  fiB==-0 

harmonisch  liegen  soll.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  beiden 
Punkte  (2)  zu  den  Punkten  (1)  harmonisch  liegen,  haben  wdr 
bereits  früher  (§  5,  11)  in  der  Form  aufgestellt: 

a  —  ^,a  —  fi       .. 

Aus  dieser  Gleichung  leiten  war  durch  FortschafFung  der 
Nenner  die  Bedingung  in  folgender  Form  her: 

(3)     },fi-~(a  +  ß){X  +  fi)  +  aß==^0. 

3.  Die  beiden  Punkte,  zu  denen  alle  Punktepaare  der  Invo- 
lution harmonisch  liegen,  heifsen  die  Hauptpunkte  der  In- 
volution. In  der  Gleichung  (3)  treten  nur  die  Summe  und  das 
Produkt  der  Koordinaten  der  Hauptpunkte  auf.  Die  beiden  Gröfsen 
a'\-ß  und  aß  sind  aber  auch  dann  reell,  wenn  a  und  ß  konju- 
giert komplexe  Werte  annehmen.  Daher  ist  eine  Involution  auch 
reell,  wenn  ihre  Hauptpunkte  imaginär  sind,  wofern  nur  ihre 
Koordinaten  konjugierte  Werte  besitzen.     Um  diese  Möglichkeit 
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von  vornherein  mit  einzuschliefsen,  denken  wir  uns  die  Gröfsen 
a-f  ^  und  aß  gegeben  und  setzen: 

(4)    a  +  i3=»2a,   a^  —  b. 

Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  neue  Gestalt  an: 

(5)    i^_a(A  +  ^)  +  b-.0. 

4.  Diese  Erweiterung  der  ursprünglichen  Definition  erweist 
sich  auch  nach  vielen  andern  Richtungen  hin  als  wichtig.  So 
können  wir  jetzt  den  Satz  beweisen: 

Eine  Involution  ist  durch  zwei  ihrer  Paare  bestimmt. 
Sollen  die  Punktepaare  (2',  ft')  und  {X\  fi")  der  Involution 
(5)  angehören,  so  mufs  sein: 

2y-a(r  +  ^')  +  b  =  0 

Diese  beiden  Gleichungen  gestatten,  die  Werte  von  a  und  b 
zu  berechnen  und  dadurch  die  Involution  zu  bestimmen.  Man 
kann  aber  auch  die  Gleichung  (5)  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen (6)  als  homogen  lineare  Gleichungen  in  den  Gröfsen  1, 
—  a,  b  betrachten.  Dann  wird  die  Bedingung,  dafs  diese  drei 
Gleichungen  mit  einander  vereinbar  sind,  oder  mit  andern  Worten, 
dafs  die  drei  Punktepaare  (>l,  ^),  (A',  /m'),  (A'  ,  fi")  einer  Involution 
angehören,  durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 

Xfi     X  +/£      1 
(7)        X'ii     X'  +  ^'     l      =0. 

Ay   r+(i'  1 

Diese  Gleichung  kann  auf  manche  andere  interessante  Form 
gebracht  werden;  indessen  wollen  wir  darauf  hier  nicht  eingehen. 

5.  Aus  der  gegebenen  Herleitung  folgt  der  Satz: 

Auf  einer  Geraden  giebt  es  immer  ein  (reelles  oder 
imaginäres)  Punktepaar,  welches  zu  zwei  gegebenen 
Punktepaaren  harmonisch  liegt. 

Um  dasjenige  Punktepaar  a,  ß  zu  finden,  welches  zu  den 
Paaren  (X\  n')  und  (X\  fi)  harmonisch  liegt,  hat  man  aus  den 
Gleichungen  (6)  a  und  b  und  dann  aus  den  Gleichungen  (4)  a 
und  ß  zu  berechnen. 

6.  Wir  firagen  uns,  ob  in  einer  Involution  ein  Punkt  mit 
dem  ihm  entsprechenden  zusammenfallen  kann,  ob  mit  andern 
Worten  X^^fi  sein  kann.   Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen 
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wir  auf  die  Gleichung  (3)  zurück.     Diese  nimmt  für  X  ^  (i  die 
Gestalt  an: 

X^-(a  +  ß)X^aß^O 
und  kann  nur  für  A=— a  oder  X=^ß  erfüllt  werden. 

Diejenigen  Punkte  einer  Involution,  welche  mit 
ihren  entsprechenden  Punkten  zusammenfallen,  sind  die 
Hauptpunkte  derselben. 

7.  Die  Involution  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  projektiven 
Zuordnung.  Nach  §  5,  12  sind  die  Punkte  A  -\-  XB  ^^0  und 
-4  +  ^B  =  0  desselben  Trägers  einander  projektiv  zugeordnet, 
wenn  die  Gröfsen  X  und  (i  durch  die  Gleichung  mit  einander 
verbunden  sind: 

M  -s  i- — J--_*   oder 
'^       r;i  +  s 

rXfi  +  s/£  —  pX  —  q  =  0. 

Damit  diese  Zuordnung  involutorisch  wird,  mufs  s  =»  —  p 

sein  oder  die  letzte  Gleichung  mufs  in  X  und  fi  symmetrisch  sein. 

Die  projektive  Zuordnung  der  Punkte  eines  Trägers  geht  in  die 

involutorische  über,  wenn  man  die  Punkte  eines  jeden  Paares  mit 

einander  vertauschen  kann. 

8.  Schon  hieraus  geht  der  Satz  hervor:  Irgend  vier 
Punkte  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Doppelver- 
hältnis wie  die  ihnen  in  einer  Involution  entsprechen- 
den Punkte. 

Wenn  wir  diesen  Satz  direkt  erweisen  wollen,  nehmen  wir 
an,  es  seien 

^-f  ^B  — 0,  A  +  X^B  =  0,  A  +  XzB^O,  A-\'X^B^O 
vier  Punkte  der  Punktreihe;    ihnen  mögen   der  Reihe  nach   die 
Punkte  entsprechen: 

A  +  fiiB==0,  A+fiiB^O,  A  +  (iiB  =  0,  A  +  fi^B^O. 
Es  müssen  dann  die  Gleichungen  bestehen: 
Xtfti  — a  {Xi  4-^i)  +  b  =  0  ....  X4(i^—2i{X4,+fiA)  +  h^0 
oder  aXi  —  b  zX^  —  b 

fil    ™  -r  —       ....       ^4  I  — -• 

Xi  —  a  X4  —  a 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  dem  früher  ange- 
gebenen Wege: 

fi2—t^$   '  ft%—  /M4        ^2  —  h   '  Xi  —  X^ 
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9.  Wenn  wir  von  der  Gleichung  (5)  ausgehen,  so  ergeben 
sich  die  Hauptpunkte  der  Involution  aus  der  Gleichung: 

(8)    X«  — 2ax  +  b  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  entweder  zwei  verschiedene  reelle  oder 
2wei  gleiche  oder  zwei  imaginäre  Wurzeln,  jenachdem  der  Aus- 
druck a*  —  b  positiv,  gleich  null  oder  negativ  ist.  Dementsprechend 
teilen  wir  die  Involutionen  in  drei  Klassen: 

a)  hyperbolisch^  d.  h.  solche,  deren  Hauptpunkte  reell 
verschieden  sind; 

b)  elliptische,  solche,  deren  Hauptpunkte  imaginär  sind; 

c)  parabolische,  solche,  deren  Hauptpunkte  zusammen- 
fallen. 

Die  Bedingung  für  eine  parabolische  Involution  besteht  darin, 

<iafs  in  (5)  b  =  a*  ist.     In  diesem  Falle  geht  die  Gleichung  (5) 

in  die  folgende  über: 

A— a 
^  -  a  -—--^ 

Wird  hier  X^^z.  angenommen,  so  wird  (i  unbestimmt;  da- 
gegen wird  für  jeden  andern  Wert  von  X  die  Gröfse  (i  den  Wert 
a  annehmen.  Hier  entspricht  einem  bestimmten  Punkte  a  jeder 
beliebige  Punkt  der  Geraden  und  jedem  von  a  verschiedenen 
Punkte  der  Punkt  a. 

Die  hyperbolische  und  die  elliptische  Involution  haben  die 
Eigenschaft  gemeinsam,  dafs  jedem  Punkte  ein  einziger  Punkt 
zugeordnet  wird.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man  sie  als 
eigentliche  Involutionen  und  setzt  sie  so  in  Gegensatz  zu  der 
parabolischen  als  einer  un eigentlichen  Involution. 

10.  In  gleicher  Weise  wie  die  Punkte  einer  geraden  Punkt- 
reihe können  wir  auch  die  Geraden  eines  Strahlenbüschels  ein- 
ander involutorisch  zuordnen.  Wir  brauchen  diese  Theorie  hier 
nicht  eigens  zu  entwickeln;  es  genügt,  in  der  vorangehenden 
Untersuchung  die  Formen  A  und  B,  welche  als  homogene  lineare 
Ausdrücke  in  den  Linienkoordinaten  Ui,  u^,  U3  vorausgesetzt 
wurden,  durch  homogene  lineare  Formen  A  und  B  in  den  Punkt- 
koordinaten zu  ersetzen. 

Wir  möchten  nur  folgenden  Satz  hervorheben: 
Projiziert   man   eine   Punkt-Involution    von    einem 
beliebigen  Punkte  aus,  der  nicht  in  ihrem  Träger  liegt. 
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SO  bilden  die  Strahlen  ebenfalls  eine  Involution;  um- 
gekehrt wird  jede  Strahleninvolution  durch  eine  belie- 
bige Gerade  involutorisch  geschnitten. 

Zum  Beweise  lasse  man  den  Strahl  A  »^  0  durch  den  Punkt 
^«=0,  den  Strahl  B  =  0  durch  den  Punkt  B  =  0  gehen  und 
verfuge  über  die  noch  disponibeln  Faktoren  so,  dafs  auch  der 
Strahl  A  +  B  -3 0  durch  den  Punkt  A  +  B^O  geht.  Dann  liegt 
jeder  Punkt  A  +  XB^O  im  Strahle  A  -f  AB  —  0. 

11.  Ein  Kegelschnitt  vermittelt  auf  jeder  Geraden  und  für 
jeden  Punkt  eine  Involution. 

a)  Wofern  eine  Gerade  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  nicht 
ganz  angehört,  kann  man  jedem  ihrer  Punkte  den  Schnittpunkt 
mit  seiner  Polaren  zuordnen;  mit  andern  Worten,  man  kann 
jedesmal  zwei  Punkte  der  Geraden  einander  entsprechen  lassen, 
welche  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind.  Die  auf 
diese  Weise  erhaltene  Involution  ist  hyperbolisch,  wenn  die  Gerade 
von  der  Kurve  geschnitten  wird,  dagegen  elliptisch,  wenn  sie 
keinen  Punkt  mit  der  Kurve  gemeinschaftlich  hat.  Auf  jeder 
Tangente  wird  eine  parabolische  Involution  erzeugt,  da  dem  Be- 
rührungspunkte jeder  Punkt  der  Geraden  entspricht  und  allen 
aufserhalb  der  Kurve  gelegenen  Punkten  nur  der  Berührungspunkt 
zugeordnet  ist. 

b)  Ebenso  bestimmt  ein  Kegelschnitt  dadurch  eine  involuto- 
rische  Zuordnung  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlen,  da(s 
man  jeder  solchen  Geraden  die  Verbindungslinie  ihres  Poles  mit 
dem  Punkte  zuordnet,  oder  anders  ausgedrückt,  dafs  man  jeder 
Geraden  des  Büschels  die  ihm  angehörende  konjugierte  Polare 
zuweist.  Die  Hauptstrahlen  einer  solchen  Involution  sind  die  vom 
Punkte  ausgehenden  Tangenten;  jenachdem  diese  reell  oder  ima- 
ginär sind,  ist  die  Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch.  Wenn 
der  Punkt  auf  der  Kurve  liegt,  so  ist  der  Tangente  jede  beliebige 
durch  den  Punkt  gehende  Gerade  zugeordnet;  die  Involution  ist 
parabolisch.  Indem  der  Mittelpunkt  der  Kurve  zum  Scheitel  des 
Strahlenbüschels  gewählt  wird,  sind  die  konjugierten  Durchmesser 
die  einander  zugeordneten  Strahlen;  die  sämtlichen  Paare  konju- 
gierter Durchmesser  bilden  bei  der  Ellipse  eine  elliptische,  bei  der 
Hyperbel  eine  hyperbolische  Involution. 
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12.  Zum  Schlüsse  erwähnen  wir  einige  besondere  Arten  von 
Involutionen : 

a)  Wenn  in  einer  Punktinvolution  der  eine  Hauptpunkt  ins 
Unendlichfeme  rückt,  so  haben  je  zwei  zugeordnete  Punkte  von 
dem  andern  Hauptpunkt  gleichen  Abstand.  Die  Punkte  X  und  fi 
können  nur  dann  zum  Punkte  a  und  dem  unendlichfernen  Punkte 
harmonisch  liegen,  wenn  Xa=^a(A  ist;  der  Hauptpunkt  a  liegt 
jedesmal  in  der  Mitte  zwischen  zwei  einander  entsprechenden 
Punkten. 

b)  Wenn  die  Hauptstrahlen  einer  Strahleninvolution  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  so  halbieren  sie  die  Winkel,  welche  je 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  mit  einander  bilden.  Die 
Strahlen  1  und  m  können  zu  den  beiden  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Geraden  a  und  b  nur  dann  harmonisch  liegen,  wenn 
<3C  (la)  =  (am)  ist.  (In  dieser  Weise  sind  konjugierte  Durchmesser 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  einander  zugeordnet.) 

c)  Eine  Involution  erhält  man  auch,  indem  man  jedem  Strahle 
eines  Punktes  den  senkrechten  Strahl  zuordnet.  Sie  heifst  eine 
Kreisinvolution,  da  die  Paare  konjugierter  Durchmesser  eines 
jeden  Kreises  eine  Involution  dieser  Art  bilden. 

Übungen : 

1)  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Punktepaare  (A,  jw),  {X'y  fi'), 
(Z\  (i')  in  Involution  liegen,  ist  durch  die  Gleichung  (7)  angegeben^ 
man  soll  diese  Gleichung  in  die  folgenden  vier  Formen  über- 
führen: 

{X  -  (i)  {X  - 11)  (r  -fi)  +  (fi-  x)  i(i'  -  r)  (^''  -  A)  -  0 
(^ - ^') (r - ^") (r -x)  +  {x^  x'){fi- - r) (.«' -//)  =  o 
(ji-f,'){x^^r)(j/-x)  +  {x-x'){(i'-/i"){r-fi)~o 
(ji-x')(fi'-fi"){r-x)  +  {x-fi'){X'--r)((i'^-fi)  =  o. 

2)  a)  Wenn  zwei  Punktepaare  einer  Involution  einander 
gegenseitig  ausschliefsen,  so  kann  man  dieselbe  durch  eine  recht- 
winklige Strahleninvolution  (Kreisinvolution)  projizieren. 

(Durch  die  Punkte  X  und  fi  wird  die  Gerade  in  zwei  Teile 
zerlegt;  sollen  die  Punktepaare  {X,  (i)  und  (A ,  (i)  sich  gegenseitig 
ausschliefsen,  so  liegt  von  den  Punkten  X  und  (i  der  eine  in 
dem  einen,  der  andere  in  dem  andern  Teile  der  Geraden.  In 
diesem  Falle  schneiden  sich  die  über  Xfi  und  X'ii  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise.) 
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ff 

b)  Man  soll  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  den 
entsprechenden  Punkt  konstruieren. 

(Jeder  Durchmesser  eines  der  beiden  Kreise  liefert  ein  Strahlen- 
paar der  Kreisinvolution  und  damit  ein  Punktepaar  der  gegebenen 
Involution.) 

Anhang 
über  kollineare  und  reciproke  Zuordnung. 

1.  Zwei  Ebenen  heifsen  kollinear  auf  einander  be- 
zogen, wenn  jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt  der 
andern  und  jeder  Geraden  der  einen  eine  Gerade  der  an- 
dern so  zugeordnet  ist,  dafs  jedesmal,  wenn  in  der  einen 
Ebene  ein  Punkt  in  einer  Geraden  liegt,  auch  der  ent- 
sprechende Punkt  in  der  entsprechenden  Geraden  liegt. 

Hiernach  mufs  jedem  Punkte  x  der  ersten  Ebene  ein  Punkt 
jr'  der  zweiten  und  jeder  Geraden  p  der  ersten  eine  Gerade  p' 
der  zweiten  entsprechen;  geht  die  Gerade  p  durch  den  Punkt  jr, 
so  liegt  notwendig  auch  der  Punkt  x   in  der  Geraden  p'. 

2.  Dafs  man  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  beziehen 
kann,  erkennt  man  auf  folgendem  Wege.  Man  wähle  in  jeder 
der  beiden  Ebenen  ein  Koordinatensystem  ganz  willkürlich.  Die 
Punkte  der  ersten  Ebene  mögen  durch  die  Verhältnisse  Xi :  Xj  :  xj 
und  ihre  Geraden  durch  die  Verhältnisse  Ui  :  u«  :  Us  bestimmt 
sein,  wo  die  Punkt-  und  die  Linienkoordinaten  im  festgesetzten 
Sinne  zusammengehören  sollen.  In  ganz  entsprechender  Weise 
mögen  in  der  zweiten  Ebene  die  Punkte  durch  die  Gröfsen  yi, 
y2,  ys  und  die  Geraden  durch  vi,  v^,  V3  bestimmt  sein.  Jetzt 
lasse  man  die  Punkte  (x)  und  (y)  dann  und  nur  dann  einander 
entsprechen,  wenn  ist: 

xi  :  X,  :  xs  =  yi  :  y,  :  ys. 
Ebenso   sollen  für  zwei  einander  zugeordnete  Geraden  (u) 
und  (v)  die  Beziehungen  statthaben: 

Ui  :  u«  :  U3  =  Vi  :  Vi  :  V3. 
Jetzt  entspricht 

a)  jedem  Punkte  der  einen  Ebene  ein  einziger  Punkt  der 
andern ; 

b)  die  Geraden  der  Ebenen  sind  einander  eindeutig  zu- 
geordnet ; 
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c)  SO  oft  ein  Punkt  (x)  in  einer  Geraden  (u)  liegt,  liegt  auch 
der  entsprechende  Punkt  (y)  in  dpr  zu  (u)  zugeordneten  Geraden  (v). 

Die  Bedingung,  dafs  der  Punkt  (x)  in  der  Geraden  (u)  liegt, 
wird  durch  die  Gleichung  angegeben: 

XiUi  +XiUi  +  X3U»  =0. 

Wegen  der  Beziehung  zwischen  den  (x)  und  den  (y),  den 
{u)  und  den  (v)  ist  jetzt  auch: 

yiv,  +  yjVg  4-  ysVa  —  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aber  aus,  dafs  der  Punkt  (y)  in  die 
Gerade  (v)  fällt. 

3.  Um  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  zu  be- 
ziehen, darf  man  in  jeder  von  ihnen  vier  Punkte,  von 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  willkürlich 
annehmen  und  diese  einander  zuordnen. 

In  der  ersten  Ebene  seien  die  Punkte  a,  ß,  /,  6  und  in  der 
zweiten  die  Punkte  a',  ß\  y\  &  in  der  festgesetzten  Weise  ge- 
wählt und  der  Reihe  nach  einander  zugeordnet.  Indem  man  die 
Punkte  a,  ß,  y  zu  Eckpunkten,  den  Punkt  6  zum  Einheitspunkte 
der  Koordinaten  (x)  in  der  ersten  Ebene  wählt  und  auf  gleiche 
Weise  die  Koordinaten  (y)  in  der  zweiten  Ebene  vermittelst  der 
Punkte  a',  ß\  /',  S  bestimmt  und  dann  die  soeben  angegebene 
Zuordnung  ausführt,  werden  die  Ebenen  kollinear  auf  einander 
bezogen.  Hierbei  sind  aber  die  Punkte  a  und  a',  ß  und  ß\  y 
und  y\  6  und  &  einander  zugeordnet. 

4.  Umgekehrt  giebt  es  nur  eine  kollineare  Zuord- 
nung zweier  Ebenen,  bei  der  vier  Punkte  dereinen  vier 
Punkten  der  andern  entsprechen,  vorausgesetzt,  dafs 
niemals  drei  dieser  Punkte  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  Geraden  (ad)  und  (/?/)  mögen  einander  in  /i  und  die 
Geraden  (aß)  und  (yd)  in  1  schneiden.  Es  möge  die  Gerade  (ßd) 
von  (Ifi)  in  ri,  {aß)  von  (yvi)  in  2,  dann  (ßö)  von  (2/m)  in  r^, 
{aß)  von  (y^j)  in  3  u.  s.  w.  geschnitten  werden.  Dieser  Prozefs 
führt  auf  eine  unendliche  Reihe  von  Punkten  der  Geraden  (aß), 
zu  denen  die  entsprechenden  Punkte  unmittelbar  gefunden  werden 
können.  Zwischen  je  zwei  dieser  Punkte  kann  man  durch  Ver- 
bindung früher  erhaltener  Punkte  beliebig  viele  neue  Punkte  ein- 
schieben und  somit  zu  jedem  Punkte  von  {aß)  den  entsprechenden 
Punkt  von  {aß')  konstruieren.   Dasselbe  kann  man  für  die  Punkte 
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der  Geraden  (yö)  und  (yd')  durchführen.  Dadurch  ist  es  möglich, 
zu  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  die  Gerade  der  andern  zu 
bestimmen,  indem  man  die  Schnittpunkte  mit  (ctß)  und  (yd)  be- 
nutzt und  von  diesen  zu  den  zugeordneten  Punkten  in  (aß^)  und 
(/(T)  übergeht.  Endlich  stellen  sich  beliebige  entsprechende  Punkte 
als  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  dar. 

5.  Statt  durch  vier  Punktepaare  kann  man  die  Zuordnung 
auch  durch  vier  Geradenpaare  bestimmen;  nur  dürfen  weder  in 
der  einen  noch  in  der  anderen  Ebene  drei  von  diesen  Geraden 
durch  einen  Punkt  gehen. 

6.  Sind  zwei  Ebenen  kollinear  einander  zugeordnet,  so  kann 
man  stets  die  Koordinaten  so  wählen,  dafs  sie  für  entsprechende 
Punkte  und  entsprechende  gerade  Linien  dieselben  Verhältnisse 
haben. 

Nachdem  in  der  ersten  Ebene  die  Koordinaten  beliebig  ge- 
wählt sind,  bestimme  man  zu  den  Eckpunkten  a,  ßj  /  des  Koordi- 
natendreiecks und  zu  dem  Einheitspunkte  6  die  entsprechenden 
Punkte  a',  ß ,  /',  d'  in  der  zweiten  Ebene.  Jetzt  wähle  man  in 
dieser  Ebene  das  Koordinatensystem  so,  dafs  a',  ß\  y  die  Eck- 
punkte, S  der  Einheitspunkt  ist,  und  lasse  solche  Punkte  einander 
entsprechen,  für  welche  die  Koordinatenverhältnisse  einander  gleich 
sind.  Dadurch  werden  aber  die  Punkte  a  und  a',  ß  und  ß\  y 
und  y\  6  und  d'  einander  zugeordnet.  Da  dasselbe  bei  der  ge- 
gebenen Zuordnung  eintritt,  so  ist  sie  mit  der  eingeführten 
identisch. 

6.  In  kollinearen  Ebenen  sind  sowohl  entsprechende 
Punktreihen,  als  auch  entsprechende  Strahlenbüschel 
projektiv  auf  einander  bezogen. 

In  einer  Punktreihe  der  ersten  Ebene  mögen  vier  Punkte  die 
Koordinaten  haben: 

(1)     (x'  +  X,x%  {X  +  X,x%  (x'  +  Xsx),  (x'  -f  X,x). 

Bei  der  soeben  angegebenen  Zuordnung  möge  dem  Punkte 
(x')  der  Punkt  (y),  dem  Punkte  (x")  der  Punkt  (y ')  entsprechen. 
Wenn  jetzt  den  Punkten  (1)  die  Punkte  zugeordnet  sind: 

(2)   (y'  +  /^.y"),  (y'  4  f^^y"),  (y'  +  ml.  (y'  +  c*y")> 

SO  mufs  sein: 

^,  =  gXiy  ^8  =  qX^,  (ifi  =  pAs,  IIa  =  9X4- 
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Daher  sind  nach  §  5,  12  die  Doppelverhältnisse  der  vier 
Punkte  einander  gleich. 

Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man  den  Satz  für  entsprechende 
Strahlen  zugeordneter  Strahlenbüschel. 

7.  Sind  Xi,  Xj,  Xs  homogene  Punktkoordinaten  in  der  ersten, 
Ziy  Zi,  zs  in  der  zweiten  Ebene,  so  kann  die  kollineare  Zuordnung 
stets  durch  Gleichungen  von  der  Form  vermittelt  werden: 

QXi  —  aiiZi  +  aigZj  +  aisZs 
(3)     ^X2  =  a^iZi  +  ajsZi  +  ^is^z 
(>xs  =  asiZi  +  a3tZi  +  ^ssZa, 
wo  Q  ein  willkürlicher  Faktor  ist  und  an  .  .  .  ass  neun  Konstante 
sind,   welche   nur   der  Bedingung  zu  genügen   haben,   dafs  ihre 
Determinante  von  null  verschieden  ist. 

Man  kann  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  leicht  direkt 
zeigen;  man  kann  sie  aber  auch  aus  dem  obigen  Satze  herleiten, 
indem  man  die  dort  benutzten  Koordinaten  (y)  in  die  Koordinaten 
(z)  mittelst  der  Gleichungen  (7)  §  5,  6  umwandelt. 

Hiernach  hängt  eine  kollineare  Zuordnung  von  dem  Verhält- 
nisse der  neun  KoefEcienten  siixy  also  von  acht  willkürlichen 
Gröfsen  ab,  was  auch  aus  dem  in  4  bewiesenen  Satze  hervorgeht. 

8.  Man  kann  die  zweite  Ebene  mit  der  ersten  zusammen- 
fallen lassen.  Indem  man  dementsprechend  annimmt,  die  Koordi- 
naten (x)  und  (z)  seien  auf  dasselbe  Koordinatendreieck  mit 
demselben  Einheitspunkte  bezogen,  wird  die  Ebene  durch  die 
Gleichungen  (3)  kollinear  sich  selbst  zugeordnet.  Dabei  kann  man 
die  Variabebi  (x)  und  (z)  im  allgemeinen  nicht  mit  einander  ver- 
tauschen; es  macht  also  einen  Unterschied,  ob  man  denselben 
Punkt  der  ersten  oder  der  zweiten  Ebene  angehören  läfst. 

9.  Zwei  Ebenen  sind  einander  reciprok  zugeordnet, 
wenn  jedem  Punkte  der  ersten  eine  Gerade  der  zweiten 
und  jeder  Geraden  der  ersten  ein  Punkt  der  zweiten  so 
zugeordnet  ist,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Punkt  in  einer 
Geraden  liegt,  auch  die  entsprechende  Gerade  durch 
den  zugeordneten  Punkt  geht. 

Dem  Punkte  a  der  ersten  Ebene  möge  die  Gerade  a'  der 
zweiten,  der  Geraden  b  der  ersten  möge  der  Punkt  ß'  der  zweiten 
entsprechen;  jedesmal,  wenn  der  Punkt  a  in  der  Geraden  b  liegt, 
mufs  auch  die  Gerade  a'  durch  den  Punkt  ß'  gehen. 
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10.  Die  ersten  Sätze  über  die  reciproke  Zuordnung  zweier 
Ebenen  lassen  sich  auf  eine  ähnliche  Weise  zeigen,  wie  die  ent- 
sprechenden Sätze  über  die  kollineare  Zuordnung;  es  genügt  aus 
diesem  Grunde,  die  Sätze  anzuführen. 

Zwei  Ebenen  können  nur  auf  eine  Weise  reciprok  so  auf 
einander  bezogen  werden,  dafs  vier  geraden  Linien  der  einen,  von 
denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  vier  Punkte  der  andern 
entsprechen,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen.  Bei 
passender  Wahl  der  Koordinaten  (x)  und  (u)  in  der  ersten,  (y) 
und  (v)  in  der  zweiten  Ebene  kann  man  die  reciproke  Zuordnung 
durch  die  Gleichungen  vermittelt  denken; 

Xi  :  X»  :  Xs  :  X4  =  vi  :  Vg  :  vs  :  V4, 
yi  :  72  :  ys  :  y4  =  Ui  :  Us  :  Uj  :  U4. 
Wenn  man  dagegen  in  der  ersten  Ebene  die  Koordinaten 
(x)  und  (u),  in  der  zweiten  die  Koordinaten  (z)  und  (w)  ganz 
willkürlich  annimmt  und  nur  festsetzt,  dafs  sowohl  die  Koordi- 
naten (x)  und  (u)  wie  auch  (z)  und  (w)  zusammengehören  sollen, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

QUi  =  aiiZi  4-  aijZj  +  aiszj 
(4)     pu2  =  asiZi  +  asjZg  +  ajsZs 
pus  =  asiZi  +  ^S2^i  +  assZs, 
aus  denen  die  folgenden  drei  Gleichungen  hervorgehen: 

öWi  =  a^iXi  +  ajjXjj  +  agjXg 
(5)    öw,  =  a^jXi  -f  ajjX,  +  aj^x« 

^^3   "^^  ^18^1    ~r  «^28^2      •     ^88^8* 

Jede  Punktreihe  in  der  einen  Ebene  ist  zu  dem  ihr  ent- 
sprechenden Strahlenbüschel  der  andern  projektiv  zugeordnet. 

11.  Wenn  man  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen  läfst  und 
für  die  Koordinaten  (x)  und  (w)  dasselbe  System  zu  Grunde  legt, 
so  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  man  den  Punkt  als  der  ersten 
oder  der  zweiten  Ebene  angehörig  betrachten  will;  im  ersten  Falle 
hat  man  ihm  die  Koordinaten  (x),  im  zweiten  die  Koordinaten 
(z)  zu  geben. 

Nun  unterscheiden  sich  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  dadurch, 
dafs  die  Koefficienten  der  Horizontal-  und  der  Vertikalreihen  mit 
einander  vertauscht  sind.  Wenn  also  allgemein  die  Beziehung 
statthat: 


S  22.     Die  Involution.  143 

SO  werden  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  identisch.  Alsdann  ent- 
spricht jedem  Punkte  dieselbe  Gerade,  mag  man  ihn  der  ersten 
oder  der  zweiten  Ebene  zuweisen,  und  ebenso  wird  unter  dieser 
Annahme  jeder  Geraden  derselbe  Punkt  zugeordnet.  Eine  derartige 
Zuordnung  in  der  Ebene  nennt  man  ein  ebenes  Polarsystem 
oder  eine  polare  Reciprocität  in  der  Ebene. 

12.  Ein  ebenes  Polarsystem  ist  bestimmt,  sobald  man  zu  zwei 
Punkten  1  und  2  die  entsprechenden  Geraden  I  und  II  kennt 
und  zu  einem  Punkte  3  von  I  eine  durch  I  gehende  Gerade  III 
zuordnet.  Da  jetzt  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  I  und  II  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  2  entspricht,  so  kennt  man 
zu  vier  Punkten,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen, 
die  zugeordneten  Geraden;  dadurch  ist  nach  dem  Obigen  die 
reciproke  Zuordnung  bestimmt. 

13.  Aus  dem  Begriff  der  reciproken  Zuordnung  in  Verbindung 
mit  dem  Satze,  dafs  jedem  Punkte  eine  einzige  Gerade  und  jeder 
Geraden  ein  einziger  Punkt  entspricht,  geht  unmittelbar  hervor, 
dafs  für  ein  ebenes  Polarsystem  folgende  Sätze  gelten. 

Lassen  wir  einen  Punkt  a  sich  auf  einer  Geraden  p  bewegen, 
so  dreht  sich  die  ihm  zugeordnete  Gerade  a  um  den  zu  p  zu- 
geordneten Punkt  Xy  und  umgekehrt. 

Vier  harmonischen  Punkten  einer  Geraden  entsprechen  vier 
harmonische  Strahlen  eines  Büschels,  und  umgekehrt. 

Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  Punktreihe  den  Schnitt- 
punkt mit  der  entsprechenden  Geraden  zu,  so  erhält  man  eine 
Punktinvolution. 

Ordnet  man  jedem  Strahle  eines  Büschels  die  Verbindungs- 
linie des  Scheitels  mit  dem  entsprechenden  Punkte  zu,  so  erhält 
man  eine  Strahleninvolution. 

14.  Diese  Sätze  stimmen  durchaus  überein  mit  den  Sätzen, 
welche  wir  früher  über  Pole  und  Polare  eines  eigentlichen  Kegel- 
schnittes gefunden  haben.  In  der  That  vermittelt  jeder  eigent- 
liche Kegelschnitt  eine  polare  Zuordnung  der  Punkte  und  der 
Geraden  der  Ebene.  Ersetzt  man  in  der  (ileichung  (4)  die  Va- 
riabein Zi,  Zj,  Z3  durch  Xi',  X2',  X3',  so  werden  diese  Gleichungen 
identisch  mit  (4)  §  14,  8. 

15.  Umgekehrt  führt  jedes  ebene  Polarsystem  auf  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung.     Um    das  zu   erkennen,  ersetzen  wir   in   der 
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Gleichung  (4)  die  Koordinaten  Zi,  z»,  Z5  durch  Xi,  Xi,  x».    Nun 
wird  die  Gleichung 

xiUi  -f-  X,Ua  +  Xs^s  =  0 
erfüllt,  sobald  der  Punkt  (x)  in  die  entsprechende  Gerade  (u)  fällt. 
Demnach  liegt  der  Punkt  (x)  jedesmal  in  der  entsprechenden 
Geraden,  sobald  die  Summe  der  mit  x^,  x^,  Xj  multiplizierten 
rechten  Seiten  von  (4)  verschwindet,  oder  sobald  seine  Koordi- 
naten der  Gleichung  genügen: 

(7)     ^a,xx,  xx  —0. 

Diese  Gleichung  liefert  somit  alle  Punkte,  welche  in  die  ihnen 
zugeordneten  Geraden  fallen.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  den 
Kegelschnitt  (7)  die  Ordnungskurve  des  Polarsystems. 

Übungen : 

1)  a)  Wenn  zwei  Ebenen  derselben  dritten  Ebene  kollinear 
zugeordnet  sind,  so  sind  sie  auch  einander  kollinear  zugeordnet. 

b)  Wenn  zwei  Ebenen  derselben  dritten  Ebene  reciprok  zu- 
geordnet sind,  so  sind  sie  einander  kollinear  zugeordnet. 

2)  a)  Wenn  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  bezogen 
sind,  so  entspricht  jedem  Kegelschnitte  der  einen  ein  Kegelschnitt 
der  andern  Ebene  in  der  Weise,  dafs  jedem  Punkte  des  ersten 
«in  Punkt  und  jeder  Tangente  des  ersten  eine  Tangente  des 
zweiten  zugeordnet  ist.  Drei  Punkten  der  einen  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  den  in  ihr  gelegenen  Kegelschnitt  ein  zu  sich  selbst 
konjugiertes  Tripel  bilden,  entsprechen  in  der  andern  die  Eck- 
punkte eines  Polardreiecks  zu  dem  in  ihr  gelegenen  Kegelschnitte. 

b)  Will  man  zwei  Ebenen  kollinear  in  der  Weise  auf  ein- 
ander beziehen,  dafs  einem  Kegelschnitte  der  einen  ein  bestimmter 
Kegelschnitt  der  andern  entsprechen  soll,  so  kann  man  noch  zwei 
beliebige  Punkte  jr^  und  jc^  einander  zuordnen;  dann  entspricht 
auch  einer  bestimmten  Geraden  pj  der  ersten  eine  bestimmte 
Gerade  p^  der  zweiten.  Jetzt  ist  die  Zuordnung  eindeutig  fest- 
gelegt, sobald  man  einem  Punkte  von  pi  einen  bestimmten  Punkt 
von  pg  entsprechen  läfst. 

c)  Wo  dürfen  die  Punkte  nicht  angenommen  werden,  damit 
sie  zur  Bestimmung  der  kollinearen  Zuordnung  genügen? 

d)  Wie  müssen  die  in  b)  gew«ihlten  Punkte  den  Kurven 
gegenüber  liegen,  damit  die  Zuordnung  reell  wird? 

e)  Man  kann  die  kollineare  Zuordnung  zweier  Ebenen,  in 
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denen  zwei  Kegelschnitte  einander  entsprechen  sollen,  auch  da- 
<Iurch  bestimmen,  dals  man  drei  Punkten  des  einen  Kegelschnittes 
-drei  Punkte  des  andern  beliebig  zuweist. 

f)  Auch  bei  der  reciproken  Zuordnung  zweier  Ebenen  ent- 
spricht jedem  Kegelschnitte  in  der  einen  ein  Kegelschnitt  in  der 
andern;  jetzt  ist  aber  jedem  Punkte  des  einen  eine  Tangente  des 
andern  zugeordnet.  Man  übertrage  die  soeben  für  die  kollineare 
Zuordnung  angegebenen  Sätze  auf  die  reciproke. 

3)  a)  Wenn  eine  Ebene  zu  sich  selbst  kollinear  zugeordnet 
ist,  so  entsprechen  sich  selbst  im  allgemeinen  drei  Punkte  und 
drei  gerade  Linien,  welche  demselben  Dreiecke  angehören. 

b)  Demnach  kann  im  allgemeinen  bei  geeigneter  Wahl  der 
Koordinaten  die  Zuordnung  durch  die  Gleichungen  vermittelt 
werden : 

Xi  :  X2  :  Xs  =«  liYi  :  l^y^  :  ^sYs,  ^i^i  :  AjU«  :  ^jU«  =«  vi  :  V2  :  Vs- 

4)  a)  Wenn  eine  Ebene  in  der  Weise  kollinear  auf  sich  selbst 
bezogen  ist,  dafs  jedem  Punkte  derselbe  Punkt  entspricht,  mag 
man  ihn  der  einen  oder  der  andern  von  den  beiden  vereinigten 
Ebenen  zuweisen,  so  müssen  die  Koefficienten  den  Bedingungen 
genügen : 

^Tl    "r   ^1»    T"  ^1  »    "^^  ^2  1      I     ^2  2      1      ^2  8    *"  ^8  1    "T"  ^8  2    "T  ^8  S 
^11^21   ~r  ^12^22   ~r  ^18^23   "^  ^11^8  1      I     ^12^8  2      l"  ^18^88 

*=■  ^21^81    "T  ^22^82      »     ^28^88   "^  ^• 

b)  Den  aufgestellten  Bedingungen  genügt  das  System  der 
Koefficienten : 

X*  +  ;i«  —  ^»  —  r«         2  {Xfi  +  xp)  2  {Xv  —  xfi) 

2  {1(1  —  xv)  X«  +  ^«  —  r«  —  X*         2{/iv  +  xX) 

2  (Xv  +  xfi)  2  (fiv  —  xX)         X«  —  A«  —  /£«  +  vK 

c)  Man  untersuche  die  kollineare  Zuordnung  für  folgende 
Koefficienten : 

a)  in  b)  werde  x  =  i'  =  0  angenommen; 
ß)  die  Koefficienten  seien: 

Jl«  -  ^*  2X(i  0 

—  2X/1  X^  —  fi*  0 

0  0  X*  +  fi^. 

Killiof,  Lehrbach  der  analyt.  Geometrie.    I.  10 
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/)  Die  Koefficienten  sollen  sein: 

10      0 

0       1       0 

0      0—1. 
6)  Welche  Punkte  kann  man  einander  noch  willkürlich  zu- 
ordnen, damit  die  hier  betrachtete  Kollinearität  erhalten  werde? 

§  23. 
Der  Kegelschnittsbttschel. 

1.  Wir  gehen  von  zwei  Kurven  der  gleichen  Ordnung  n  aus,, 
deren  Gleichungen  in  Punktkoordinaten  sind: 

(1)     *(x,,Xi,  X3)  =  0,    ?P(xi,x„X3)  — 0; 
alsdann  sagen  wir,  alle  Kurven,  deren  Gleichungen  für  einen  be- 
liebigen konstanten  Faktor  fi  in  der  Form: 

(2)     *  (x,,  xt,  xa)  +  fiV(xi,  X2,  xs)  =-  0 
dargestellt  werden  können,  gehörten  dem  durch  die  Kurven  (1) 
bestimmten  Büschel  nter  Ordnung  an. 

Der  Büschel  ist  durch  zwei  beliebige  seiner  Kurven  eindeutig 
bestimmt.  Die  Koefficienten  a  und  ß  seien  beliebig,  aber  fest 
gewählt;  dann  gehören  die  Kurven 

^  +  «y/  =  0   und   *  +  /9*r  =  0 
dem  Büschel  (2)  an.    Diese  beiden  Kurven  bestimmen  den  Büschel 
aller  in  der  Form 

(*  H-  a*)  +  i;  (*  +  ßV)  =  0 
darstellbaren  Kurven.    Die  Gesamtheit  derselben  ist  aber  mit  der 
Gesamtheit  der  Kurven  (2)  identisch;   denn  indem  v  alle  Werte 
annimmt,  erhält  man  auch  für  den  Quotienten  {a"\-vß)  :  {l-^-p} 
alle  möglichen  Werte;   man  darf  daher 

a  -{-  ßv 

^~    i  +v 
setzen. 

2.  Wenn  ein  Punkt  zwei  Kurven  eines  Büschels  an- 
gehört, so  gehen  alle  Kurven  desselben  durch  ihn  hin- 
durch. 

Wie  wir  eben  gesehen  haben,  dürfen  wir  annehmen,  dafs 
*  =  0  und  ?P=0  zwei  beliebige  Kurven  des  Büschels  sind;  nun 
ist  es  unmittelbar  klar,  dafs  jedesmal,  wenn  für  einen  Punkt  (x'> 
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die  Gleichungen  *(x')«=0  und  !P(x')  =  0  erfüllt  sind,  auch  die 

Gleichung  *(x')  +  ^'P(x')  =  0  befriedigt  sein  mufs. 
Umgekehrt  darf  man  den  Satz  aussprechen: 
Wenn   eine  Kurve  durch  den  vollständigen  Schnitt  zweier 

Kurven  hindurchgeht  und  die  drei  Kurven  von  derselben  Ordnung 

sind,  so  gehören  sie  einem  Büschel  an. 

Dieser  Satz  ist  nur  richtig,  wenn  der  Grad  der  Berührung 

in  Betracht  gezogen  wird,  welche  in  einem  gemeinschaftlichen 

Punkte  der  beiden  ersten  Kurven  statthat.   Auf  den  Beweis  können 

wir  aber  hier  nicht  eingehen. 

3.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene,  der.  nicht  den 
sämtlichen  Kurven  des  Büschels  angehört,  geht  eine 
einzige  Kurve  des  Büschels  hindurch. 

Damit  die  Kurve  (2)  durch  den  Punkt  (x)  hindurchgeht,  mufs 
die  Gleichung  erfüllt  sein: 

*  (x')  +  (aV  (x')  —  0. 

Da  in  dieser  Gleichung  *  (x')  und  9  (x')  nicht  zusammen 
verschwinden  dürfen,  weil  sonst  der  Punkt  (x')  allen  Kurven  des 
Büschels  angehören  müfste,  läfst  sich  der  Koefficient  (i  aus  ihr 
eindeutig  bestimmen. 

4.  Wenn  speciell  die  Kurven  des  Büschels  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  nennen  wir  ihn  einen  Büschel  zweiter  Ord- 
nung oder  einen  Kegelschnittsbüschel. 

Indem  wir  von  den  beiden  Kurven  ausgehen: 

(3)     -Sa/xxi  xx  =  0,   -Sbixx/  xx  =«  0, 
stellen  wir  eine  beliebige  Kurve  des  Büschels  in  der  Form  dar: 

(4)     ^(a«  +  i"b,x)  x.  Xx  —  0. 

Wir  beweisen  zunächst  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Punkte  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf 
irgend  zwei  Kurven  eines  Kegelschnittsbüschels  sind, 
so  haben  sie  dieselbe  Eigenschaft  für  sämtliche  Kurven 
des  Büschels. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  dafs  diejenigen  Kurven,  für 
welche  die  Punkte  (x')  und  (x")  konjugierte  Pole  sein  sollen,  durch 
die  Gleichungen  (3)  dargestellt  werden.  Dementsprechend  sind 
die  Gleichungen  befriedigt: 

-S'a/x  Xx '  Xx '  =  0,   2hix  xt '  xx'  =  0. 

10' 
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Indem  wir  die  zweite  Gleichung  mit  [i  multiplizieren  und 
zur  ersten  addieren,  folgt  die  neue  Gleichung: 

S{2iix  +  fihix)  xt'  x/  =  0, 
und  diese  sagt  aus,  dafs  die  Punkte  (x)  und  (x")  auch  konjugierte 
Pole  für  jede  Kurve  (4)  sind. 

5.  Wenn  zwei  Punkte  nicht  konjugierte  Pole  in 
Bezug  auf  alle  Kurven  eines  Kegelschnittsbüschels  sind, 
so  gehört  dem  Büschel  stets  eine  einzige  Kurve  an,  für 
w^elche  die  Punkte  konjugierte  Pole  sind. 

Sollen  die  Punkte  (x')  und  (x")  konjugierte  Pole  in  Bezug 
auf  die  Kurve  (4)  sein,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

21{ztx  +  fihix)  xi '  xx"  =  0. 
Diese  Gleichung  können  wir  aber  auch  in  der  Form  schreiben : 

I^Siix xi '  x/  +  fi  JSbixXi'  xx  =»  0. 
Wenn  diese  Gleichung  nicht  für  jeden  Wert  von  fi  befriedigt 
wird,  so  giebt  es  stets  einen  einzigen  Wert  von  fi,  für  den  sie 
erfüllt  wird. 

6.  Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  lassen  sich  wichtige  Fol- 
gerungen ziehen,  die  wir  in  dem  folgenden  Satze  zusammenfassen: 

Die  sämtlichen  Polaren  zu  einem  festen  Punkte  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  gehen  durch 
einen  zweiten  festen  Punkt;  nur  wenn  der  Punkt  sin- 
gulärer  Punkt  eines  dem  Büschel  angehörenden  Linien- 
paares ist,  hat  er  für  alle  Kurven  dieselbe  Polare. 

Wenn  die  Polaren  des  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Kurven 
(3)  nicht  identisch  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  (x")  konjugierter 
Pol  zu  (x)  für  die  beiden  und  damit  für  alle  Kurven  des  Büschels; 
somit  geht  die  Polare  von  (x)  für  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
des  Büschels  durch  den  Punkt  (x")  hindurch. 

Wofern  aber  der  Punkt  (x)  für  die  Kegelschnitte  (3)  dieselbe 
Polare  hat,  ist  jeder  Punkt  dieser  Geraden  konjugierter  Pol  zu  (x') 
in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels,  die  Gerade  selbst  also 
gemeinschaftliche  Polare.  In  diesem  Falle  giebt  es  nach  5.  eine 
einzige  Kurve  des  Büschels,  für  welche  dem  Punkte  (x')  ein  be- 
liebiger, nicht  der  gemeinschaftlichen  Polare  p  angehörender  Punkt 
(x®)  als  Pol  zugeordnet  ist;  dann  ist  (x')  konjugierter  Pol  zu  allen 
Punkten  auf  einer  den  Punkt  (x®)  mit  einem  beliebigen  Punkte 
von  p  verbindenden  Geraden  oder  mit  andern  Worten  zu  allen 
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Punkten  der  Ebene.  Der  Punkt  (x)  ist  also  singulärer  Punkt  der 
ausgewählten  Kurve  und  diese  ein  Linienpaar  oder  eine  Doppel- 
linie. 

Wenn  umgekehrt  der  Punkt  (x')  singulärer  Punkt  eines  dem 
Büschel  angehörenden  Linienpaares  ist,  so  ist  zu  ihm  in  Bezug 
auf  diese  Kurve  jeder  Punkt  der  Ebene  konjugierter  Pol.  Die 
Punkte  seiner  Polare  für  irgend  eine  zweite  Kurve  sind  konju- 
gierte Pole  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  durch  die  beiden  ersten 
Kurven  bestimmten  Büschels;  diese  Gerade  ist  also  gemeinschaft- 
liche Polare. 

(Den  Fall,  dafs  zwei  Kurven  des  Büschels  denselben  singu- 
lären  Punkt  besitzen,  brauchen  wir  nicht  zu  untersuchen.) 

7.  Wir  wollen  diese  Sätze  analytisch  nachweisen.  Die  Polare 
des  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Kurve  (4)  hat  die  Gleichung: 

(5)  S{2iiic  +  fihix)  xi  xx  =  0 
oder  SzixXi  xx  +  fi  JShixXi  xx  «=  0. 
Im  allgemeinen  werden  die  Gleichungen: 

(6)    SaixXi  Xx'  =  0  und  l^bi;^  x*  xx  —  0 
verschiedene  gerade  Linien  darstellen.    Dann  geht  jede  durch  die 
Gleichung  (5)  dargestellte  Gerade  durch  den  Schnitt  der  Linien  (6) ; 
die  Gleichung  (5)  stellt  also  einen  Strahlenbüschel  dar.    Hierdurch 
ist  der  erste  Teil  des  obigen  Satzes  nochmals  bewiesen. 

8.  Damit  die  Gleichung  (4)  ein  Linienpaar  darstellt,  mufs 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  verschwinden;  es  mufs 
also  sein: 

an  +^bu     ais  +  fihi^     aia  +  fihn    \ 
(7)       aj,  4-  fihii     ass  +  fiha     a,s  +  //b»»    j  =  0. 
381  +  fihsi     agg  +  ^ba«     ass  -f  ^bjs    j 
Diese    Gleichung   liefert    im   allgemeinen   drei   verschiedene 
Wurzeln  /<i,  fi^,  fi^;  der  Büschel  enthält  also  im  allgemeinen  drei 
Linienpaare. 

(Dabei  müssen  wir  aber  beachten,  dafs  dasjenige  Linienpaar, 
welches  zu  einer  komplexen  Wurzel  der  Gleichung  (7)  gehört, 
durch  eine  Gleichung  mit  komplexen  Koefficienten  dargestellt 
wird.) 

Ist  fii  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7),  so  ist  die  Spitze  (x) 
des  zu  dieser  Wurzel  gehörenden  Linienpaares  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt: 
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(an  +^ibii)x,'  +  (ai,  +/Mibi2)  xj' +  (a,,  +^ibi8)x»'  =  0 

(8)  (a^i  +iMibi,)xi'4-(a,8  4-^ib22)xi' +  (ag8  +jMib„)xs'  — 0 
(asi  +jWibji)x,'  +  (as,  +iti,b88)x,' +  (ass  H-^ibss)  Xs'^-O. 

Ebenso  fuhrt  die  Wurzel  fi2  auf  ein  Linienpaar,  dessen  sin- 
gulärer  Punkt  (x')  den  Gleichungen  genügt: 

(an  +  iM«b,i)  x,'  +  (ai8  +  ^«bi«)  x,"  +  (ai«  +  i^tbis)  x,"  —  0 

(9)  (aji  +  fithii)  xi "  -f  (a,,  +  ^tb„)  x,"  +  (a,8  +  /i^h^z)  xs"  =» 0 
(a»!  +/f'«b8i)xi"  +  (as8  +iM,b82)x8"  + (a«»  4-iWfb58)xs"  =  0. 

Indem  wir  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  xi",  x»", 
Xi"  multiplizieren  und  addieren,  gelangen  wir  zu  der  neuen 
Gleichung : 

£(2iix  +^.b«)x/xx"  — 0. 

Ebenso  leiten  wir  aus  den  Gleichungen  (9)  durch  Multipli- 
kation mit  Xi',  xg',  Xs'  die  Relation  her: 

JS(a<x  +  fiihtx)  \i '  xx"  =»  0. 

Da  die  Wurzeln  fi\  und  (i^  verschieden  sind,  sagen  diese 
beiden  Gleichungen  aus,  dafs  die  Punkte  (x)  und  (x'')  konjugierte 
Pole  in  Bezug  auf  zwei  Kurven  des  Büschels  sind;  sie  sind  also 
konjugierte  Pole  für  alle  Kurven  des  Büschels. 

(Will  man  diesen  Satz  nicht  benutzen,  so  subtrahiere  man 
die  beiden  Gleichungen  von  einander;  da  ^i  —  ^^  4=  ^  ^^t,  folgt 
die  Beziehung  JShix  xt '  Xx"  =»  0;  dann  mufs  auch  Szix  x* '  x«"  =-  0 
sein.) 

9.  Sind  die  Punkte  1,  2,  3  die  singulären  Punkte  der  drei 
dem  Büschel  angehörenden  Linienpaare,  so  folgt  genau  auf  dem 
eben  durchgeführten  Wege,  dafs  je  zwei  dieser  Punkte  konjugierte 
Pole  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels  sind.  Daher  ist  die 
Gerade  23  die  Polare  des  Punktes  l,  die  Gerade  31  Polare  des 
Punktes  2  und  die  Gerade  12  Polare  des  Punktes  3  in  Bezug  auf 
alle  Kurven  des  Büschels.  Dadurch  haben  wir  folgenden  Satz 
bewiesen : 

EinemKegelschnittsbüschel  gehören  im  allgemeinen 
drei  Linienpaare  an;  die  singulären  Punkte  derselben 
sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks,  welches  allen 
Kurven  des  Büschels  gemeinschaftlich  ist. 
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In  Fig.  32  sind  die  drei  Punkte  il,  fiy  v  und  die  drei  Linien- 
paare reell;  in  Fig.  33  ist  nur  der  Punkt  X  und  das  von  ihm 
ausgehende  Linienpaar  reell;  in  Fig.  34  sind  X^  (ly  v  reell,  aber 
nur  von  X  geht  ein  reelles  Linienpaar  aus. 


Fig.  32. 


Fig.  38. 
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10.  Soll  umgekehrt  der  Punkt  (x)  dieselbe  Polare  für  alle 
Kurven  des  Büschels  haben,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 
(6)  dieselbe  Gerade  darstellen;  die  Koefficienten  von  Xi,  x«,  Xs 
in  diesen  Gleichungen  müssen  dann  einander  proportional  sein 
oder  es  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

-SaixXx'  =  (o  -SbixXx!,  -S'agxXx  =-  a>  JSb^xXx, 

-TasxXx'  =  CO  -TbsxXx". 

Diese  drei  Gleichungen  schreiben  wir  in  folgender  Form: 

(an  —  a>bii)xi'  +  (ai2— a>b,2)x8'  +  {ais— (»bis)x8'=«0 

(10)   (aai  —  cwbg, )  Xi '  +  (a^g  —  cob«,)  x»'  +  (a^s  —  «»b^s) xs'  =  0 

(asi  —  ojbsi)  Xi '  +  (a32  —  o^bss)  X2'  +  (ags  —  <ob33)x3'  =  0. 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  aber  von  den  Glei-^ 
chungen  (8)  nur  dadurch,  dafs  der  Faktor  Hi  durch  —  cu  ersetzt  ist. 

Somit  sind  die  singulären  Punkte  der  dem  Büschel 
angehörenden  Linienpaare  die  einzigen  Punkte,  welche 
für  alle  Kurven  des  Büschels  dieselbe  Polare  besitzen. 

11.  Wählen  wir  das  gemeinsame  Polardreieck  zum  Koordi- 
natendreieck,  so  stellen  sich  die  Gleichungen  aller  Kurven  des 
Büschels  durch  dieselben  drei  Quadrate  dar;  die  Gleichungen  (3) 
nehmen  jetzt  die  Gestalt  an: 

«ly?  +  «271  +  «sYl  =  ^ 

ßijl  +  /92yl  +  hyl  =  0. 

(Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dafs  die  Koefficienten  in  dea 
Gleichungen,  durch  welche  der  Zusammenhang  der  Variabein  Xi ,. 
Xi,  Xs  und  yi,  y^,  y^  dargestellt  wird,  zum  Teil  komplexe  Werte 


(11) 
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besitzen  können;  die  Eckpunkte  des  neuen  Koordinatendreiecks 
können  somit  auch  imaginär  sein.) 

Indem  wir  die  obere  Gleichung  (11)  mit  ßi,  die  untere  mit 
ai  mukiplizieren  und  subtrahieren,  wird  die  Variabele  y»  aus  den 
Gleichungen  eliminiert,  und  die  neue  Gleichung  stellt  ein  dem 
Büschel  angehörendes  Linienpaar  dar.  In  ähnlicher  Weise  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  beiden  andern  Linienpaare.  Da  die 
Schnittpunkte  zweier  solcher  Paare  allen  Kurven  des  Büschels 
angehören,  ergiebt  sich  der  Satz: 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  im  allgemeinen 
in  vier  Punkten. 

12.  Umgekehrt  läfst  sich  durch  vier  beliebig  gewählte  Punkte 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legen.  Um  das  zu  beweisen, 
nehme  man  zu  den  vier  Punkten  1,  2,  3,  4  einen  fünften  Punkt  5 
hinzu  und  lege  durch  diese  fünf  Punkte  einen  Kegelschnitt.  Jetzt 
wähle  man  einen  sechsten  Punkt '6,  der  nicht  auf  dem  soeben 
konstruierten  Kegelschnitte  liegt,  und  bestimme  den  Kegelschnitt, 
der  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  6  hindurchgeht.  Diese  beiden 
Kegelschnitte  haben  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  gemeinschaftlich. 

13.  Soll  der  Punkt  (x')  der  Pol  der  Geraden 

(12)      UX,    +  \,X,   +  l8X3  =  0 

für  den  Kegelschnitt  (4)  sein,  so  müssen  die  Gröfsen  1^,  1^,  I3 
den  Koefficienten  von  xi,  X2,  X3  in  der  Gleichung  (5)  proportional 
sein.     Es  müssen  daher  die  Gleichungen  bestehen: 

q\i  ==  ^  (ai  x  +  ^b,  x)  xx' 
(13)     pl,  =2:(a,x +^b,x)xx' 
q\z  =  JS*  (asx  +  ^bax)  Xx'. 
Indem  wir  den  Koefficienten  fi  aus  diesen  Gleichungen  eli- 
minieren, finden  wir  den  Ort  der  Pole  für  die  Gerade  in  Bezug 
auf  die   Kegelschnitte   des  Büschels.     Derselbe   wird   durch   die 
Gleichung  bestimmt: 


(14) 


ll 

^aixXx' 

2;b,xxx' 

u 

2,'asxXx' 

^bjxxx' 

13 

2!a,xxx 

^b»xXx' 

—  0. 


Diese  Gleichung  stellt  bei  veränderlichen  Werten  von  (x) 
einen  Kegelschnitt  dar.  Da  die  letzte  Gleichung  unabhängig  von 
den  Werten  li,  1,,  1»   befriedigt  wird,   sobald  die  Elemente  der 
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beiden  letzten  Reihen  einander  proportional  sind^  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  die  Gleichungen  (10)  erfüllt  sind,  so  geht  dieser 
Kegelschnitt  durch  die  Eckpunkte  des  gemeinsamen  Polardreiecks. 

14.  Der  Kegelschnitt  (14)  wird  von  jeder  Geraden  in  zwei 
Punkten  geschnitten,  speciell  von  der  gegebenen  Geraden  (12) 
selbst.  Im  Büschel  giebt  es  also  zwei  Kegelschnitte,  für  welche 
<ier  Pol  in  die  gegebene  Gerade  hineinfällt;  diese  werden  von  der 
Geraden  berührt. 

Eine  Gerade  der  Ebene  wird  im  allgemeinen  von 
zwei  Kegelschnitten  eines  Büschels  berührt. 

Wir  können  diesen  Satz  auch  in  folgender  Form  aussprechen: 

Durch  vier  Punkte  lassen  sich  im  allgemeinen  zwei 

Kegelschnitte  legen,  die  eine  gegebene  Gerade  berühren. 

15.  Ist  a  der  Berührungspunkt  des  einen,  ß  der  des  andern 
Kegelschnitts  mit  der  gegebenen  Geraden,  so  gehört  ß  der  in  a 
an  den  ersten  Kegelschnitt  gelegten  Tangente  an;  demnach  ist 
ß  ein  konjugierter  Pol  von  a  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegel- 
schnitt. Aus  demselben  Grunde  ist  a  konjugierter  Pol  von  ß  för 
die  zweite  Kurve.  Daher  sind  die  Punkte  a  und  ß  konjugierte 
Pole  für  die  beiden  Kurven  und  somit  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels. 

Umgekehrt  sieht  man  auch  sehr  leicht,  dafs,  wenn  die  Punkte 
4x  und  ß  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurven  des  Büschels 
sind,  sowohl  die  durch  a  als  die  durch  ß  gelegte  Kurve  desselben 
von  der  Geraden  aß  berührt  wird. 

Auf  einer  Geraden  liegen  im  allgemeinen  zwei 
Punkte,  die  einander  in  Bezug  auf  den  Büschel  konju- 
giert sind. 

16.  Schneidet  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Büschels  die 
Gerade  <xß  in  den  Punkten  fi  und  r,  so  liegen  die  Punkte  a  und  /9, 
weil  sie  auch  für  diesen  Kegelschnitt  konjugierte  Pole  sind,  har- 
monisch zu  den  Punkten  fi  und  v.  Umgekehrt  liegen  alle  Punkte- 
paare, in  denen  die  Kurven  des  Büschels  von  der  Geraden  ge- 
schnitten werden,  harmonisch  zu  den  beiden  Punkten  a  und  ß; 
<]ie  Schnittpunkte  bestimmen  also  eine  Involution. 

Die  Punktepaare,  in  denen  die  Kurven  eines  Kegel- 
schnittsbüschels von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten  werden,   liegen   in  Involution;   in  jedem  der 
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beiden  Hauptpunkte  dieser  Involution  wird  die  Gerade 
von  einer  Kurve  des  Büschels  berührt. 

17.  Man  kann  die  einzelnen  Sätze  auch  direkt  auf  analytischem 
Wege  beweisen.  Sollen  die  Punkte  (x'  +  o'x")  und  (x'  +  (»"k") 
"der  durch  die  Punkte  (x)  und  (x")  gelegten  Geraden  konjugierte 
Pole  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  (3)  sein,  so  müssen  die  Glei- 
chungen erfüllt  sein: 

JSZix  (xi '  +  CO'  Xi')  (xx'  +  a>"  XxO  =  0, 
2hix  (xi '  -f-  »'  Xi ')  (xx"  +  <o''  xx")  =»  0. 
Diese  beiden  Gleichungen,  die  man  auch  in  der  Form  schreiben 
kann: 

La>'©'  +  M  (a>'  +  (o")  +  N  =  0 
L'cd'cö"  +  M'  ((»'  +  ö>")  +  N'  —  0, 
bestimmen  die  Gröfsen  co'io"  und  a>'  +  co",  liefern  also  eine  qua- 
dratische Gleichung,  deren  Wurzeln  cd'  und  co"  sind. 

18.  Damit  die  Punkte  (x'-f-^iV)  und  (x' +  co^x")  dem 
Kegelschnitt  21{ztx-\- Qhix)xiXx  =  0  angehören,  müssen  a>i  und 
<Of  die  Wurzeln  der  Gleichung  sein: 

Si^ix  +  Qh^x)  (x/  +  coxr)  (xx'  +  a>xx")  =  0. 
Dieser  Gleichung  geben  wir  die  Form: 

(A  +  pA')  CO«  +  2  (B  -f  pB')  a>  +  (C  -f  qC)  —  0. 
Daraus  folgt: 

^  B  +  (>B  C  +  qC 

Indem  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  Parameter  q 
•eliminieren,  erhalten  wir  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den 
-Gröfsen  cdiCd^  und  Oi  -{- m^-  Das  ist  aber  nach  §  22,  3  die 
Bedingung  dafür,  dafs  die  Punkte  eine  Involution  bilden. 

(In  nachstehender  Figur  wird  die  durchgezogene  Gerade  von 
-einem  Kegelschnitt  in  ce,  a',  von  einem  zweiten  in  ß,  ß',  einem 
dritten  in  7,  y'  u.  s.  w.  geschnitten.) 

Übungen : 

1)  Man  suche  die  gemeinschaftlichen  Polardreiecke  zu  zwei 
gegebenen  Kegelschnitten : 

a)  5xJ  — 14xiXjj  +  8x|  — öXiXg— 2x|— 0 
3xf  — 6xjX,  +öx|  — äXjXg  -j-4x,Xj  «=0. 

b)  7xJ -|-6x| +5x|  +  Sxjx, +  6xix, +4x,X3 -0 

^1  +X|  -f  Xj  H-X^Xg  -l-XjXg  +X,X3  —0. 
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Fig.  35. 

2)  Für  jeden  der  unter  1)  angegebenen  Kegelschnittsbüschel 
suche  man  die  darin  vorkommenden  Geradenpaare  sowie  die 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkte.  Ebenso  bestimme  man  die  In- 
volutionen, welche  durch  die  Kurven  des  Büschels  auf  den  Koordi- 
natenaxen  erzeugt  werden. 

3)  Zieht  man  in  beliebig  vielen  Kegelschnitten  eines  Büschels 
die  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallelen  Durchmesser  und 
konstruiert  zu  jedem  unter  ihnen  den  konjugierten  Durchmesser, 
so  gehen  die  letzteren  durch  einen  festen  Punkt. 

(Es  seien  a,  b,  c  .  .  .  gleichgerichtete  Durchmesser  von  Kegel- 
schnitten eines  Büschels,  a  und  a',  b  und  b',  c  und  c'  ...  je 
Paare  von  konjugierten  Durchmessern;  dann  ist  zu  beweisen,  dafs 
a',  b',  c'  .  .  .  durch  denselben  Punkt  gehen.) 

4)  Gehören  vier  Kegelschnitte  einem  Büschel  an  und  sind 
Pi>  P2>  Psy  Pa  der  Reihe  nach  die  vier  Polaren  eines  Punktes 
ji  in  Bezug  auf  die  Kurven,  so  ist  das  Doppel  Verhältnis  dieser 
vier  Geraden  von  der  Wahl  des  Punktes  jt  unabhängig. 

(Sind  9) +  iWitp  =  0  .  .  .  9) +  ^4ip  =  0  die  Gleichungen  der 
vier  Kegelschnitte,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Polaren 
auf  die  Form  bringen :  A  -|-  it'i B  =  0  .  .  .  A  +  jt/iB  —  0.) 

5)  Eine  gerade  Linie  enthält  im  allgemeinen  nur  ein  Paar 
von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  eines  Büschels 
konjugierte  Polare  sind;  auf  einzelnen  Geraden  liegen  aber  un- 
endlichviele  derartige  Punktepaare;  was  sind  das  für  Gerade? 

Mit  andern  Worten: 

Wie  mufs  eine  Gerade  zu  einem  Kegelschnittsbüschel  liegen» 
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damit  die  sämtlichen  Polaren,  welche  man  in  Bezug  auf  die  Kurven 
*des  Büschels  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  konstruieren 
kann,  sich  auf  der  Geraden  schneiden? 

6)  Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vier- 
ecks werden  von  einer  beliebigen  Geraden  in  Punktepaaren  einer 
Involution  geschnitten. 

7)  a)  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste  Punkte 
gehen,  haben  ein  (reelles  oder  imaginäres)  System  von  parallelen 
konjugierten  Durchmessern. 

(Man  beachte  die  beiden  Involutionen,  welche  auf  der  un- 
endlichfernen Geraden  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den  konju- 
gierten Durchmessern  von  zwei  Kurven  des  Büschels  entstehen, 
oder  wenn  man  lieber  will,' man  beachte  das  auf  dieser  Geraden 
gelegene,  für  alle  Kurven  gemeinsame  Paar  konjugierter  Pole.) 

b)  Legt  man  durch  die  vier  Schnittpunkte  von  zwei  Parabeln 
einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  bilden  die  durch  einen  Mittel- 
punkt gehenden  Durchmesser  der  Parabeln  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  desselben. 

c)  Jede  Ellipse  hat  mit  einem  beliebigen  Kegelschnitt  ein 
reelles  Paar  von  parallelen  konjugierten  Durchmessern. 

(Welche  Ausnahme  erleidet  der  Satz.^) 

8)  a)  Alle  Kegelschnitte,  welche  dasselbe  Polardreieck  be- 
sitzen und  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich 
noch  in  drei  weiteren  Punkten. 

b)  Alle  Kegelschnitte,  welche  dasselbe  Polardreieck  besitzen 
und  eine  gegebene  Strecke  harmonisch  teilen,  haben  vier  Punkte 
gemeinschaftlich. 

c)  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen 
und  eine  gegebene  Strecke  harmonisch  teilen,  haben  noch  einen 
vierten  Punkt  gemein. 

i^)  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben  vier  Punkte 
gehen,  so  wird  jede  gemeinsame  Tangente  von  zweien  unter 
ihnen  durch  den  dritten  harmonisch  geteilt. 

10)  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  durch  vier 
Punkte  gehen,  liegen  auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  der  durch 
die  Mitten  je  zweier  Seiten  des  durch  die  vier  Punkte  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  und   durch  die  Diagonalpunkte   desselben 
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geht.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  halbiert  jede  Strecke, 
durch  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Gegenseiten  mit  einander 
verbunden  werden. 

§  24. 
Die  Kegelschnittsschar« 

1.  Wenn  die  Gleichungen: 

(1)     tp  (Ui,  Ug,  u,)  «=  0,    V  (ui,  U2,  Us)  =  0 

zwei  Kurven  nter  Klasse  darstellen,  so  bilden  die  sämtlichen 
Kurven,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(2)    9)(u)+^^(u)  =  0 

dargestellt  werden  kann,  eine  Kurvenschar  nter  Klasse.  Statt 
die  Schar  durch  die  beiden  Kurven  (I)  zu  bestimmen,  kann  man 
auch  von  zwei  beliebigen  Kurven  der  Schar  (2)  ausgehen.  Jede 
Gerade,  welche  zwei  Kurven  der  Schar  berührt,  ist  auch  Tangente 
an  alle  ihre  Kurven.  Umgekehrt  kann  eine  Kurvenschar  ntc  Klasse 
angesehen  werden  als  die  Gesamtheit  aller  Kurven  nter  Klasse, 
welche  mit  zwei  unter  ihnen  alle  Tangenten  gemeinschaftlich 
haben. 

Jede  Gerade  der  Ebene,  welche  nicht  von  allen  Kurven  der 
Schar  berührt  wird,  ist  Tangente  an  eine  einzige  Kurve  der  Schar. 
Wenn  nämlich  q>  (u')  und  ^  (u)  nicht  beide  verschwinden,  so 
giebt  es  immer  einen  einzigen  Wert  von  /t/,.für  den 

(p  (u)  +  (itp  (u')  =  0   ist. 

2.  Wenn  die  beiden  Kurven  (1)  von  der  zweiten  Klasse  sind, 
wenn  sie  demnach  die  Gleichungen  haben: 

(3)     SktttVii  ux  =  0,  2;B,;.(u,  Ux)  =  0, 
so  bilden  die  Kurven 

(4)     2  (A,x  +  li^ix)  ui  Ux  «  0 
eine  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  oder  eine  Kegelschnitts- 
schar. 

Für  eine  solche  Schar  gilt  der  wichtige  Satz: 
Wenn  die  Geraden  (u)  und  (u")  konjugierte  Polare 
in  Bezug  auf  zwei  Kurven  sind,  so  haben  sie  dieselbe 
Eigenschaft  für  alle  Kurven  der  Schar;  ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  giebt  es  stets  in  ihr  eine  einzige  Kurve,  für 
welche  die  Geraden  konjugierte  Polare  sind. 
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Sobald  die  Gleichungen  befriedigt  sind: 

^Aixui  u/=-0,   -SB/xu/ux"  — 0, 
ist  auch 

S (Aix  +  fiBix)  ui   ux"  =  0. 

Werden  aber  die  ersten  Gleichungen  nicht  beide  erfüllt,  so 
kann  man  doch  den  Koefficienten  fi  so  bestimmen,  dafs  der  dritten 
Gleichung  genügt  wird. 

3.   Daraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  Pole  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  die  Kur- 
ven einer  Kegelschnittsschar  liegen  auf  einer  zweiten 
geraden  Linie.  Nur  die  singulären  Geraden  der  der 
Schar  angehörenden  Punktepaare  haben  für  alle  Kurven 
der  Schar  denselben  Pol.  Diese  geraden  Linien  bilden 
im  allgemeinen  die  Seiten  eines  den  Kurven  gemein- 
samen Polardreiecks. 

Dieser.  Satz  kann  einmal  auf  dem  in  §  23,  H  angegebenen 
Wege  erhärtet  werden,  indem  man  in  der  Darlegung  nur  Punkt 
und  Gerade  mit  einander  vertauscht.  Indessen  möchten  wir  diese 
Herleitung  dem  Leser  überlassen  und  einen  rein  analytischen 
Beweis  liefern. 

Der  Pol  der  Geraden  (u)  in  Bezug  auf  die  Kurve  (4)  hat 
die  Gleichung: 

(5)     £  (A  ix  +  (iBix)  Ui  ux'  =  0. 

Diese  stellt,  wenn  wir  dem  Koefficienten  fi  alle  möglichen 
Werte  beilegen,  eine  gerade  Punktreihe  dar,  den  Ort  der  Pole 
der  Geraden  (u'). 

Nur  wenn  die  Gleichungen  UAix  ui  u;^  =*0  und  ^BixUt  u;f'=^0 
denselben  Punkt  darstellen,  ist  auch  die  Gleichung  (5)  die  Glei- 
chung desselben  Punktes.  Dann  müssen  aber  die  Gleichungen 
bestehen : 

-T  Ai X  ux'  =  CO  S  B,  X  Ux',  ^  Ajx  ux'  =  (o  2J  B^x  Ux', 

-2"  Asx  Ux'  =^  (o  JS  Bix  Ux'. 

Diese  Gleichungen  sind  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Gerade 
(u)  singulare  Gerade  der  Kurve  ^{Atx  —  a>B£x)u£Ux  =  0  und 
diese  Kurve  eine  uneigentliche  Kurve  ist. 

Der  Schar  (4)  gehören  im  allgemeinen  drei  Punktepaare  an, 
nämlich  diejenigen  Kurven,  für  welche  der  entsprechende  Koeffi- 
cient  fi  der  Gleichung  genügt: 
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An  +it/Bii      A|8+^B|8      A,3+^B,3    ' 

(6)       A21  +  fiB^x     At«  +  f^^22     A?3  +  ^Bi3  ,  —  0. 

I 

Asi   H-juBsi        As2  +i"B8«       Ass  +f<B33     ; 

Ist  f£i  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  genügt  die  singulare 
Gerade  (u)  des  durch  die  Gleichung 

S  (Aix  +  f^lBix)  u«  Ux  ^  0 

dargestellten  Punktepaares  den  Gleichungen: 

(A,,+^,B,,)u,'+(A,,+^,B,,)u,'+(Ai3+i"iBi8K'-0 
<7)    (A,,+^iB,,)u,'+(A2,+.«iB,>,'+(A,3-fit*iB,,)u3'  =  0 

(A8i+^lB3i)u,'+(A32+i"iB8>j+(A33+^lB38)U3'=-ü. 

Die  singulare  Gerade  (u")  des  Punktepaares,  welches  zu  der 
Wurzel  fi9  der  Gleichung  (6)  gehört,  ergiebt  sich  aus  den  Glei- 
chungen : 

(A,,+^3B,Ju,"+(A,,+^,B,,)u,''+(A,3+iti,B,3)u3''-0 
<8)  (A,i+iti,B3ju,''+(A,,+^,B,,)u/+(A,3+^,B,3)u3'=0 

(A3,+^,B3,)u/'+(A3,+^,B3,)u,"+(A33+fi,B33)U3"  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  (7)  leiten  wir  durch  Multiplikation  mit 
Ui",  U2',  Us'  und  aus  (8)  durch  Multiplikation  mit  u/,  U2',  Us' 
je  eine  neue  Gleichung  her;  dadurch  werden  wir  zu  den  Rela- 
tionen geführt: 

^(A,    +fiiB,  )u/u  '  ==0 

2:(B,    +(itBi  )u/u  '  =0. 

Da  wir  voraussetzen,  dafs  die  Gleichung  (6)  drei  ungleiche 
Wurzeln  hat,  so  sagen  die  letzten  Gleichungen  aus,  dafs  die 
Geraden  (u)  und  (u)  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  zwei  ver- 
schiedene, und  somit  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar  sind. 

Dasselbe  gilt  für  irgend  zwei  Gerade,  welche  singulare  Linien 
tiir  je  ein  Punktepaar  der  Schar  sind.  Die  drei  singulären  Geraden 
der  in  der  Schar  enthaltenen  Punktepaare  sind  also  die  Seiten 
eines  sich  selbst  konjugierten  Dreiecks  für  alle  Kurven  der  Schar. 

4.    Aus  dem  durchgeführten  Beweise  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  zwei  Kegel- 
schnitte gehen  im  allgemeinen  auch  durch  drei 
Punktepaare. 

Zwei  dieser  Punktepaare  seien  (1,  1)  und  (2,  2').  Dann 
sind  die  vier  geraden  Linien,  durch  welche  je  ein  Punkt  des  ersten 
Paares  mit  je  einem  Punkte  des  zweiten  Paares  verbunden  wird, 
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nämlich  die  Linien  (1,  2),  (1,  2'),  (1',  2),  (1',  2')  gemeinschaftliche 
Tangenten  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte.  Analytische  Aus- 
drucke erhalten  wir  aber  auch,  wenn  die  Punkte  selbst  imaginär 
sind.  Indem  wir  auch  imaginäre  Tangenten  zulassen,  können 
wir  den  Satz  aussprechen: 

Zwei  Kegelschnitte  haben  im  allgemeinen  vier  Tan- 
genten gemeinschaftlich. 

5.  Der  Pol  der  Geraden  (u')  in  Bezug  auf  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  (9)  hat  die  Gleichung: 

H  (Aix  +  iiBix)  ui  ux  —  0. 
Damit  dieser  Punkt  mit  dem  Punkte: 

(9)    7,  Ui  +  y^Ug  +  ysUs  —  0 
identisch  wird,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

QYi  =^i:(Aix  +  /iBix)  Ux 
QYi  —  2!  (A,jf  +  ^Btx )  Ux 
OTz  —  -T  (As^  +  /tfBax)  Ux'. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  im  allgemeinen  die 
Verhältnisse  von  Ui',  u«',  u^'  eindeutig,  nachdem  der  KoefBcient  (i 
und  damit  der  Kegelschnitt  fest  gewählt  ist.    Lassen  wir  aber  ^ 
alle  Werte  annehmen,   oder,  was  dasselbe  ist,   suchen  wir  die 
Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar,  so  er- 
halten wir  unendlich  viele  Gerade,  welche  der  Gleichung  genügen: 

7,      SkxxUx'     l^BixUx' 

(10)       y,     Skt^ux     SB^xUx      —0. 
7s     Sh^xUx     -TBsxUx' 

Die  Geraden  sind  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt,  welcher 
von  den  Seiten  des  gemeinsamen  Polardreiecks  berührt  wird. 

6.  Von  dem  Punkte  (9)  aus  kann  man  zwei  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt  (10)  legen.  Diejenigen  beiden  Kurven  der  Schar, 
von  denen  je  eine  dieser  Tangenten  berührt  wird,  gehen  durch 
den  Punkt.  Daher  sind  die  beiden  Geraden  konjugierte  Polare 
von  einander  in  Bezug  auf  diese  beiden  und  zugleich  in  Bezug 
auf  alle  Kurven  der  Schar;  sie  liegen  also  harmonisch  zu  jedem 
Paare  von  Tangenten,  welches  von  dem  Punkte  aus  an  irgend 
eine  Kurve  der  Schar  gelegt  werden  kann.  Alle  diese  Tangenten 
bilden  eine  Involution,  deren  Hauptstrahlen  die  Tangenten  an 
diejenigen  beiden  Kegelschnitte  sind,  welche  durch  den  Punkt 
gehen. 

Kill  in  ff,  f«ehrbush  der  Aoaljt.  OeometHe.    I.  11 
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Indem  wir  es  dem  Leser  überlassen,  diese  Sätze  analytisch 
zu  beweisen,  fassen  wir  die  Ergebnisse  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen: 

Die  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schar  gelegten  Tangenten  bilden  eine 
Involution,  deren  Hauptstrahlen  die  Tangenten  an  die- 
jenigen beiden  Kurven  der  Schar  sind,  welche  durch 
den  Punkt  gehen.  Diese  beiden  Tangenten  bilden  ein 
Paar  konjugierter  Polaren  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schar. 

Daneben  machen  wir  noch  auf  den  folgenden  Satz  auf- 
merksam : 

Die  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  konstruieren,  welcher  vier 
gegebene  Gerade  berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 
läfst  im  allgemeinen  zwei  Lösungen  zu. 

Übungen : 

1)  Man  untersuche  die  Schar,  welche  durch  die  Kurven  be- 
stimmt ist: 

5uf  +  4u|  +  3u|  +  6uiU,  +  4UiU3  +  '2u,u,  -  0 

Uf  +UH-UJ  +UiUj  -fUjUg  +U3U3  —0. 

2)  Eine  Kegelschnittsschar  enthält  entweder  eine  einzige  oder 
unendlichviele  Parabeln. 

3)  Jede  Gerade  durch  den  Schnittpunkt,  von  zwei  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Schar  hat  die  Eigenschaft,  dafs  ihre 
Pole  in  Bezug  auf  die  Kurven  der  Schar  in  einer  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Geraden  liegen; 

mit  andern  Wonen: 

Die  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  gehen,  lassen  sich  einander  involu- 
torisch  so  zuordnen,  dafs  die  entsprechenden  Geraden  konjugierte 
Polare  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar  sind. 

4)  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  vier  gerade 
Linien  berühren,  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  die 
Mitten  der  drei  Diagonalen  des  von  den  Tangenten  gebildeten 
Vierseits  geht. 

5)  Die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
werden  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  in  Strahlenpaaren  einer 
Involution  projiziert. 
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6)  Die  in  einem  Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  an  sie 
gelegten  Tangenten  liegen  harmonisch  zu  den  beiden  Tangenten, 
welche  von  dem  Punkte  aus  an  eine  dritte  Kurve  der  durch  die 
beiden  ersten  bestimmtön  Schar  gelegt  werden  können. 

7)  Man  übertrage  die  in  Übung  8)  a),  b),  c)  zu  §  23  ange- 
gebenen Sätze. 

8)  Fortsetzung  der  Übung  4)  zu  §  21. 

a)  Wenn  qpi  (x)  =  0,  ^pa  (x)  =  0,  gps  (x)  =—  0  . . .  Gleichungen 
von  Kurven  nter  Ordnung  sind,  so  nennt  man  die  Gesamtheit 
aller  Kurven,  welche  für  beliebige  Konstante  >li,  JI2,  ^Is  .  .  .  in 
der  Form: 

(«)       ^1^1   (X)  +  ^2^2  (X)  +  Xs^9  (X)    .    .    .    =  0 

dargestellt  werden  können,  ein  Linearsystem  von  Kurven 
nter  Ordnung.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Gleichungen 
^1  SS  0,  9)2  =  0,  9P3  «s  0 . .  .  von  einander  unabhängig  sind,  dafs 
z.  B.  9)8  nicht  auf  die  Form  >li9)i  +  ^^2,  9)4  nicht  auf  die  Form 
>li9>i  -h  ^%<Pi  "h  ^3^^  u.  s.  w.  gebracht  werden  kann,  mit  andern 
Worten,  dafs  es  unmöglich  ist,  ein  System  der  Konstanten  >li, 
Xfy  X^  .  ,  .  derartig  zu  bestimmen,  dafs  die  linke  Seite  von  (a) 
identisch  verschwindet.  Wenn  das  Linearsystem  durch  r  von 
einander  unabhängige  Kurven  bestimmt  ist,  so  sind  die  r  KoefE- 
cienten  Xi  ...  Ar  wesentlich;  demnach  enthält  das  System  eine 
(r  —  l)-foche  Unendlichkeit  von  Kurven. 

Ebenso  setzt  man  aus  mehreren  Gleichungen,  welche  in 
Linienkoordinaten  den  Grad  m  haben,  ein  Linearsystem  von  Kurven 
mter  Klasse  zusammen. 

b)  Denken  wir  uns  eine  Kurve  zweiter  Klasse: 

(/9)    Uaix  U£  ux  =  0 
gegeben,   so  kann   man  fünf  von  einander  unabhängige  Kurven 
zweiter  Ordnung  2Jzi»xi  x«  =«  0  finden,  deren  Koefficienten  der 
Bedingung  Uzixaix  *-  0  genügen.     Wenn  etwa  «33  =•  1  ist,  so 
befriedigt  man  die  Forderung  durch  die  Festsetzungen: 
an  —  1,  ai2  =a,2  =  ais  =  a^s  =0,  a38  «»=  —  «n, 
ai2  =«1,  au  =-a22  =-^13  =  a23  =0,  a33  —  —  2ai2, 
a«2  =^  1>  au  «— ai2  «-»^13  «»a,3  »-0,  ass  =«»  —  a««, 

Demnach  steht  mit  der  gegebenen  Kurve  (ß)  in  enger  Be- 
ziehung das  Linears)'stem  zweiter  Ordnung: 
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—  (^1«11   +^,«12  +^8«22   +^4«18  +^5«28)X8  =^- 

Diesem  System  gehört  jeder  Kegelschnitt  an,  welcher  einem 
Polardreieck  der  Kurve  (ß)  umgeschrieben  ist.  Die  Paare  kon- 
jugierter Polaren  der  gegebenen  Kurve  sind  die  Geradenpaare  des 
Systems,  und  jede  Tangente  von  {ß)  ist  eine  Doppelgerade  des 
Linearsystems  (/). 

c)  Jetzt  setze  man  umgekehrt  ein  vierfach  unendliches  Linear- 
system von  Kurven  zweiter  Klasse  in  Beziehung  zu  einer  gegebenen 
Kurve  zweiter  Ordnung. 

d)  Man  ersetze  die  Kurve  (ß)  durch  ein  Punktepaar  oder 
einen  Doppelpunkt  und  gebe  dann  die  Eigenschaften  des  entspre- 
chenden Linearsystems  an.  Dabei  lege  man  die  Gleichung  (ß) 
in  der  einfachsten  Form  zu  Grunde. 

e)  Ebenso  ordne  man  einem  Geradenpaar  oder  einer  Doppel- 
geraden ein  System  von  Kurven  zweiter  Klasse  zu. 

f)  Es  seien  die  beiden  Kurven  gegeben: 

(d)     HaixUi  Ux  =  0,   SßixUi  ux  =  0; 
man  soll  alle  diejenigen  Kurven  zweiter  Ordnung  Uslix  Xi  x«  =  0 
untersuchen,  deren  Koefficienten  den  Gleichungen  genügen: 

2J^ixCLtx  "  0,  Szixßix  =»  0. 
Dabei  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dafs  die  durch  die 
Kurven  (d)  bestimmte  Schar  eine  allgemeine  ist.  Alsdann  haben 
diese  Kurven  ein  gemeinsames  Polardreieck.  Jeder  um  dies  Drei- 
eck beschriebene  Kegelschnitt  gehört  dem  Linearsystem  an;  aber 
dasselbe  enthält  noch  andere  Kurven.  Um  alle  Kegelschnitte  des 
Systems  zu  finden,  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ^i 
aus  und  bestimmen  zwei  weitere  Punkte  Xf  und  ^rs,  welche  der 
ersten  Kurve  gegenüber  sowohl  unter  einander  als  auch  zu  ^i 
konjugierte  Pole  sind;  ebenso  mögen  die  Punkte  jti,  jrg',  jts'  die 
Ecken  eines  Polardreiecks  der  zweiten  Kurve  {6}  bilden;  der  durch 
die  fünf  Punkte  jti,  jt»,  jt^y  3t%  und  ^3'  gelegte  Kegelschnitt 
gehört  dem  Linearsystem  an.  Jeder  solche  Kegelschnitt  ist  auch 
unendlich  vielen  Polardreiecken  einer  jeden  Kurve  der  Schar  (rf) 
umbeschrieben;  nimmt  man  auf  einem  Kegelschnitt  des  Linear- 
systems einen  beliebigen  Punkt,  so  schneidet  denselben  die  Polare 
des  Punktes  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Kurve  der  Schar  in  zwei 


§  24.    Die  Kegelschnittsschar.  165 

Punkten,  welche  konjugierte  Pole  für  dieselbe  Kurve  sind.  (Man 
formuliere  den  entsprechenden  Lehrsatz.) 

Die  Schar  (<J)  enthält  drei  Punktepaare  und  ist  durch  zwei 
von  ihnen  bestimmt.  Demnach  ist  das  der  Schar  (ö)  entsprechende 
Linearsystem  auch  definiert  als  die  Gesamtheit  derjenigen  Kurven 
zweiter  Ordnung,  ftr  welche  die  Punkte  zweier  Paare  je  konju- 
gierte Pole  sind.  Hiernach  lassen  sich  die  dem  System  ange- 
hörenden Linienpaare  leicht  konstruieren:  Man  nehme  eine  Gerade 
des  Paares  willkürlich,  suche  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  den 
Verbindungsgeraden  der  Punkte  eines  Paares  je  den  vierten  har- 
monischen Punkt  und  verbinde  diese  Punkte  durch  eine  neue 
Gerade.  (Welche  Besonderheiten  können  sich  bei  specieller  Wahl 
der  Geraden  ergeben?) 

Nachdem  zwei  Punktepaare  der  Schar  (ö)  gegeben  sind,  kann 
man  das  dritte  Paar  sehr  einfach  konstruieren.  Die  Punkte  dieses 
Paars  bilden  auch  konjugierte  Pole  für  jeden  Kegelschnitt  des 
Systems.  Sobald  man  zwei  Paare  konjugierter  Pole  eines  Kegel- 
schnitts kennt,  kann  man  ein  drittes  Paar  leicht  finden. 

Dem  Linearsystem  gehören  vier  Doppelgerade  an,  nämlich 
die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Schar  (d). 

Unter  der  gemachten  Annahme  können  wir  die  Kurven  (ß) 
durch  dieselben  drei  Quadrate  darstellen  in  der  Form: 

Jetzt  lassen  sich  drei  Konstante  ai,  a^,  ajt  so  bestimmen,  dafs  das 
Linearsystem  für  beliebige  Werte  von  Jli,  >lg,  X^  alle  Kurven 
enthält,  deren  Gleichung  ist: 

a^xf  +  a,x|  +  agxf  +  2X^x^x^  +  2^^X3X1  -f  2X^x^x^  —  0. 
Man  bestimme  hiernach  die  Geradenpaare  und  die  Doppelgeraden 
des  Systems  und  verifiziere  die  oben  angegebenen  Sätze. 

g)  Man  gehe  umgekehrt  von  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung 
aus  und  untersuche  das  zugehörige  Linearsystem  von  Kurven 
zweiter  Klasse. 

h)  Es  seien  die  drei  Kurven  zweiter  Klasse 

HaixVii  ux  =  0,  UßtxUi  ux  =  0,  SyixUi  u;r  =  0 
und  damit  das  Linearsystem 

^  (j"l«<x  +  l^tßix  +  t^97ix)  U<  Ux  —  0 

I,   X 

gegeben;    man   soll    demselben   in   der   angegebenen  Weise  ein 


166  5  25.    Ein  specieller  Kegelschnittsbüschel. 

Linearsystem  £{XiZix  +  ^^^x  +  h<^ix')  XiXx  =»  0  zuordnen.  Wir 
wollen  annehmen,  zur  Bestimmung  des  ersten  Systems  seien  drei 
Punktepaare:  {aa\  {ßß'\  (//')  gegeben;  dann  kann  man  unendlich 
viele  weitere  Punktepaare  des  Systems  konstruieren.  Die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  eines  solchen  Paares  ist  die  eine  Gerade 
eines  dem  andern  System  angehörenden  Geradenpaares:  man  ziehe 
z.  B.  die  Gerade  aa  und  suche  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  ßß' 
und  yy'  je  den  vierten  harmonischen  Punkt  in  Bezug  auf  die 
Punkte  des  entsprechenden  Paares;  die  Verbindungslinie  der  ge- 
fundenen Punkte  bildet  mit  (aa)  ein  dem  zweiten  System  ange- 
hörendes Geradenpaar.  Von  jedem  Punkte  eines  dem  ersten 
System  angehörenden  Punktepaares  geht  ein  Geradenpaar  des 
zweiten  aus.  Umgekehrt  enthält  jede  Gerade  eines  Geradenpaares 
ein  Punktepaar;  der  singulare  Punkt  eines  Geradenpaares  bildet 
mit  einem  zweiten  Punkte  ein  Punktepaar  des  ersten  Systems. 

Die  enge  Beziehung,  welche  hiernach  zwischen  den  beiden 
Systemen  besteht,  macht  die  Untersuchung  sehr  einfach  und  über- 
sichtlich. Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  interessanten 
Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

§  25. 

Ein  specieller  Kegelschnittsbüschel. 

1.  Wir  haben  im  vorletzten  Paragraphen  angenommen,  dafs 
die  beiden  Kegelschnitte,  durch  w^elche  der  Büschel  bestimmt  wird, 
eine  allgemeine  Lage  zu  einander  haben,  mit  andern  Worten, 
einander  nicht  berühren.  Es  liegt  uns  fern,  eine  Einteilung  der 
Büschel  vorzunehmen  und  dementsprechend  alle  Lagen  zu  be- 
sprechen, welche  zwei  Kegelschnitte  gegen  einander  einnehmen 
können.  Nur  einen  ganz  speciellen  Fall  wollen  wir  einer  nähern 
Betrachtung  unterziehen,  nämlich  den  Fall,  dafs  der  Büschel  eine 
Doppelgerade  enthält.  Indem  wir  die  Doppelgerade  mit  der  dritten 
Seite  des  Koordinatendreiecks  zusammenfallen  lassen,  gehen  wir 
von  den  beiden  Kurven  aus: 

(1)     -Sa£xX£  xx  =0,   x|  -.0 
und   können   eine   beliebige   Kurve   des   Büschels   in    der   Form 
schreiben : 

(2)     2:a/xX/Xx  +  fml  =0. 
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Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dafe  die  erste  Gleichung 
<I)  einen  eigentlichen  Kegelschnitt  darstellt. 

2.  Da  jeder  Punkt  der  Linie  xg  »»  0  in  Bezug  auf  die  Doppel- 
gerade  zu  allen  Punkten  der  Ebene  konjugierter  Pol  ist,  so  ist 

a)  die  Polare  zu  irgend  einem  Punkte  dieser  Geraden  in 
Bezug  auf  die  erste  Kurve  (1)  Polare  desselben  Punktes  für  alle 
Kurven  des  Büschels  (2); 

b)  der  Pol  der  Geraden  Xs  =»  0  in  Bezug  auf  die  erste  Kurve 
ist  Pol  dieser  Geraden  für  alle  Kurven. 

Der  in  b)  genannte  Punkt  und  alle  Punkte  der  Geraden 
X3  —  0  haben  also  gemeinsame  Polaren  für  alle  Kurven  des 
Büschels.  Diese  Eigenschaft  kann  aber  keinem  weiteren  Punkte 
zukommen;  denn  für  die  Doppelgerade  fallt  die  Polare  eines  jeden 
nicht  in  ihr  enthaltenen  Punktes  mit  ihr  selbst  zusammen. 

3.  Diese  Sätze  können  wir  auch  leicht  analytisch  beweisen. 
Die  Polare  eines  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Kurve  (2)  ist: 

(3)  U^ixXiXx  +  itixjXs'  =—  0. 
Wenn  wir  den  Punkt  (x)  auf  der  Geraden  X3  —  0  annehmen, 
also  xs's-O  setzen,  so  fällt  der  Koefl5cient  /i  ganz  weg;  ein 
solcher  Punkt  hat  für  alle  Kurven  des  Büschels  dieselbe  Polare. 
Da  man  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (3)  in  der  Form  schreiben 
kann : 

xr(aiiXi  +a,,X2  +aisXs)  +  X2'(a2|Xi  4-a82Xi  H-a^aXa)  — 0, 
so  gehen  die  Polaren  zu  den  Punkten  der  Geraden  X)  »>  0  durch 
<len  Schnittpunkt  der  Geraden: 

(4)  a^jX^  +  ai,x,  -faigXs^-O,  a^^x^  +a,3Xg  ^-a^aXg  — 0. 

4.  Wenn  Xj'  von  null  verschieden  ist,  so  kann  die  Gleichung 
<3)  nur  unter  der  Bedingung  von  /i  unabhängig  sein,  dafs  die 
Gleichungen  x»  «»0  und  J^aixXiXx'  «-0  dieselbe  Gerade  darstellen. 
In  diesem  Falle  müssen  in  der  letzten  Gleichung  die  KoefHcienten 
von  Xi  und  Xs  verschwinden;  es  mufs  daher 

-Sa.xxx'  — 0,  JS^aixXx'  — 0 
sein.     Der  Punkt  (x)  mufs  der  Schnittpunkt  der  Linien  (4),  der 
Pol  der  Geraden  xs  —  0  sein. 

5.  Wie  die  Gleichung  (3)  oder  auch  eine  einfache  Über- 
legung zeigt,  schneiden  sich  die  Polaren  eines  Punktes,  falls  sie 
nicht  zusammenfallen,  in  einem  Punkte  der  Doppelgeraden.  Ist 
p  die  Doppelgerade,  x  ihr  gemeinsamer  Pol,  /i  ein  beliebiger 
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Punkt  der  Ebene,  ß  der  Schnittpunkt  von  fui  mit  p,  a  der  gemein- 
same Pol  zu  jtßy  so  gehen  die  Polaren  des  Punktes  (i,  durch  den 
Punkt  a.     Dieser  selbe  Punkt  a  liegt  auch  in   den  Polaren  zu 


allen  andern  Punkten  der  Geraden  jrß.  Umgekehrt  schneiden 
sich  die  Polaren  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  xa  im 
Punkte  ß. 

6.  Die  gemeinschaftliche  Polare  zum  Punkte  ß  für  die  Kurven 
des  Büschels  ist  die  Gerade  ajt.  Der  Pol  einer  beliebigen  durch 
ß  gehenden  Geraden  q  in  Bezug  auf  irgend  eine  Kurve  des  Büschels 
ist  auch  konjugierter  Pol  zu  ß  selbst;  er  mufs  daher  auf  der 
Geraden  ccjt  liegen. 

Wenn  die  Pole  einer  Geraden  nicht  zusammenfallen, 
so  liegen  sie  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Pol 
der  Doppelgeraden  hindurchgeht. 

Soll  diese  Gerade  q  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  berühren, 
so  mufs  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  berührte  Kurve  in  q  hinein- 
fallen; der  Berührungspunkt  ist  also  der  Schnittpunkt  von  q  mit 
der  Geraden  ax, 

Jexle  Gerade  der  Ebene  (mit  Ausschlufs  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten)  wird  von  einer  einzigen  Kurve 
der  Schar  berührt. 
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7.  Auch  diese  Sätze  gehen  sehr  leicht  aus  der  Gleichung  (3) 
hervor.    Damit  der  Punkt  (x')  der  Pol  der  Geraden; 

(5)     b^Xj  +  b,x,  +  bjXg  —  0 

in  Bezug  auf  die  Kurve  (2)  sei,  mufs  sein: 

(6)    JSaixXx'  :  ^a^xxx'  «-  bi  :  b«. 

Die  Pole  der  Geraden  (5)  liegen  also  in  einer  Geraden,  welche 
durch  den  Pol  der  Doppelgeraden  hindurchgeht.  In  die  Gleichung 
(6)  tritt  der  Koefficient  bj  der  ersten  Geraden  nicht  ein;  also 
enthält  die  gefundene  Gerade  (6)  die  Pole  zu  allen  geraden  Linien, 
von  denen  die  Doppelgerade  in  demselben  Punkte  geschnitten 
wird. 

Der  Berührungspunkt  der  Geraden  (5)  mit  einer  Kurve  des 
Büschels  mufs  nicht  nur  der  Gleichung  (6),  sondern  auch  der 
Gleichung  biXi' 4-b<Xi' +  bsXs' «=  0  genügen;  es  giebt  also  nur 
einen  einzigen  solchen  Punkt. 

8.  Hiernach  hat  der  betrachtete  Büschel  auch  die  Eigenschaften 
einer  Schar.  In  der  That  kann  man  die  durch  die  Gleichung  (2) 
bestimmte  Kurve  in  Linienkoordinaten  darstellen,  indem  man  in 
der  Gleichung  (9)  (§  14,  10  S.  89)  den  Koefficienten  aas  durch 
^3»  +/f<  ersetzt.  Auch  in  diese  Gleichung  tritt  fi  nur  linear  ein; 
die  neue  Gleichung  stellt  also  eine  Kurvenschar  dar. 

9.  Falls  die  Gerade  xs  =  0  die  erste  Kurve  (1)  nicht  berührt, 
gehört  der  gemeinschaftliche  Pol  dieser  Linie  ihr  nicht  an.  Die 
Kurven  des  Büschels  haben  mit  der  Geraden  X3  »» 0  dieselben 
beiden  (reellen  oder  imaginären)  Punkte  und  in  ihnen  die  Tan- 
genten gemeinschaftlich;  sie  gehen  eine  doppelte  Berührung  ein. 

Gehört  der  Punkt  a  auf  der  Doppelgeraden  (Fig.  S.  168)  der 
ersten  Kurve  (1)  nicht  an,  so  geht  die  gemeinsame  Polare  jrß 
desselben  durch  ihn  nicht  hindurch.  Da  jetzt  auch  Jta  die  gemein- 
schaftliche Polare  des  Punktes  ß  ist,  so  ist  das  Dreieck  xaß 
Polardreieck  zu  allen  Kurven  des  Büschels.  Der  Büschel  besitzt 
unendlich  viele  gemeinsame  Polardreiecke.  Wählt  man  ein  solches 
zum  Koordinatendreieck,  so  ist  die  Gleichung  der  ersten  Kurve: 

«lYi  +  «2yi  +  «syi  —  o, 

wo  yz  «-"  xs  ist.     Demnach  kann   man  den  Büschel  auch  in  der 
Form  darstellen: 

(7)     a,yf  +  a,yi  -f  ryl  -  0, 
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WO   «8  +  //  ==  r   gesetzt  ist.     In  Linienkoordinaten   wird   diese 
Gleichung : 


«1  «2 


WO  p  =  -  sein  soll. 
r 

10.  Wenn  die  Gerade  X3  —  0  die  erste  Kurve  berührt,  kann 
man  die  Gleichung  derselben  auf  unendlich  verschiedene  Weisen 
auf  die  Form  bringen: 

y|  +  äayiYg  —  0. 
Dadurch  geht  die  Gleichung  des  Büschels  über  in 

(8)  y|  +  2ay,y^  +  fiyl  =  0. 
Die  Kurven  berühren  einander  im  Punkte  (1,  0,  0)  und  haben 
keinen  weiteren  Punkt  gemeinschaftlich.  Wir  dürfen  uns  denken, 
dafs  in  diesem  Punkte  sich  die  vier  Schnittpunkte  vereinigt  hätten. 
Dem  Büschel  gehört  aufser  der  Doppelgeraden  kein  Linien- 
paar an;  auch  giebt  es  aufser  den  Punkten  dieser  Geraden  keinen 
Punkt,  für  den  die  Polaren  zusammenfallen. 

11.  Besonders  wichtig  wird  der  Büschel  (2),  wenn  die  Doppel- 
gerade mit  der  unendlichfernen  Geraden  zusammenfällt.  Dann 
gehen  die  Brüche  X2  :  xj  und  Xi  :  Xs  in  die  Cartesischen  Koordi- 
naten X,  y  über.  Wenn  jetzt  zunächst  die  unendlichferne  Gerade 
nicht  alle  Kurven  des  Büschels  berührt,  so  dürfen  wir  die  Gleichung 
(7)  in  der  Form 

zu  Grunde  legen,  wo  a  und  ß  feste  Werte  haben.  Aus  dieser 
Gleichung  geht  hervor,  dafs  die  Kurven  nicht  blofs  den  Mittel- 
punkt, sondern  auch  die  Richtungen  aller  Paare  konjugierter 
Durchmesser  gemeinschaftlich  haben.  Auch  haben  entsprechende 
Durchmesser  für  je  zwei  Kurven  dasselbe  Verhältnis.  Wir  sagen 
daher,  alle  diese  Kurven  seien  ähnlich  und  koaxial. 

Einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  ist  in  Bezug  auf  alle 
Kurven  des  Büschels  derselbe  unendlichferne  Punkt  als  gemein- 
samer Pol  zugeordnet;  es  ist  dies  der  unendlichferne  Punkt  des- 
jenigen Durchmessers,  der  zu  dem  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Durchmesser  konjugiert  ist.  Auf  der  Geraden,  durch 
welche  der  gegebene  Punkt  mit  seinem   gemeinsamen  Pole  ver- 
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bunden  wird,  liegen  diese  beiden  Punkte  harmonisch  in  Bezug 
auf  die  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Kurve  des  Systems;  der 
gegebene  Punkt  ist  die  Mitte  für  alle  Sehnen,  welche  in  dieser 
Geraden  liegen. 

Umgekehrt  enthält  jede  Gerade,  die  nicht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kurven  geht,  ein  Paar  gemeinschaftlicher  konjugierter 
Pole,  von  denen  der  eine  unendlichfern  liegt.  Also  haben  alle 
Sehnen,  die  in  einer  beliebigen  geraden  Linie  liegen,  dieselbe 
Mitte.  Zwischen  zwei  verschiedenen  Kurven  des  Büschels  werden 
auf  einer  jeden  Geraden  gleiche  Strecken  begrenzt;  wenn  die 
Gerade  von  der  einen 
Kurve  in  a  und  a, 
von  der  andern  in 
ß  und  ß'  geschnitten 
wird,  so  ist 

aß'  -  aß, 

aß  —  aß". 
Jede  Gerade  wird 
von  einer  Kurve  des 
Büschels  berührt;  der 
Berührungspunkt  ist 
die  Mitte  für  alle  in 
der  Geraden  liegen- 
den Sehnen. 

Zu  einer  jeden  Geraden,  die  nicht  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  giebt  es  eine  gemeinsame  Polare.  Ist  g  eine  beliebige 
Gerade  der  Ebene,  g'  der  zu  ihr  parallele  und  h  der  zu  g'  kon- 
jugierte Durchmesser,  so  liegen  alle  Pole  \*on  g  auf  dem  Durch- 
messer h. 

12.  Wenn  die  Koefficienten  a  und  ß  der  Gleichung  (9)  beide 
positiv  sind,  so  stellt  dieselbe  für  positive  Werte  von  fi  eine 
Ellipse,  für  negative  eine  imaginäre  Kurve  dar.  Ist  dagegen  a 
positiv,  ß  negativ,  so  genügen  der  Gleichung  nur  Hyperbeln  mit 
gemeinschaftlichen  Asymptoten;  nur  für  fi=>»0  geht  die  Kurve 
in  das  Asymptotenpaar  selbst  über.  Für  einen  positiven  Wert 
von  fi  ist  die  x-Axe  die  reelle,  für  einen  negativen  Wert  die 
imaginäre  Axe. 
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Wenn  man  den  einen  von  zwei  ähnlichen  und  koaxialen 
Kegelschnitten  beliebig  bewegt,  so  bleiben  die  Kurven  ähnlich.  Wir 
dürfen  daher  sagen: 

Eine  Kurve,  die  zu  einer  Ellipse  ähnlich  ist,  ist  entweder 
ebenfalls  eine  Ellipse  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt;  zu  einer 
Hyperbel  sind  nur  Hyperbeln  mit  gleichem  Asymptotenwinkel 
ähnlich. 

13.   An  letzter  Stelle  betrachten  wir  die  Gleichung: 
y*  —  2ax  -|-  ^  =  0  oder  y*  —  2a  (x  +  i;). 

Diese  Gleichung  stellt  für  einen  beliebigen  Wert  von  v  eine 
Parabel  mit  dem  Parameter  a  dar.  Denkt  man  sich  eine  Parabel 
des  Büschels  parallel  so  verschoben,  dafs  die  Axe  in  Deckung  mit 
ihrer  Anfangslage  bleibt,  so  gelangt  man  zu  allen  Kurven  des 
Büschels. 

Übungen: 

1)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung  sind, 
so  wird  das  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  dem  Schnitt- 
punkte mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  gelegene  Stück  einer 
Tangente  des  einen  durch  den  andern  harmonisch  geteilt. 

(Im  Punkte  a  des  einen  Kegelschnitts  werde  an  ihn  eine 
Tangente  gelegt,  welche  die  gemeinsame  Sehne  in  j3,  den  andern 
Kegelschnitt  in  y  und  rf  trifft;  die  Punkte  y  ^^^  ^  liegen  zu  a 
und  ß  harmonisch.) 

2)  a)  Schneidet  eine  Gerade  eine  Hyperbel  in  den  Punkten 
a  und  «',  ihre  Asymptoten  in  ß  und  ß'y  so  ist  aß^^aß'^  aß'^^dß. 

(Die  Asymptoten  bilden  ein  Geradenpaar,  welches  in  dem 
obigen  Sinne  zu  der  Hyperbel  ähnlich  ist.) 

b)  Das  zwischen  .den  Asymptoten  gelegene  Stück  einer  Tan- 
gente wird  im  Berührungspunkte  halbiert. 

c)  Man  konstruiere  beliebig  viele  Punkte  einer  Hyperbel,  von 
der  die  Asymptoten  und  ein  Punkt  gegeben  sind. 

d)  Man  soll  die  zweite  Asymptote  einer  Hyperbel  finden, 
von  der  die  eine  Asymptote  und  drei  Punkte  gegeben  sind. 

§  26. 

Der  Pascalsche  Satz. 

1.  Wie  wir  gesehen  haben,  ist  ein  Kegelschnitt  durch  fünt 
Punkte  bestimmt;   zwischen  sechs  seiner  Punkte  mufs  also  eine 


S  26.    Der  Pascalsche  Satz.  173 

gewisse  Beziehung  bestehen.    Diese  aufzusuchen  soll  unsere  Auf- 
gabe sein. 

Die  sechs  Punkte  seien  a,  ß,  y,  d,  c,  £.  Alle  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Punkte  a,  ß,  7,  d  hindurchgehen,  bilden 
einen  Büschel,  der  durch  zwei  dieser  Kurven  bestimmt  wird.  Zu 
diesen  Kurven  wählen  wir  die  Geradenpaare  aßy  yö  und  aö,  ßy. 


Nun  wollen  wir  die  Gleichung  einer  Geraden  symbolisch  durch 
Angabe  zweier  Punkte  bezeichnen,  welche  in  der  Geraden  liegen. 
Alsdann  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Geradenpaare  aß  .  yö 
und  aö  .  ßy.  Dem  durch  diese  beiden  Geradenpaare  bestimmten 
Büschel  gehört  auch  die  gegebene  Kurve  an;  somit  hat  ihre 
Gleichung  die  Form: 

aß  .yö  ^k.aö  .ßy^O. 
Man  kann  aber  den  linearen  Ausdruck,   durch  deren  Ver- 
schwinden eine  gerade  Linie  dargestellt  wird,  mit  einer  beliebigen 
Konstanten   multiplizieren;    daher  kann  man   der  Gleichung  die 
specielle  Gestalt  geben: 

(1)  aß  .yö~aö  .  ßy. 

Unsere  Kurve  geht  auch  durch  die  Punkte  d,  £,  g,  a;    man 
kann  daher  ihre  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(2)  d£  .  ga  SS  £g  .  aö. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sollen  nicht  nur  dieselbe  Kurve 
darstellen;  wir  können  auch  durch  Multiplikation  mit  geeigneten 
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Konstanten  bewirken,  dafs  sie  vollständig  identisch  werden.  Dann 
ergiebt  sich  durch  Subtraktion  eine  neue  Gleichung,  welche  fiir 
alle  Koordinaten  werte  befriedigt  wird;  es  ist  dies  die  Gleichung: 

(3)     aß  .yd  —  6b  .  C,a  =^  aö  .  {ßy  —  bl,). 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wird  gleich  null 

a)  für  die  Punkte  a  und  d, 

b)  für  den  Schnittpunkt  X  der  Geraden  aß  und  rff, 

c)  für  den  Schnittpunkt  v  der  Geraden  yö  und  ga. 

Für  diese  Punkte  mufs  auch  die  rechte  Seite  verschwinden. 
Die  Punkte  X  und  v  liegen  aber  nicht  in  der  Geraden  aö;  folg- 
lich müssen  sie  der  Geraden  ßy  —  tg  angehören.  Diese  Gerade 
geht  aber  durch  den  Schnittpunkt  fi  der  Geraden  ßy  und  €g. 
Folglich  liegen  die  drei  Punkte  X,  fi,  v  in  gerader  Linie. 

Für  das  Sechseck  aßyöe^  sind  die  Seiten  aß  und  d«,  ßy  und 
tg,  yd  und  ga  je  gegenüberliegende  Seiten.  Unsere  Untersuchung 
hat  uns  also  auf  den  berühmten  Pascalschen  Satz  gefuhrt: 

Die  drei  Durchschnittspunkte  der  Paare  von  Gegen- 
seiten eines  in  einen  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Sechseckes  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

2.  Ein  Sechseck,  dessen  Gegenseiten  sich  paarweise  in  drei 
Punkten  einer  geraden  Linie  schneiden,  heifst  ein  Pascalsches 
Sechseck;  die  Gerade,  in  welcher  die  Schnittpunkte  der  Paare 
von  Gegenseiten  liegen,  wird  die  zugehörige  Pascalsche  Linie 
genannt.  Wir  sprechen  den  soeben  gefundenen  Satz  auch  in 
folgender  Weise  aus: 

Sechs  Punkte  können  hur  dann  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  wenn  sie  dieEckpunkte  eines  Pascalschen 
Sechseckes  bilden. 

3.  Dieser  Satz  dient  dazu,  beliebig  viele  Punkte  eines  durch 
fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  auf  linearem  Wege  zu  be- 
stimmen. Durch  die  fünf  Punkte  a,  /?,  y,  d,  t  ist  auch  der  Punkt 
X  bestimmt;  nachdem  die  Gerade  e^  beliebig  gewählt  ist,  kennt 
man  den  Punkt  /i  durch  den  Schnitt  mit  ßy.  Der  Punkt  v  ist 
der  den  Geraden  X/i  und  yö  gemeinschaftliche  Punkt;  der  Schnitt- 
punkt von  av  und  e/i  liefert  den  gesuchten  Punkt  g. 

Man  kann  auch  in  jedem  der  gegebenen  Punkte  die  Tangente 
an  die  Kurve  legen.  Soll  z.  B.  der  Punkt  g  dem  Punkte  b  immer 
näher  kommen,  so  fällt  ag  immer  mehr  mit  aB  zusammen;    der 
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Punkt  Z  ist  durch  die  Geraden  aß  und  df,  der  Punkt  v  durch 
a£  (—  as)  und  yd  bestimmt.  Demnach  findet  man  fi  durch  den 
Schnitt  der  Geraden  ßy  und  XVy  und  die  Gerade  sfi  ist  die  Tan- 
gente in  f. 

4.  Wir  haben  vorhin  nur  angenommen,  dafs  die  sechs  Punkte 
«>  ßy  7>  ^9  «>  S  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Zu  der  Pascalschen 
Geraden  Xfiv  sind  wir  aber  gelangt,  indem  wir  die  Punkte  in 
der  Reihenfolge  a,  ß,  y,  d,  f,  g  zu  einem  Sechseck  verbanden. 
Bei  Änderung  der  Reihenfolge  ändern  sich  die  Pascalschen  Sechs- 
ecke und  die  Pascalschen  Linien;  aber  der  Kegelschnitt  bleibt 
ungeändert.  Alle  Sechsecke,  welche  aus  einem  Pascalschen  Sechs- 
eck durch  Umänderung  der  Reihenfolge  der  Eckpunkte  hergeleitet 
werden  können,  sind  ebenfalls  Pascaische  Sechsecke.  Zwischen 
den  Seiten  und  den  Pascalschen  Linien  all  dieser  Sechsecke 
müssen  überaus  zahlreiche  Beziehungen  statthaben,  und  alle  diese 
müssen  blofse  Folgerungen  daraus  sein,  dafs  ein  einziges  dieser 
Sechsecke  ein  Pascalsches  ist.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man 
ein  solches  Sechseck  auch  ein  Hexagrammum  mysticum. 

5.  Die  Zahl  der  Sechsecke,  welche  dieselben  sechs  Eckpunkte 
besitzen,  beträgt  sechzig.  Bei  der  Bezeichnung  eines  Sechsecks 
können  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehen  und  dann  die 
übrigen  Punkte  noch  in  zwei  einander  entgegengesetzten  Folgen 
an  einander  reihen.  Da  wir  in  unserm  Falle  stets  den  Punkt  a 
an  die  erste  Stelle  setzen  können  und  dann  die  Bezeichnungen 
aßydt^  und  a^söyß  dasselbe  Sechseck  liefern,  hat  man,  um  die 
verschiedenen  Sechsecke  zu  finden,  die  Permutationen  der  fünf 
Marken  ßy  /,  d,  £,  g  zu  bilden  und  entgegengesetzte  Folgen  nicht 
zu  unterscheiden.  Somit  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Sechsecke 
gleich  sechzig;  ebenso  grofs  mufs  die  Zahl  der  zugehörigen  Pas- 
calschen Linien  sein. 

Die  vollständige  Figur,  zu  der  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts gehören,  enthält  sechzig  Sechsecke  und  sechzig  Pascaische 
Linien.  Wir  wollen  nur  einige  besonders  einfache  Eigenschaften 
dieser  Figur  herleiten. 

6.  Damit  die  sechs  geraden  Linien  a,  b',  c,  a ,  b,  c  in  der 
angegebenen  Folge  ein  Pascalsches  Sechseck  bilden,  müssen  sich 
die  drei  Geradenpaare  a  und  a',  b  und  b',  c  und  c'  in  drei  Punkten 
einer  Pascalschen  Linie  schneiden.   Die  Reihenfolge  der  Eckpunkte 


176 


$  26.    Der  Pascalsche  Satz. 


sei  1,  2,  3,  4,   5,  6;    die  Seite  12  werde  mit  a,  23  mit  b',   34 
mit  c,  45  mit  a',  56  mit  b,  61  mit  c'  bezeichnet. 

Um  die  Untersuchung 
zu  erleichtern,  führen  wir 
kurze  Symbole  ein.  So  möge 
die  Gerade  a  die  Gleichung 
haben : 
aix,  +  agXsf  +  asXs  =-  0; 
dann  soll  das  Zeichen  a  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung 
bedeuten.  Die  entsprechen- 
den Symbole  führen  wir  bei 
den  übrigen  geraden  Linien 
ein.  Da  wir  zudem  die  Glei- 
chung einer  Geraden  mit 
einem  beUebigen  konstanten 
Faktor  multiplizieren  können, 
dürfen  wir  die  Forderung, 
dafs  die  Geradenpaare  a  und 
a',  b  und  b',  c  und  c'  sich 
auf  der  Geraden  r"  schneiden, 
durch  die  Gleichungen  aus- 
drücken : 

a  -a'  =  r' 
(4)    b  — b'«-r" 


c  —  c 


// 


Wir  fuhren  jetzt  eine  neue  Gerade  ein  durch  die  Gleichung: 
—  a"  =  b  +  c'. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  (4)  auch  gleich 
(r"  +  b')4-(c-0  =  b'  +  c. 

Indem  wir  in  ähnlicher  Weise  die  Symbole  b"  und  c"  ein- 
führen, erhalten  wür  die  sechs  Gleichungen: 

(5)  a'-f b  +  c'  =  0,  a-fb'  +  c'  — 0,  a'  +  b"  +  c  =  0. 

(6)  a"  +  b'  +  c  =  0,  a  +  b  -}-  c'  =  0,  a  -h  b"  -f  c'  =  0. 
Die  Gerade  a'  geht  hiernach  durch  den  Schnitt  der  Geraden 

b  und  c'  und  den  der  Geraden  b'  und  c;  sie  ist  also  die  Gerade  36. 
Ebenso  stellt  b"  die  Gerade  25  und  c"  die  Gerade  14  dar.  Es 
sind  dies  die  geraden  Linien,  welche  je  einen  Eckpunkt  mit  dem 
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gegenüberliegenden  Eckpunkt  des  Sechsecks  verbinden.  Man  be- 
zeichnet diese  Linien  vorzugsweise  als  die  Diagonalen  des 
Sechsecks. 

7.  Die  drei  Seiten  a,  b,  c  des  gegebenen  Sechsecks  mögen 
mit  den  Diagonalen  a",  b",  c'  in  der  Reihenfolge  a,  b",  c,  a",  b, 
c"  zu  einem  neuen  Sechseck  verbunden  werden.  Dies  hat  die- 
selben Eckpunkte,  wie  das  ursprüngliche,  nur  in  der  Folge  1,  2, 
5,  6,  3,  4.  Wir  wollen  nachweisen,  dafs  auch  das  neue  Sechseck 
ein  Pascalsches  ist. 

Zu  dem  Ende  leiten  wir  durch  Subtraktion  der  dritten  Glei- 
chung (6)  von  der  ersten  Gleichung  (5)  die  Beziehung  her: 

a"  —  a  —  b"  —  b. 
Ebenso  führt  die  Subtraktion  der  zweiten  Gleichung  (6)  von 
der  dritten  Gleichung  (5)  aut  die  Relation: 

b"  _  b  —  c"  —  c. 
Demnach  dürfen  wir  setzen: 

r'  =-  a"  —  a 
(7)    r'  =  b*'  —  b 
r'  —  c"  —  c. 
Die  Gerade  r'  ist  also  die  Pascalsche  Linie  fiir  das  Sechseck 
1,  2,  5,  6,  3,  4. 

Die  Geraden  a",  b',  c",  a',  b',  c'  führen  in  dieser  Reihen- 
folge auf  das  Sechseck  163254.  Da  durch  Subtraktion  der  zweiten 
Gleichung  (6)  von  der  ersten  Gleichung  (5)  und  der  dritten 
Gleichung  (6)  von  der  zweiten  Gleichung  (5)  folgt: 

a'  —  a"  —  b  —  b"  =-  c'  —  c", 
so  dürfen  wir  setzen 

(8)    r  — a'  — a"  — b'-b"  — c'  — c". 
Das  neue  Sechseck  hat  also   die  Gerade  r  zur  Pascalschen 
Linie.     Nun  ist  offenbar: 

(a  _  a')  +  (a'  —  a')  +  (a"  —  a)  —  0,  oder 
(9)    r  +  r'  +  r'  —  0. 
Die   drei  auf  diese  Weise  zusammengehörigen   Pascalschen 
Linien  gehen  also  durch  einen  Punkt,  einen  sogenannten  Stei- 
nerschen  Punkt. 

Wir  fassen  diese  Ergebnisse  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Verbindet  man  mit  den  Diagonalen  eines  Pascalschen 

Sechsecks  einmal  die  geraden  und  dann  die  ungeraden 
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Seiten  in  der  Weise  zu  neu^n  Sechsecken,  dafs  man 
stets  auf  eine  Seite  eine  Diagonale  und  auf  eine  Diago- 
nale eine'  Seite  folgen  läfst,  so  erhält  man  zwei  neue 
Pascalsche  Sechsecke  mit  denselben  Eckpunkten.  Die 
zu  diesen  drei  Sechsecken  gehörenden  Pascalschen 
Geraden  gehen  durch  einen  Punkt,  einen  Steinerschen 
Punkt. 

Zu  der  vollständigen  Figur  eines  Pascalschen  Sechsecks  ge- 
hören zwanzig  Steinersche  Punkte. 

8.  Die  vorhin  eingeführten  Symbole  sind  sehr  geeignet,  uns 
einen  neuen  Beweis  des  Pascalschen  Satzes  zu  liefern.  Man  denke 
sich  die  vier  linearen  Formen  a,  b,  c,  r "  willkürlich  gegeben  und 
führe  vermittelst  der  Gleichungen  (4)  die  linearen  Ausdrücke  a', 
b',  c'  ein. 

Der  durch  die  Gleichung: 

(10)    rV  —  r"  (a  +  b  +  c)  +  bc  +  ca  +  ab  —  0 
dargestellte  Kegelschnitt  trifit  die  Gerade  a »« 0  in  den   beiden 
Punkten,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  genügen: 

(r"  —  b)  (r''  —  c)  —  0  oder  b'c'  —  0. 

Daher  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  den  Schnittpunkt  von 
(a,  b')  und  von  (a,  c').  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  dafs  die 
Kurve  durch  die  Schnittpunkte  von  (b,  a')  und  von  (b,  c),  sowie 
von  (c,  a')  und  von  (c,  b')  geht;  auf  dem  Kegelschnitte  liegen 
also  die  sechs  Eckpunkte  des  oben  betrachteten  Sechsecks. 

Durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  Pascalschen  Sechs- 
ecks läfst  sich  ein  Kegelschnitt  legen. 

9.  Fünf  beliebige  Punkte  bestimmen  einen  Kegelschnitt  ein- 
deutig. Sucht  man  den  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Eck- 
punkte des  soeben  betrachteten  Sechsecks  hindurchgeht,  so  mufs 
seine  Gleichung  mit  (10)  identisch  sein.  Da  diese  Kurve  aber 
auch  den  sechsten  Eckpunkt  enthält,  gilt  der  Satz: 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Eckpunkte 
eines  Pascalschen  Sechsecks  hindurchgeht,  enthält  auch 
den  sechsten  Eckpunkt. 

Es  dürfte  sich  empfehlen,  folgende  Betrachtung  beizufügen. 
Denken  wir  uns  die  fünf  Punkte  6,  1,  2,  3,  4  und  die  Gerade 
(4,  5)  gegeben,  so  liefert  die  Verbindung  der  Punkte  6,  1  die 
Gerade  a,  die  der  Punkte  2,  3  die  Gerade  b  und  die  Gerade  4,  5 
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möge  mit  c  identisch  sein.  Die  Gerade  (1,  2)  sei  b ,  die  (3,  4) 
sei  a'.  Durch  den  Schnittpunkt  von  a  und  a',  sowie  von  b  und 
b'  wird  je  ein  Punkt  von  r"  gegeben.  Somit  sind  die  Geraden 
a,  b,  c,  t"  und  der  Kegelschnitt  (10)  gegeben.  Jetzt  erhalten  wir 
durch  die  dritte  Gleichung  (4)  die  Gerade  c'  und  dadurch  den 
Punkt  5. 

Übungen : 

1)  Wenn  sich  ein  Dreieck  so  verändert,  dafs  seine  Seiten 
durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  zwei  Eckpunkte  in  vorgeschrie- 
benen Geraden  liegen,  so  beschreibt  der  dritte  Eckpunkt  einen 
Kegelschnitt. 

(Vom  Dreieck  fiv^  dreht  sich  die  Seite  fiv  um  il,  die  Seite 
(i^  um  €  und  die  Seite  rg  um  a,  während  sich  der  Punkt  fi  in 
der  Geraden  ßyy  der  Punkt  v  in  yd  bewegt.) 

2)  Man  soll  den  Mittelpunkt  eines  durch  fünf  Punkte  gehenden 
Kegelschnitts  konstruieren. 

(Sind  a,  /9,  /,  rf,  e  die  fünf  Punkte,  so  kann  man  den  zweiten 
Schnittpunkt . der  durch  €  zu  ßy  gelegten  Parallelen  finden;  dann 
kennt  man  zwei  parallele  Sehnen  und  somit  einen  Durchmesser. 
Eine  andere  Reihenfolge  der  Punkte  liefert  einen  zweiten  Durch- 
messer.) 

3)  a)  Man  kennt  von  einer  Hyperbel  vier  Punkte  und  die 
Richtung  einer  Asymptote;  man  soll  weitere  Punkte  finden. 

b)  Von  einer  Hyperbel  sind  drei  Punkte  und  die  Richtungen 
der  Asymptoten  gegeben;  man  soll  weitere  Punkte  und  den 
Mittelpunkt  konstruieren. 

4)  a)  Beliebig  viele  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu  finden,  von 
dem  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  unter  ihnen  ge- 
geben sind. 

b)  Von  einer  Parabel  kennt  man  drei  Punkte  und  die  Richtung 
der  Durchmesser;  man  soll  weitere  Punkte  finden. 

c)  Von  einer  Hyperbel  kennt  man  drei  Punkte  und  eine 
Asymptote;  beliebig  viele  andere  Punkte  zu  finden. 

5)  a)  Man  konstruiere  einen  Kegelschnitt  aus  zwei  Tangenten, 
ihren  Berührungspunkten  und  einem  weiteren  Punkte. 

b)  Von  einer  Parabel  kennt  man  die  Richtung  der  Durch- 
messer, zwei  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  von  ihnen. 

12* 


180  $  27.     Der  Brianchonsche  Satz. 

c)  Von  einer  Hyperbel  sind  die  Asymptoten  und  ein  Punkt 
gegeben. 

6)  Durch  einen  Punkt  n  ziehe  man  zwei  beliebige  Gerade 
an  einen  Kegelschnitt,  von  denen  die  eine  in  a  und  ^,  die  andere 
in  7  und  6  schneidet;  in  a  vereinige  man  die  beiden  Punkte  1 
und  2,  in  ^  die  Punkte  4  und  5  eines  Pascalschen  Sechsecks, 
von  dem  y  und  6  zwei  weitere  Eckpunkte  (3  und  6)  sein  sollen. 
Dann  schneiden  sich  die  Tangenten  in  a  und  /3,  die  Geraden  o/ 
und  j3rf,  sowie  ad  und  jJy  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  welche 
sowohl  zu  a,  j3,  jr,  wie  zu  y,  d,  n  den  vierten  harmonischen  Pol 
enthält  und  demnach  von  der  Wahl  der  Punkte  y  und  d  unab- 
hängig ist.  Auf  diese  Betrachtung  kann  man  die  Polarentheorie 
rein  geometrisch  aufbauen. 

7)  In  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen 
Seiten  der  Reihe  nach  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen. 

(Um  durch  geometrische  Betrachtungen  am  leichtesten  zur 
Konstruktion  zu  gelangen,  ist  es  angebracht,  folgende  Erwägung 
anzustellen.  Von  zwei  beliebigen  Dreiecken,  die  in  einen  Kegel- 
schnitt einbeschrieben  sind,  schneiden  sich  entsprechende  Seiten 
je  in  einem  Punkte.  Demnach  lassen  sich  auch  umgekehrt  in 
einen  Kegelschnitt  zwei  Dreiecke  (1,  2,  3)  und  (4,  5,  6)  so  legen, 
dafs  die  Seiten  23  und  56  durch  A,  31  und  64  durch  B,  12  und 
45  durch  C  gehen.  Da  demnach  123456  ein  Pascalsches  Sechseck 
ist,  mufs  der  Schnittpunkt  der  Geraden  34  und  61  auf  AC  liegen. 
Es  sei  L  der  Schnittpunkt  von  25  und  36,  M  der  von  36  und 
14,  N  der  von  14  und  25;  nach  dem  Bewiesenen  liegt  auf  AC 
der  Pol  von  BM,  oder  BM  geht  durch  den  Schnittpunkt  der 
Polaren  von  A  und  von  C.  Demnach  sucht  man  die  Polaren  a, 
b,  c  zu  den  Punkten  A,  B,  C;  wenn  b  und  c  einander  in  D, 
c  und  a  in  E,  a  und  b  in  F,  wenn  DA  und  EF  einander  in  L, 
EB  und  FD  in  M,  FC  und  DE  in  N  schneiden,  so  liefert  der 
Schnitt  von  LM  mit  der  Kurve  die  Punkte  3  und  6  u.  s.  w. 

Man  begründe  diese  Konstruktion  analytisch.) 

§  27. 

Der  Brianchonsche  Satz« 

1.  Indem  wir  a,  b',  c,  a',  b,  c'  als  die  aufeinander  folgenden 
Seiten  eines  Pascalschen  Sechsecks  (ab),  (b'c),  (ca'),  (a'b),  (bc'). 
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(c'a)  ansehen,  bilden  die  Eckpunkte  der  Dreiecke  (a,  b,  c)  und 
(a',  b',  c')  ein  neues  Sechseck.     Um   eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft dieser  Figur  zu  finden,  ziehen  wir  aus  den  Gleichungen  (4) 
des  vorigen  Paragraphen  die  Folgerungen  (vgl  Fig.  S.  173): 
b  —  c  —  b'  —  c',  c  —  a  «=«  c'  —  a',  a  —  b  —  a'  —  b'. 
Indem  wir  also  setzen: 

(1)    b  —  c  «=»(>,  c  —  a  —  (>',  a  —  b  —  q\ 
folgt: 

(2)    b'  —  c'  —  p,  c'  —  a'  —  ()',  a'  —  b'  =  q\ 

(3)        Q+Q+Q^^O. 

Nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  geht  die  Gerade  p  =»  0 
durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  b  und  c  und  den  der  Geraden 
b'  und  c';  ebenso  verbindet  die  Gerade  (>'  ^«  0  die  Punkte  (c,  a) 
und  (c',  a'),  die  Gerade  (>"=«0  die  Punkte  (a,  b)  und  (a',  b). 
Indem  wir  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  (a,  b,  c)  als  die  drei  ersten, 
die  des  Dreiecks  (a',  b',  c')  als  die  drei  letzten  Eckpunkte  eines 
Sechsecks  ansehen,  hat  dies  die  Eigenschaft,  dafs  die  Diagonalen 
p,  ()',  q"  durch  einen  Punkt  gehen.  Es  empfiehlt  sich  aber,  von 
dieser  Figur  nicht  die  Eckpunkte,  sondern  die  Seiten  zu  be- 
trachten, weil  sie  dann  die  reciproke  Figur  zu  einem  Pascalschen 
Sechseck  bildet;  sie  heifst  ein  Brianchonsches  Sechsseit. 

Ein  solches  Sechsseit  wird  durch  die  beifolgende  Figur  dar- 
gestellt.    Hier  schneiden  sich  die  Geraden    1  und  2   in  I,    die 
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Geraden  2  und  3  in  II,  H  und  4  in  III  u.  s.  w.,  und  es  gehen 
die  Geraden  IIV,  II V  und  HI  VI  durch  einen  Punkt. 

2.  Wie  die  Eckpunkte  eines  Pascalschen  Sechsecks  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  so  berühren  die  sechs  Seiten  eines  Brianchon- 
schen  Sechsseits  auch  einen  Kegelschnitt.  Man  kann  die  für  den 
Pascalschen  Satz  gelieferten  Beweise  unmittelbar  übertragen,  indem 
man  die  Bedeutung  der  Zeichen  verändert.  Diesen  Gedanken 
wollen  wir  für  die  mitgeteilten  Beweise  durchführen.  Es  seien 
^>  ßy  7y  ^y  ^>  S  sechs  gerade  Linien;  das  Zeichen  aß  soll  das 
Symbol  für  einen  in  den  Koordinaten  Ui,  U2,  U3  homogenen 
linearen  Ausdruck  sein,  dessen  Verschwinden  die  Gleichung  des 
Schnittpunktes  der  Geraden  a  und  ß  darstellt.  In  gleicher  Weise 
sollen  die  Symbole  /9y,  yd,  a<J,  de,  eg,  C,a  eingeführt  werden.  Wir 
betrachten  einen  Kegelschnitt,  der  von  den  sechs  gegebenen  Linien 
berührt  worden,  und  wollen  seine  Gleichung  in  verschiedener 
Weise  mittelst  der  eingeführten  Symbole  darstellen. 

Da  der  Kegelschnitt  durch  die  Geraden  a,  /?,  /,  ö  berührt 
wird,  gehört  er  der  Kurvenschar  an,  welche  durch  die  Punkte- 
paare {aß)y  (yö)  und  (ad),  (ßy)  bestimmt  wird.  Demnach  kann 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Linienkoordinaten  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

(3)  aß  .yd  — ad  .  ßy. 

Nun  berührt  der  Kegelschnitt  auch  die  vier  Geraden  d,  f, 
g,  a;  also  hat  seine  Gleichung  auch  die  Form: 

(4)  6b  ,  C,a  ^^  aö  .  eg. 

Durch  passende  Wahl  der  in  den  linearen  Formen  vorkom- 
menden konstanten  Faktoren  kann  man  bewirken,  dafs  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  auch  in  allen  Koefficienten  übereinstimmen. 
Demnach  mufs  ihre  Differenz  identisch  verschwinden;  oder  es 
besteht  für  beliebige  Wertsysteme  (ui,  u»,  Us)  die  Gleichung: 

(5)     aß  .yd—  6b  .C^a^aö  .  {ßy  —  eg). 

Für  die  Verbindungslinie  der  Punkte  {aß)  und  {6e)  ver- 
schwindet die  linke  Seite;  also  mufs  für  diese  Gerade  auch  die 
rechte  Seite  null  werden.  Auf  der  rechten  Seite  kann  aber  der 
Faktor  a6  fiir  diese  Gerade  nicht  verschwinden,  weil  dieselbe  nicht 
durch  den  Punkt  (ad)  hindurchgeht;  somit  verschwindet  der  Faktor 
ßy  —  €g,  oder  die  Verbindungslinie  der  Punkte  {aß)  und  (de)  geht 
durch    denjenigen    Punkt    der    Geraden    (ßy)  ,  .  .  (fg),    welcher 
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symbolisch  durch  die  Gleichung  ßy  —  «g  «=  0  dargestellt  wird. 
Man  zeigt  aber  auf  die  hier  durchgeführte  Weise,  dafs  auch  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  yd  und  ga  durch  den  Punkt  ßy — ag»— 0 
hindurchgeht. 

Somit  gehen  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  aß  und 
6€y  ßy  und  eg,  yö  und  ga  durch  denselben  Punkt  hindurch. 

Irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  bilden 
ein  Brianchonsches  Sechsseit. 

3.  Um  einen  zweifen  Beweis  zu  liefern,  verstehen  wir  unter 
a,  b,  c,  r  vier  homogene  lineare  Formen  von  Ui,  u«,  U3.  Setzt 
man  noch 

(5)    a  —  r  —  a',  b  —  r  —  b',  c  —  r  =»  c', 

so  gehen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  a  und  a',   b  und  b', 
c  und  c'  durch  denselben  Punkt  r.    Somit  sind  die  Punkte  a,  b', 
c,  a',  b,  c'  die  sechs  Eckpunkte  eines  Brianchonschen  Sechsseits. 
Nun  stellt  die  Gleichung: 

(6)  r«  — r(a  +  b  +  c)  +  bc-|-ca  +  ab-.0 
einen  Kegelschnitt  dar.  Vom  Punkte  a=«0  gehen  diejenigen 
beiden  Tangenten  an  diese  Kurve,  welche  durch  die  Gleichung 
r*  —  r  (b  +  c)  +  bc  =»-  0  dargestellt  werden.  Die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ist  aber  gleich  (r  —  b)  (r  —  c)  «=  b'c'.  Indem  man  in 
gleicher  Weise  die  von  den  Punkten  b  =  0  und  c  =■  0  ausgehen- 
den Tangenten  aufsucht,  zeigt  man,  dafs  der  Kegelschnitt  von 
den  sechs  Geraden  (ab'),  (b'c),  (ca'),  (a'b),  (bc'),  (c'a)  berührt  wird. 
Durch  fünf  von  diesen  Tangenten  ist  aber  der  Kegelschnitt  bereits 
bestimmt;  daher  folgt  der  Satz: 

Sobald  ein  Kegelschnitt  fünf  Seiten  eines  Brianchon- 
schen Sechsseits  berührt,  berührt  er  auch  die  sechste. 

Übungen : 

1)  Man  soll  beliebig  viele  Tangenten  einer  Parabel  konstru- 
ieren, von  der  vier  Tangenten  gegeben  sind. 

2)  a)  Beliebig  viele  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aufzufinden, 
von  dem  drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  von  zweien 
gegeben  sind. 

b)  Man  soll  weitere  Tangenten  an  eine  Parabel  ziehen,  von 
der  man  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  kennt. 

c)  Man  kennt  einen  Durchmesser  einer  Parabel,  die  Tangente 
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in  seinem  Endpunkte  und  eine  weitere  Tangente;  man  konstruiere 
weitere  Tangenten. 

d)  Von  einer  Hyperbel  kennt  man  die  Asymptoten  und  eine 
Tangente;  weitere  Tangenten  zu  konstruieren. 

3)  Wenn  ein  Dreieck  sich  so  bewegt,  dafs  die  Eckpunkte 
in  festen  Geraden  verbleiben  und  zwei  Seiten  sich  um  feste  Punkte 
drehen,  so  umhüllt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt. 

4)  Ist  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  umbeschrieben,  so 
gehen  die  Verbindungslinien  von  je  einer  Ecke  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte der  Gegenseite  durch  einen  Punkt. 

5)  Um  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen 
Eckpunkte  der  Reihe  nach  in  vorgeschriebenen  Geraden  liegen. 

Die  projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

1.  Um  vermittelst  des  Pascalschen  Theorems  sämtliche  Punkte 
des  durch  die  fünf  Punkte  a,  ßy  /,  d,  t  bestimmten  Kegelschnitts 
zu  konstruieren,  kann  man  (Figur  S.  173)  den  Punkt  ii  alle  Lagen 
auf  der  Geraden  ßy  annehmen  lassen.  Da  der  Punkt  X  als  Schnitt- 
punkt von  aß  und  df  bekannt  ist,  findet  man  den  Punkt  v  als 
Schnittpunkt  von  Xii  mit  y6\  alsdann  ist  der  Schnittpunkt  von  av 
und  f^  ein  weiterer  Punkt  der  Kurve. 

Nun  erzeugt  n  auf  ßy  eine  Punktreihe.  Da  (i  und  v  mit 
dem  festen  Punkte  X  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  die  Punkt- 
reihe V  zu  der  Punktreihe  (i  perspektivisch;  also  sind  die  Strahlen- 
büschel (av)  und  (e/t<)  projektivisch. 

Jeder  Kegelschnitt  kann  erzeugt  werden  durch  den 
Schnitt  entsprechender  Strahlen  in  zwei  projektiven 
Strahlenbüscheln. 

2.  Wir  wollen  diesen  Satz  rein  analytisch  beweisen.  Der 
eine  Strahlenbüschel  werde  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

A  -h  ilB  —  0, 
wo  A  und  B  homogen  lineare  Ausdrücke  in  Xi,  x«,  xs  sind.  Ein 
zweiter  Strahlenbüschel  werde  so  gewählt,  dafs  dem  Strahle  A^—O 
des  ersten  im  zweiten  der  Strahl  A' »-  0  und  dem  Strahle  B  =«  0 
der  Strahl  B'=aO  entspricht;  dann  verfügt  man  über  die  in  der 
Form  B'  enthaltene  Konstante  in  der  Weise,  dafs  dem  Strahle 
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A  4-  B  —  0  der  Strahl  A'  +  B'  «■  0  zugeordnet  wird.  Jetzt  mufs 
man  dem  Strahle  A  +  JlB  —  0  den  Strahl  A'  +  AB'  —  0  zuordnen, 
da  der  KoefEcient  X  das  Doppelverhältnis  der  Strahlen  A  =«  0, 
B  —  0,  A  +  ;iB  —  0,  A  +  B  —  0  darstellt 

Hiernach  erhält  man  jeden  einzelnen  Punkt  der  Kurve  als 
Schnittpunkt  der  beiden  geraden  Linien: 

(1)    A  +  ;iB  — 0,  A'  +  2B'  =  0. 

Um  die  Gleichung  der  Kurve  zu  erhalten,  hat  man  den 
Koefficienten  2,  aus  den  beiden  Gleichungen  zu  eliminieren.  Daraus 
folgt,  dafs  die  Kurve  von  der  zweiten  Ordnung  ist  und  durch 
die  Glfichung  dargestellt  wird: 

A  B 
A'  B' 


(2) 


0. 


3.  Diese  Kurve  ist  durch  fünf  Punkte  a,  j3,  /,  rf,  b  bestimmt. 
Zwei  derselben,  etwa  die  Punkte  a  und  s  (s.  Figur  S.  173),  wähle 
man  zu  Scheiteln  der  beiden  Büschel.  Als  Gerade  A  — 0,  B  =  0, 
A  -|-  B  =«  0  nehme  man  der  Reihe  nach  die  Geraden  aß,  ay^  ad 
und  lasse  ihnen  die  Geraden  £j9,  £/,  eö  entsprechen,  indem  man 
die  drei  letzteren  durch  die  Gleichungen  A  =»0,  B'=aO,  A -|-B'=-0 
darstellt.  Durch  diese  Festsetzung  ist  die  projektive  Zuordnung 
der  Büschel  und  somit  die  Kurve  bestimmt.  Wenn  wir  also  zwei 
andere  Punkte  S  und  S'  dieses  Kegelschnitts  zu  Scheiteln  von  zwei 
Strahlenbüscheln  wählen  und 
diese  dadurch  projektiv  aufeinan- 
der beziehen,  dafs  man  die  nach 
drei  beliebigen  Punkten  a,  ß,  / 
dieser  Kurve  gezogenen  Strahlen 
einander  entsprechen  läfst,  so 
hat  derjenige  Kegelschnitt,  wel- 
cher jetzt  durch  den  Schnitt 
entsprechenderstrahlen  entsteht, 
mit  dem  früheren  fünf  Punkte 
gemeinschaftlich;  er  mufs  also 
mit  ihm  zusammenfallen. 

Dafs  man  diesen  Kegelschnitt  auch  durch  zwei  projektive 
Strahlenbüschel  erzeugen  kann,  welche  zwei  beliebige  Punkte  des 
Kegelschnitts   zu  Scheiteln    haben,    erkennt  man  auf  folgendem 
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Wege.     Wenn  der  Koefficient  a  einen  festen,  der  Koefficient  (i 
einen  veränderlichen  Wert  hat,  so  stellt  die  Gleichung: 

(A  4-  aB)  +  ^  (A'  +  aB')  —  0 
einen  Büschel  dar,  dessen  Scheitel  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
A  +  aB  «» 0  und  A'  -[-  «B'  «■  0  liegt;  es  ist  das  derjenige  Punkt 
des  Kegelschnitts,  welcher  bei  der  vorhin  betrachteten  Entstehungs- 
weise dem  Parameter  X^^a  entspricht.     Der  Büschel 

(A  +  ^B)4.^(A'+UB')-0 
hat  zum  Scheitel  den  dem  Parameter  X  =  ß  entsprechenden  Punkt 
Da  der  zweite  Büschel  dem  ersten  projektiv  ist,  so  erzeugen  seine 
Strahlen  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den  entsprechenden  Strahlen 
des  ersten  einen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  ist: 

A  +  aB    A'  +  ßB' 

A+iJB    A'  +  /JB' 


oder 


0, 


1  a 
Iß 


AB 
AB' 


=  0. 


Der  zweite  Kegelschnitt  ist  also  mit  dem  ersten  identisch. 

4.  Auf  dem  Kegelschnitte  nehmen  wir  vier  Punkte  1,  2,  3,  4, 
welche  bei  der  ersten  Erzeugungsweise  zu  den  Werten  Jli,  2j, 
X^y  Xi  des  Parameters  X  und  bei  der  zweiten  Erzeugungsweise 
zu  den  Werten  jMi,  fif,  jMs,  fi^  gehören.  Es  seien  S  und  S'  die 
Scheitel  für  die  erste,  T  und  T'  die  für  die  zweite  Herleitung. 
Dann  haben  die  vier  von  S  nach  den  Punkten  1,  2,  3,  4  ge- 
zogenen Strahlen  das  Doppelverhältnis: 

Ag  —  X\    ^  Xi  —  Xi 
Xi  —  ^3      X^  —  X^ 

Dasselbe  Doppelverhältnis  haben  die  vier  Strahlen,  welche 
von  S'  nach  diesen  vier  Punkten  gehen. 
In  gleicher  Weise  ist 

(T:l,2,3,  4)  — (7:1,2,3,4)  =  ^'^^-^  :  ^*~^^. 

Nun  kann  man  etwa  ß  so  bestimmen,  dafs  der  Punkt  T'  mit 
dem  Punkte  S'  zusammenfällt.     Dann  ergiebt  sich: 

(S:1,2,3,4)-(S':  1,2, 3, 4)  =  (T:  1,2,3,4). 

Hier  ist  T  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  durch  die  Strahlen- 
büschel S  und  S'  erzeugten  Kegelschnitts.     Daher  gilt   der  Satz: 

Die  vier  Strahlen,  welche  nach  vier  festen  Punkten 
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eines  Kegelschnitts  von  einem  seiner  Punkte  aus  ge- 
zogen werden  können,  haben  dasselbe  DoppelverhältniSy 
von  welchem  Punkte  der  Kurve  aus  man  aujch  die  vier 
Punkte  projizieren  mag. 

Wir  drücken  diesen  Satz  auch  in  folgender  Weise  aus: 

Vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmen  ein 
festes  Doppelverhältni»  von  Strahlen  für  jeden  belie- 
bigen Punkt  der  Kurve  als  Scheitel. 

Wir  dürfen  demnach  vom  Doppeiverhältnis  von  vier 
Punkten  eines  Kegelschnitts  sprechen,  indem  wir  darunter 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  verstehen,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Kurve  aus  nach  den  vier  Strahlen  gezogen 
werden  können. 

5.    Dem  Satze: 
Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  von  zwei  projektiven 
Strahlenbüscheln  bilden  einen  Kegelschnitt, 
stellen  wir  den  Satz  zur  Seite: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in 
zwei  projektiven  Punktreihen  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt. 

Die  Beweise  beider  Sätze  sind 
wesentlich  dieselben. 

Es  mögen  die  Gleichungen: 
(3)  A+fiB^O  und  A'+(iB^O 
zwei  projektive  Punktreihen  dar- 
stellen, indem  A,  B,  Äy  B  ho- 
mogen lineare  Ausdrücke  in  den 
Linienkoordinaten  Ui,  uj,  Us  sind. 
Indem  man  für  jeden  Wert  von 
II  die  durch  die  beiden  Gleichungen 
(3)  dargestellten  Punkte  durch  eine 
gerade  Linie  verbindet,  erhält  man 
eine  einfach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Geraden.  Alle  diese 
umhüllen  den  Kegelschnitt,  dessen 
Gleichung  ist: 

A   B    ^ 
A   B   i 


0. 


1 
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Diese  Gleichung  wird  auch  befriedigt,  wenn  mzn  A^^B^O 
oder  wenn  man  ^'  — »  B'  =-  0  setzt.  Daher  wird  der  Kegelschnitt 
auch  von  den  Trägern  der  beiden  Punktreihen  berühn. 

Derselbe  Kegelschnitt  wird  durch  projektive  Zuordnung  der 
Punktreihen : 

{A  -\-aB)  +  v  {A  +  aF)  —  0 
{A  +  ßB)  +  v  {A  +ßB)-0 
erhalten,  da  die  Determinante 


la 
Iß 


A   B 
A   B 


I  A  +  aB  A  +  aB 

I  A  +  ßB  A  +  ßR 
ist. 

6.  Vier  Tangenten  eines  durch  projektive  Zuordnung  zweier 
Punktreihen  erzeugten  Kegelschnitts  treffen  die  beiden  Träger  in 
projektivisch  entsprechenden  Punkten;  die  Doppelverhältnisse  der 
Schnittpunkte  mit  den  beiden  Trägern  sind  also  einander  gleich. 
Nun  kann  man  den  einen  der  beiden  Träger  durch  eine  beliebige 
Tangente  des  Kegelschnitts  ersetzen;  daher  bestimmen  auch  die 
Schnittpunkte  der  vier  gegebenen  Tangenten  mit  jeder  andern 
Tangente  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte,  in  denen 
eine  Tangente  eines  Kegelschnitts  von  vier  festen  Tan- 
genten desselben  geschnitten  wird,  ist  unabhängig  von 
der  Wahl  der  geschnittenen  Tangente. 

Unter  dem  Doppelverhältnis  von  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  versteht  man  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte, 
in  denen  die  vier  Tangenten  eine  beliebige  Tangente  der  Kurve 
schneiden. 

Übungen : 

1)  a)  Wann  führt  die  projektive  Zuordnung  zweier  Strahlen- 
büschel auf  ein  Geradenpaar? 

b)  Wie  hat  man  die  projektive  Zuordnung  zweier  Punktreihen 
zu  specialisieren,  damit  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
durch  einen  von  zwei  festen  Punkten  gehen? 

2)  Aus  dem  Satze  über  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
lassen  sich  zahlreiche  Folgerungen  ziehen. 

a)  Wenn  zwei  feste  Punkte  a  und  ß  einer  Hyperbel  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  g  der  Kurve  verbunden  werden  und 
die  Verbindungslinien   eine   feste,    die  Kurve  in   y  schneidende 
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Parallele  zu  einer  Asymptote  in  zwei  Punkten  d  und  j3'  treflfen, 
so  ist  das  Verhältnis  yd  :  /jS'  konstant. 

(Man  messe,  wenn  <J  der  unendlichferne  Punkt  ist,  das  Doppel- 
verhältnis (g  :  a^y6)  auf  der  Parallelen.) 

b)  Wie  lassen  sich  vermittelst  dieses  Satzes  beliebig  viele 
weitere  Punkte  der  Hyperbel  bestimmen,  nachdem  die  Richtung 
einer  Asymptote  und  vier  Punkte,  oder  die  Richtungen  der  beiden 
Asymptoten  und  drei  Punkte  gegeben  sind? 

c)  Wie  lautet  der  zu  a)  entsprechende  Satz  für  die  Parabel? 

d)  Wenn  zwei  feste  Punkte  a  und  jS  einer  Hyperbel  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  g  der  Kurve  verbunden  werden,  so 
bestimmen  die  Verbindungslinien  auf  einer  Asymptote  einen  Ab- 
schnitt von  unveränderlicher  Länge. 

(Man  nehme  in  a)  einen  zweiten  Punkt  g*  der  Kurve  hinzu, 
dessen  Verbindungslinien  mit  a  und  j?  die  Gerade  yd  in  d  und 
ß'  schneiden  mögen.  Dann  folgt  aus  yd  :  yff  =i  yd  :  y^'  un- 
mittelbar d^'  :  d'i^'  —  dy  :  dy.  Rückt  jetzt  y  ins  Unendlichfeme, 
so  folgt  der  Satz.) 

e)  Man  suche  beliebig  viele  Punkte  einer  Hyperbel,  nachdem 
drei  Punkte  und  eine  Asymptote  gegeben  sind. 

f)  Jede  Tangente  einer  Hyperbel  schneidet  auf  den  Asymp- 
toten vom  Mittelpunkte  aus  zwei  Strecken  ab,  deren  Produkt  kon- 
stant ist. 

(M  sei  der  Mittelpunkt;  die  eine  Asymptote  werde  von  zwei 
Tangenten  in  a  und  a',  die  andere  in  ß  und  ß'  geschnitten.  Ist 
ö  der  unendlichferne  Punkt  der  ersten,  %  der  der  zweiten  Asymp- 
tote, so  müssen,  weil  die  Asymptoten  auch  Tangenten  sind,  die 
Doppelverhältnisse  (cJMaa')  und  {Mößß)  gleich  sein.) 

3)  a)  Nachdem  drei  Strahlenpaare  in  zwei  konzentrischen 
Strahlenbüscheln  gegeben  sind,  soll  man  zu  jedem  Strahle  des 
einen  den  entsprechenden  Strahl  des  andern  finden  und  diejenigen 
Strahlen  konstruieren,  welche  mit  den  entsprechenden  zusammen- 
fallen. 

(Den  von  S  ausgehenden  Strahlen  a,  b,  c  mögen  die  eben- 
falls von  S  ausgehenden  Strahlen  a',  b',  c'  projektivisch  zugeordnet 
sein.  Man  lege  durch  S  einen  beliebigen  Kreis,  der  die  Strahlen 
a,  b,  c,  a',  b',  c'  der  Reihe  nach  in  a,  /9,  /,  a',  ß\  y  schneiden 
möge.    Zwei  weitere  entsprechende  Strahlen  x  und  x'  mögen  in 
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g  und  g'  geschnitten  werden.  Da  ist  (S  :  dß'r^')  —  (a :  dß'r'g) 
und  (S  :  aßy^)  —  {d :  aj^/g),  so  mufs  auch  (d  :  aßy^)  —  (a  :  a'/J /'g*) 
sein.  Wenn  sich  ciß'  und  dß  in  |9",  cey'  und  dy  in  7"  schneiden, 
und  die  Gerade  ß'Y  von  aa'  in  d\  a§'  in  §",  a'|  in  g*  getroffen 
wird,  so  mufs  {aß^rT)  —  («T/D  sein  oder  g'  und  g"  faUen 
zusammen.  Hiernach  läfst  sich  leicht  zum  Strahle  x  der  zuge- 
ordnete Punkt  x'  konstruieren.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden 
ß^y"  mit  dem  Kreise  führen  auf  die  sich  selbst  entsprechenden 
Strahlen.) 

b)  Man  löse  die  entsprechende  Aufgabe  für  zwei  auf  dem- 
selben Träger  befindliche  projektive  Punktreihen. 

(Indem  man  die  Punkte  der  beiden  Punktreihen  mit  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  verbindet,  erhält  man  zwei  konzen- 
trische projektive  Strahlenbüschel.) 

c)  Man  soll  ein  Dreieck  konstruieren,  welches  einem  ge- 
gebenen Dreiecke  umbeschrieben  und  einem  zweiten  gegebenen 
Dreieck  einbeschrieben  ist. 

(R,  S,  T  seien  die  Eckpunkte  des  ersten,  a,  b,  c  die  Seiten 
des  zweiten  Dreiecks.  Man  nehme  auf  a  einen  beliebigen  Punkt  a, 
ziehe  oR  bis  zum  Schnittpunkte  ß  mit  b,  dann  ßS  bis  zum  Schnitt- 
punkte 7  mit  c  und  endlich  7T  bis  zum  Schnittpunkte  d  mit  a. 
Wenn  jetzt  a  die  Punktreihe  a  beschreibt,  so  beschreibt  d  eine 
projektive  Punktreihe.  Dadurch  ist  die  Aufgabe  auf  b)  zurück- 
geführt.) 

d)  Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts,  von  dem  fünf  Punkte 
gegeben  sind,  mit  einer  beliebigen  Geraden  zu  bestimmen. 

(Die  fünf  Punkte  seien  S,  S,  a,  /9,  7;  die  Strahlen  Sa,  S^, 
S7  und  Sa,  S'^,  S'7,  bestimmen  auf  der  gegebenen  Geraden  zwei 
projektive  Punktreihen.) 

e)  Wenn  von  einem  Kegelschnitte  fünf  Tangenten  gegeben 
sind,  so  soll  man  diejenigen  Tangenten  konstruieren,  die  von 
einem  gegiebenen  Punkte  ausgehen. 

f)  Von  zwei  Kegelschnitten  sind  zwei  gemeinschaftliche  Punkte 
und  von  jedem  noch  drei  Punkte  gegeben ;  man  soll  die  weiteren 
Schnittpunkte  konstruieren. 

g)  Nachdem  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  von  jedem  noch  drei  weitere  Tangenten  gegeben 
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sind,  sollen  die  beiden  andern  gemeinschaftlichen  Tangenten  ge- 
funden werden. 

4)  Da  die  Involution  nur  ein  besonderer  Fall  der  projektiven 
Zuordnung  ist,  so  kann  man  alle  auf  Involutionen  sich  beziehende 
Konstruktionen  nach  der  in  3)  a)  und  b)  gezeigten  Methode  aus- 
führen. Man  wende  diese  Methode  auf  die  in  5)  d) — h)  gestellten 
Aufgaben  an  und  vergleiche  die  so  gewonnene  Lösung  mit  der- 
jenigen, welche  sich  aus  der  in  5)  a)  und  b)  angestellten  Be- 
trachtung ergiebt. 

5)  a)  Zieht  man  durch  einen  Punkt  beliebig  viele  gerade 
Linien  und  verbindet  die  Punktepaare,  in  denen  sie  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  treflfen,  mit  einem  festen  Punkte  dieser  Kurve, 
so  sind  die  nach  den  Schnittpunkten  derselben  Geraden  gehenden 
Strahlen  einander  involutorisch  zugeordnet. 

(Wenn  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  S  ein  beliebiger 
Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  und  wenn  eine  durch  M  gelegte  Gerade 
den  Kegelschnitt  in  a  und  er',  eine  zweite  durch  M  gehende 
Gerade  in  ß  und  ß\  eine  dritte  in  y  und  7'  .  .  .  schneidet,  so 
entsprechen  die  Strahlen  Sa  und  Sa',  Sß  und  Sß\  Sy  und  Sy' 
u.  s.  w.  einander  involutorisch.  Zum  Beweise  nehme  man  den 
Punkt  S'  hinzu,  in  welchem  der  Kegelschnitt  noch  von  MS  ge- 
schnitten wird.  Dann  schneiden  Sa  und  S'a',  Sß  und  S  ^',  Sy 
und  S'7'  u.  s.  w.  die  Polare  von  M  je  in  demselben  Punkte; 
daher  ist  (S  :  aaßy)  =«  (S'  :  aa  ß'y).     Da  aber  auch 

(S:aaßy)^{S'  laaßY) 
ist,  folgt:  (S  :  aa  ßy)  —  (S  :  a'aß'y').) 

b)  Jede  Strahleninvolution,  deren  Scheitel  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegt,  schneidet  diesen  so,  dafs  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  durch  einen  festen  Punkt  gehen. 

c)  Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  um  den  Scheitel  dreht,  so 
geht  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Schenkel  mit 
einem  beliebigen  durch  den  Scheitel  gelegten  Kegelschnitte  stets 
durch  einen  festen  Punkt. 

(In  S  stehen  die  Geraden  a  und  a,  b  und  b',  c  und  c'  .  .  . 
je  auf  einander  senkrecht;  ein  durch  S  gehender  Kegelschnitt 
werde  von  a,  a',  b,  b',  c,  c'  •  .  .  der  Reihe  nach  in  a,  a',  /9,  ß', 
7,  7'  .  •  •  geschnitten.  Dafs  jetzt  die  Geraden  aa,  ßß\  yy'  .  .  . 
durch  einen  festen  Punkt  M  gehen,  folgt  unmittelbar  aus  b).) 
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d)  Eine  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmte  Involution  zu 
vervollständigen  und  ihre  Hauptstrahlen  zu  finden. 

(Man  lege  durch  den  Scheitel  einen  Kreis  und  bestimme  in 
der  angegebenen  Weise  den  Punkt  M.  Die  Berührungspunkte 
der  von  M  ausgehenden  Tangenten  liefern  die  Hauptstrahlen.) 

e)  Man  soll  die  Hauptpunkte  einer  durch  zwei  Punktepaare 
bestimmten  Involution  konstruieren.  (Man  projiziere  die  Invo- 
lution von  einem  beliebigen  Punkte  aus.) 

f)  Wann  läfst  sich  eine  gegebene  Punktinvolution  als  eine 
Kreisinvolution  projizieren  ? 

g)  Einen  Kegelschnitt  konstruieren,  der  durch  vier  gegebene 
Punkte  geht  und  eine  feste  Gerade  berühn. 

(Man  suche  die  Hauptpunkte  einer  Punktinvolution.) 

h)  Einen  Kegelschnitt  konstruieren,  der  vier  gegebene  Gerade 
berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

i)  Durch  vier  Punkte  eine  Parabel  zu  legen. 

k)  Eine  Parabel  zu  finden,  die  drei  gegebene  Gerade  berührt 
und  durch  einen  vorgeschriebenen  Punkt  geht. 

1)  Das  gemeinsame  Paar  von  zwei  Strahleninvolutionen  zu 
finden. 

(Beide  mögen  auf  einem  durch  den  Scheitel  S  gelegten  Kreise 
abgebildet  werden;  für  den  einen  sei  M,  für  den  andern  N  der 
Hilfspunkt;  die  Gerade  MN  liefert  das  gesuchte  Strahlenpaar.) 

m)  Nachdem  zwei  Strahlenpaare  einer  Involution  gegeben 
sind,  dasjenige  Paar  zu  finden,  dessen  Gerade  einen  rechten  Winkel 
mit  einander  bilden. 

n)  Die  Axen  eines  Kegelschnitts  zu  finden,  wenn  zwei  Paare 
konjugierter  Durchmesser  gegeben  sind. 

o)  Wenn  zwei  Involutionen  auf  derselben  geraden  Linie 
liegen,  so  soll  das  gemeinsame  Punktepaar  gesucht  werden. 

§  29. 

Der  Kreis  und  die  unendlichfernen  Kreispunkte. 

1.  Wir  wenden  in  den  folgenden  Untersuchungen  recht- 
winklige Cartesische  Koordinaten  an,  schreiben  sie  aber  vielfach 
In  der  Form  xi  :  X3  und  xj  :  Xs,  wo  xs  —  0  die  unendlichfeme 
Gerade  darstellt,  während  für  einen  eigentlichen  Punkt  xs  ««  1, 
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Xi  =a  X,  X2  —  y  sein  soll.   In  diesen  Koordinaten  ist  die  Gleichung 
eines  beliebigen  Kreises: 

(1)     (xi— axs)«  +  (x2  -bxs)*  — r«x|=0. 

Die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  der  unendlichfernen 
Geraden  werden  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  X3=«0 
setzt.     Diese  Punkte  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen: 

(2)     xs— 0,  xf-f  x|  — 0. 

Wir  sehen,  dafs  alle  Kreise  die  unendlichferne  Gerade 
in  denselben  beiden  imaginären  Punkten  schneiden.  Diese 
beiden  Punkte  heifsen  als  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden, 
obwohl  ihr  Abstand  von  einem  beliebigen  eigentlichen  Punkte 
jeden  beliebigen  Wert  hat,  die  unendlichternen  Kreispunkte. 

2.  Umgekehrt  ist  jede  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  unendlichfernen  Kreispunkte  geht,  ohne  die  ganze  unendlich- 
ferne  Gerade  zu  enthalten,  ein  Kreis.  Soll  die  Kurve -Sa<xX/x>r  =  0, 
wo  xi  :  Xs  und  xg  :  xs  rechtwinklige  Cartesische  Koordinaten  sind, 
mit  der  unendlichfernen  Geraden  xj  «-0  die  Punkte  xf  -|-x|s»0 
gemeinschaftlich  haben,  so  mufs  al^=»a«f,  at«  »»Osein.  Wenn 
a,  1  4=  0  ist ,  so  stellt  die  Gleichung  einen  Kreis  dar.  Für 
an  »B  ai2  sa  a^s  a-  0  zerfällt  die  Kurve  in  zwei  Gerade,  von  denen 
die  eine  die  unendlichferne  Gerade  ist. 

Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  mit  der  unend- 
lichfernen Geraden  die  Kreispunkte,  aber  keine  weiteren 
Punkte  gemeinschaftlich  hat,  so  ist  sie  ein  Kreis. 

Speciell  ist  jeder  eigentliche  Kegelschnitt,  der  durch  die  un- 
endlichfernen Kreispunkte  geht,  ein  Kreis. 

3.  Für  einen  eigentlichen  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  stellt  der 
Ausdruck  (x  —  a)* -f- (y  —  b)*  das  Quadrat  des  Abstandes  der 
Punkte  (x,  y)  und  (a,  b)  dar.  Daher  ist  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (1)  für  einen  Aufsenpunkt  gleich  dem  Quadrate  der  Tan- 
gente, die  man  von  diesem  Punkte  aus  an  den  Kreis  legen  kann. 
Für  einen  Innenpunkt  ist  r*  >  (x  —  a)*  +  (y  —  b)',  somit 
r*  —  (x  —  a)*  —  (y  —  b)*  gleich  dem  Quadrate  aus  der  Hälfte 
der  kleinsten  Sehne,  welche  durch  den  Punkt  (x,  y)  gelegt  werden 
kann.  Daher  kann  man  die  Bedeutung  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  für  einen  beliebigen  Punkt  P  (oder  x,  y)  dadurch 
bestimmen,  dafs  man  durch  ihn  eine  Gerade  zieht,  welche  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  A  und  B  schneidet;   dann  ist  der  Wert 

Klllingt  L.ehrbach  der  analyt.  Geometrie.    I.  13 


194  §  29.     Der  Kreis  und  die  unendlichfernen  Kreispunkte. 

dieses  Ausdruckes  stets  gleich  dem  Produkte  PA .  PB  oder  gleich 
der  Potenz  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Für  einen 
Aufsenpunkt  hat  die  Potenz  einen  positiven  Wert,  der  dem  Qua- 
drate der  vom  Punkte  ausgehenden  Tangente  gleich  ist.  Die 
Potenz  eines  Innenpunktes  ist  negativ,  entsprechend  dem  Um- 
stände, dafs  die  Strecken  PA  und  PB  entgegengesetzte  Richtung 
haben;  ihr  Wert  ist  gleich  dem  negativen  Quadrate  aus  der  Hälfte 
der  kleinsten  durch  den  Punkt  gehenden  Sehne. 

4.  Indem  wir 

(x  -  a )» -f  (y  —  b )« —  r  2  kurz  gleich  K, 
(x-a')*  +  (y-b')'  — r'«  kurz  gleich  K' 
setzen,  wird  die  Gleichung  desjenigen  Büschels,  welcher  durch 
die  beiden  Kreise  K  =  0,  K'  =  0  bestimmt  wird: 

(3)    K  +  ;iK'  =  0. 
In  dieser  Gleichung  haben  x*  und  y*  denselben  Koefficienten 
und  fehlt  der  Koefficient  von  xy;    daher  stellt  sie  wieder  einen 
Kreis  dar.     Es  gilt  der  Satz: 

Wenn  ein  Kegelschnittsbüschel  zwei  Kreise  enthält, 
so  sind  alle  seine  Kurven  Kreise. 

5.  Für  jl  =  —  1  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  Form  an : 
K  ~  K'  =  0  oder  in  homogenen  Koordinaten : 

(4)     {-2\^-z')x,-2{h-h)x2  + 

(a«  +  b«  —  r«  —  a'«  —  b«  -I-  t"')  x^]  xg  ==  0. 

Die  eine  Gerade  dieses  Linienpaares  ist  die  unendlichfeme 
Linie,  die  andere  wird  im  allgemeinen  eine  eigentliche  Gerade 
sein.  Da  für  jeden  Punkt  dieser  Geraden  die  Gleichung  besteht: 
K  =  K',  so  hat  jeder  ihrer  Punkte  gleiche  Potenzen  für 
die  beiden  Kreise.  Die  Gerade  heifst  die  Potenzlinie  der 
beiden  Kreise.  Da  mit  K=0,  K' =  0  auch  K  — K— 0 
ist,  so  geht  die  Potenzlinie  durch  die  im  Endlichen  gelegenen 
Schnittpunkte  der  Kreise;  aus  diesem  Grunde  nennt  man  sie  auch 
die  Chordale  der  Kreise. 

Die  Centrale  der  beiden  Kreise  hat  die  Gleichung: 
X (b  -  b')  —  y  (a  —  a')  +  ab'  -  ab  =  0. 

Nach  (4)  ist  die  Gleichung  der  Potenzlinie: 
X (a  -  a') -}- y  (b  —  b')  —  -|(a*  +  b 2  -  r » —  a' « —  b' « +  r' *)  =  0. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  geht  hervor,  dafs  die  Potenzlinie 
auf  der  Centrale  senkrecht  steht. 
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(In  nachstehender  Figur  ist  pi2  die  Potenzlinie  der  beiden 
von  OiOj»,  p,  3  die  Potenzlinie  der  Kreise  Oi  und  O«  und  pgs 
die  der  Kreise  von  Oj  und  Oj.) 


6.  Wenn  drei  Kreise  Ki  =0,  Kj  =  0,  K3  =  0  gegeben  sind, 
so  genügen  die  drei  Potenzlinien,  welche  man  aus  der  Verbindung 
je  zweier  Kreise  erhält,  den  Gleichungen: 

K,  -Ks  =0,  K3  — K,  =0,  Kl  ~  K2  =0. 
Nun  ist  offenbar 

(K,  -K3)  +  (K., -KO  +  (K, -K,)  =  0; 
also  gehen  die  Potenzlinien  p^s,  pi3  und  pig  der  drei  Kreise  K, , 
Kg,  K3  durch  denselben  Punkt,  den  Potenzpunkt  der  Kreise. 

7.  Wenn  (u,  v,  w)  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  geraden 
Linie  und  (a,  b)  die  zugehörigen  rechtwinkligen  Cartesischen 
Koordinaten  eines  Punktes  sind,  so  stellt  bekanntlich  die  Form 

au  -}-  bv  +  w 
den  Abstand  des  Punktes  (a,  b)  von  der  Geraden  (u,  v,  w)  dar. 
Demnach  wird  diese  Gerade  eine  Tangente  des  mit  dem  Radius 
r  um  den  Punkt  (a,  b)  beschriebenen  Kreises,  wenn  die  Gleichung 
erfüllt  wird: 

(5)     au  +  bv  +  w  =  ±  r. 

Diese  Kurve  kann  auch  durch  eine  homogene  quadratische 
Gleichung  in  der  Form 

(6)     (au  +  bv  +  w)«  =  r>  (u«  +  v«) 

dargestellt   werden,    weil  nach   §    11,    5    die   Relation   besteht: 

13* 
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u*  +  v*  =  l.  Auf  die  Form  (6)  kommt  man  auch,  wenn  man 
die  Gleichung  (1)  nach  der  in  §  14,  9  gegebenen  Vorschrift  durch 
Linienkoordinaten  ausdrückt. 

8.  Wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  r  veränderlich  sein  läfst, 
so  gelangt  man  zu  der  Gesamtheit  der  um  den  Punkt  (a,  b)  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise.  Alle  diese  Kreise  bilden  eine 
Kurvenschar,  welcher  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  und  das 
imaginäre  Punktepaar  u*  +  v*  =  0  angehören.  Dies  Punktepaar 
stellt  sich  in  Punktkoordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen  dar: 

X8=0,  xf +x|=0; 
es  ist  also  mit  den  unendlichfernen  Kreispunkten  identisch.  Dem- 
nach stellt  sich  ein  System  konzentrischer  Kreise  als  die  Gesamt- 
heit aller  Kurven  zweiter  Klasse  dar,  welche  durch  die  von  einem 
festen  Punkte  (dem  Mittelpunkte)  nach  den  unendlichfernen  Kreis- 
punkten gezogenen  Geraden  doppelt  berührt  werden.  Wir  dürfen 
diese  Beobachtung  auch  in  folgenden  Worten  aussprechen: 

Alle  Kurven  zweiter  Klasse,  >v eiche  in  den  unendlichfemen 
Kreispunkten  durch  die  Verbindungsgeraden  mit  einem  festen 
Punkte  berührt  werden,  sind  Kreise,  welche  den  festen  Punkt  zum 
Mittelpunkte  haben. 

Schon  hieraus  geht  hervor,  dafs  das  System  konzentrischer 
Kreise  auch  einen  Büschel  bildet,  dafs  demnach  für  dies  System 
die  in  §  25  hergeleiteten  Sätze  gelten. 

9.  Die  Form  (5)  ist  recht  geeignet,  manche  Eigenschaften 
der  Kreise  mit  Leichtigkeit  herzuleiten.  Wir  wollen  uns  damit 
begnügen,  eine  wichtige  Beziehung  mehrerer  Kreise  zu  einander 
mit  ihrer  Hilfe  zu  beweisen. 

Zu  dem  Ende  führen  wir  folgende  Symbole  ein: 
(7)     Ai  =  aiu  +  biV  +  w,  A^  =  a^u  -[-  bgv  -|-  w, 

^3  =  asu  +  bjv  -f-  w. 
Da  Ai  den  Abstand  des  Punktes  (ai,  bi)  von  der  Geraden 
(u,  V,  w)  darstellt,  so  ist  Ai  ^  ±  rj  die  Gleichung  eines  Kreises 
mit  dem  Mittelpunkte  (ai,  bi)  und  dem  Radius  ri.  Mit  diesem 
Kreise  stellen  wir  diejenigen  Kreise  zusammen,  deren  Gleichungen 
in  entsprechender  Weise  sind:  A^  =±r2,  A^  =±r9. 
Die  Gleichung: 


(8) 


Ai        At 
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ist  homogen  linear  in  u,  v,  w;  sie  stellt  also  einen  Punkt  dar, 
welcher  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  ^,  =  0  und  A^  =0, 
der  Centrale  der  beiden  ersten  Kreise,  liegt.  Die  Abstände  einer 
beliebigen  durch  diesen  Punkt  gelegten  Geraden  von  den  Mittel- 
punkten verhalten  sich  wie  die  Radien.  Die  Gleichung  wird 
befriedigt  für  Ai  =ri^  A^  =  rj  und  für  -4i  =  —  ri ,  A^  =  —  rg. 
Daher  treffen  sich  in  diesem  Punkte  auch  diejenigen  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  der  beiden  Kreise,  denen  gegenüber  die  Mittel- 
punkte auf  derselben  Seite  liegen.  Dieser  Punkt  heifst  der  aufs  er  e 
Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise. 

Durch  die  Gleichung:  ,^.     Ai  Aj 

wird  ein  Punkt  dargestellt,  welcher  ebenfaUs  der  Centrale  an- 
gehön  und  zu  dem  Punkte  (8) 
den  Mittelpunkten  gegenüber 
harmonisch  liegt.  Die  Abstände 
einer  beliebigen  durch  diesen 
Punkt  gelegten  Geraden  von  den 
Mittelpunkten  verhalten  sich  wie 
die  Radien;  aber  die  Mittel- 
punkte liegen  jedesmal  auf  ver- 
schiedenen Seiten  einer  solchen 
Geraden.  Auch  durch  diesen 
Punkt  gehen  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  der  Kreise; 
aber  diesen  beiden  Tangenten 
gegenüber  liegen  die  Kreise  auf 
verschiedenen  Seiten.  Der  Punkt 
heifst  ein  innerer  Ähnlich- 
keitspunkt der  Kreise. 

10.  Die  drei  Kreise  (7) 
haben  drei  äufsere  und  drei 
innere  Ähnlichkeitspunkte.  Die 
drei  äuisem  Ähnlichkeitspunkte 
werden  durch  die  Gleichungen 
gegeben : 


A2       As 

As       Ai 

Ai       Af 

r»        rs 

Ts        ri 

fi            Xi 
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Diese  drei  Gleichungen  werden  befriedigt  für 

Ai A% A% 

Vi  ~   rs  ~  rs ' 
somit  liegen  die  drei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  in  gerader  Linie. 


Die  Gerade,  welche  durch  die  innern  Ähnlichkeitspunkte 


As    As 

U        Ts 


A, 


hindurchgeht,  befriedigt  die  Gleichung: 

Ai       Ai 
Ti  "~   rg' 

es  liegen  also  jedesmal  zwei  innere  mit  einem  äufsern  Ähnlich- 
keitspunkte in  gerader  Linie. 

Die  sechs  Ähnlichkeitspunkte  dreier  Kreise  bilden 
die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen 
Diagonalen  sich  paarweise  in  einem  der  drei  Mittel- 
punkte schneiden. 

IL  Zwei  Gerade  (u',  v',  w')  und  (u",  v",  w")  sind  konjugierte 
Polare  in  Bezug  auf  die  unendlichfernen  Kreispunkte,  wenn  die 
Gleichung  besteht: 

(10)     u'u"  +  V  v"  -=  0. 
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Nun  giebt  u'  den  Cosinus,  v'  den  Sinus  des  Winkels  an,  den 
die  auf  die  Gerade  (u',  v',  w )  gefällte  Senkrechte  mit  der  x-Axe 
bildet;  die  entsprechende  Bedeutung  für  die  zweite  Gerade  haben 
u"  und  v".  Die  linke  Seite  von  (10)  stellt  somit  den  Cosinus 
des  Winkels  dar,  den  die  auf  die  beiden  Geraden  gefällten  Senk- 
rechten mit  einander  bilden.  Die  Gleichung  (10)  sagt  also  aus, 
dafs  die  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Zwei  zu  den  unendlichfernen  Kreispunkten  konju- 
gierte Polare  stehen  auf  einander  senkrecht. 

Der  Pol  einer  gegebenen  Geraden  für  die  unendlichfernen 
Kreispunkte  ist  der  Punkt,  in  welchem  die  unendlichferne  Gerade 
von  den  zu  der  gegebenen  Linie  senkrechten  Geraden  geschnitten 
wird. 

12.  Zwei  unendlichfeme  Punkte  (x  :  y')  und  (x"  :  y")  liegen 
zu  den  unendlichfernen  Kreispunkten  harmonisch,  wenn  die  Glei- 
chung erfüllt  ist: 

(11)   xV  +  yy  =  o. 

Diese  Gleichung  kommt  ganz  auf  die  Gleichung  (10)  hinaus; 
da  sie  aber  für  manche  Anwendungen  besser  geeignet  ist,  wollten 
wir  sie  w^enigstens  anführen. 

Übungen : 

1)  a)  Die  Hauptstrahlen  einer  jeden  Involution,  deren  zuge- 
ordnete Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen,  gehen  durch  die 
unendlichfernen  Kreispunkte. 

b)  Auf  der  unendlichfernen  Geraden  erzeugen  die  Schnitt- 
punkte mit  Paaren  auf  einander  senkrecht  stehender  Geraden  eine 
Involution,  deren  Hauptpunkte  die  Kreispunkte  sind. 

c)  Zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Gerade  schneiden 
die  unendlichferne  Gerade  in  Punkten,  die  zu  den  Kreispunkten 
harmonisch  liegen. 

2)  a)  Jedem  Kegelschnittsbüschel  gehört  eine  gleichseitige 
Hyperbel  an. 

(Es  ist  das  diejenige  Kurve  des  Büschels,  für  welche  die 
unendiichfernen  Kreispunkte  konjugierte  Pole  sind.) 

b)  Sobald  einem  Büschel  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  ange- 
hören, enthält  derselbe  nur  gleichseitige  Hyperbeln. 

(Man  beachte  die  auf  der  unendlichfernen  Geraden  erzeugte 
Involution.) 
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c)  In  diesem  Falle  besteht  jedes  dem  Büschel  angehörende 
Geradenpaar  aus  zwei   sich  senkrecht  durchschneidenden  Linien* 

d)  Zwei  gleichseitige  Hyperbeln  durchschneiden  sich  stets  in 
vier  Punkten,  welche  die  Eckpunkte  und  den  Höhenpunkt  eines 
Dreiecks  darstellen. 

e)  Hiermit  hängt  der  Satz  der  elementaren  Geometrie  zu- 
sammen : 

Für  dasjenige  Dreieck,  welches  zwei  von  den  Eckpunkten 
eines  gegebenen  Dreiecks  und  den  Höhenpunkt  zu  Eckpunkten 
hat,  fällt  der  Höhenpunkt  mit  dem  dritten  Eckpunkte  des  ge- 
gebenen Dreiecks  zusammen; 

oder: 

Nimmt  man  irgend  drei  von  den  vier  Schnittpunkten  zweier 
Geradenpaare,  deren  Linien  auf  einander  senkrecht  stehen,  zu 
Eckpunkten  eines  Dreiecks,  so  ist  der  vierte  Schnittpunkt  jedes- 
mal der  Höhenpunkt  des  Dreiecks. 

{)  Die  Mittelpunkte  der  zu  dem  Büschel  b)  gehörenden 
Kurven  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  die  Mitten  der  Seiten» 
die  Fufspunkte  der  Höhen  und  die  Mitten  der  obern  Höhen- 
abschnitte liegt  (Feuerbachscher  Kreis). 

(Der  die  Mittelpunkte  enthaltende  Kegelschnitt  mufs  durch 
die  unendlichfernen  Kreispunkte  und  durch  die  Mitten  der  Ver- 
bindungsstrecken von  je  zwei  Schnittpunkten  gehen.) 

g)  Wenn  umgekehrt  die  Kurven  eines  Büschels  sich  in  den 
Eckpunkten  eines  Dreiecks  und  seinem  Höhenpunkte  schneiden» 
so  enthält  er  nur  gleichseitige  Hyperbeln. 

h)  Man  verifiziere  die  in  a)— d),  f),  g)  angegebenen  Resultate 
durch  Rechnung. 

(Eine  Seite  und  die  zugehörige  Höhe  seien  die  Koordinaten- 
axen,  und  man  lasse  (^,  0),  (^',  0),  (0,  v),  (0,  p)  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  sein.    Dann  mufs  fifi'  +  rj;'  =  0  sein.    Jeder  Kegel- 
schnitt, der  durch  die  vier  Punkte  geht,  hat  die  Gleichung: 
vp'x^  -f  2?a, 2xy  +  (jfi'y^  —  vp  {fi  -f  /i')  x  —  fifi'  {v  +  v)  y 

—  fifi'vv  =  0. 
Aus  diesen  Gleichungen  leite  man  die  angegebenen  Sätze  her.) 

3)  a)  Wenn  die  Axen  zweier  Parabeln  auf  einander  senk- 
recht stehen,  so  enthält  der  durch  sie  bestimmte  Büschel  einen 
Kreis. 
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(Lage  der  unendlichfernen  Punkte  der  Parabeln  zu  den  Kreis- 
punkten.) 

b)  Sobald  ein  Büschel  einen  Kreis  enthält,  stehen  die  Axen 
der  demselben  angehörenden  Parabeln  auf  einander  senkrecht. 
Die  Mittelpunkte  der  Kurven  des  Büschels  liegen  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel. 

(Der  unendlichferne  Punkt  einer  Parabel  mufs  auch  als  Mittel- 
punkt angesehen  werden.) 

4)  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei  Punkte  gemeinschaftlich 
haben,  so  gehen  die  drei  Geraden,  durch  welche  die  Schnittpunkte 
von  je  zweien  dieser  Kurven  verbunden  werden,  durch  denselben 
Punkt. 

(Erweiterung  des  Satzes  über  den  Potenzpunkt  dreier  Kreise.) 

§  30. 
Das  Hauptaxenproblem  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  Wir  nehmen  an,  es  sei  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  gegeben» 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  ein  neues  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem so  zu  bestimmen,  dafs  unter  Benutzung  desselben  die 
Gleichung  der  Kurve  ihre  einfachste  Gestalt  erhält.  Die  gegebene 
Form  sei: 

(1)     ax«  +  2bxy  +  cy»  +  2dx  -f  2ey  +  f  =  0. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  soll 
darin  bestehen,  ein  neues  rechtwinkliges  System  (g,  tj)  unter  Bei- 
behaltung des  Anfangspunktes  so  zu  bestimmen,  dafs  in  den  neuen 
Koordinaten  der  Koefficient  des  Produktes  gjy  null  wird.  Wir 
erhalten  dadurch  die  Form: 

Ag''  +  Bt]*  +  2Cg  +  207^  -t-  E  =  0. 

Diese  Form  soll  dadurch  geändert  werden,  dafs  man  das 
Koordinatensystem  parallel  verschiebt,  dafs  man  also  neue  recht- 
winklige Koordinaten  (X,  Y)  durch  die  Gleichungen  einführt: 

g  =  X  +  m,  f]=^Y  +  n. 

Dadurch  erleiden  die  Koefficienten  A  und  B  keine  Ver- 
änderung; man  kann  aber  m  und  n  so  wählen,  dafs  C,  D,  E  ihre 
einfachsten  Werte  erhalten.  Dieser  zweite  Teil  des  Problems 
bietet  geringe  Schwierigkeit,  nachdem   der  erste  Teil  gelöst  ist. 
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Wir  müssen  uns  daher  hauptsächlich  dem  zuerst  angegebenen 
Probleme  zuwenden  und  sprechen  dasselbe  zunächst  in  folgender 
Form  aus: 

A)  Nachdem  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben  ist, 
soll  unter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  ein  neues 
rechtwinkliges  System  so  bestimmt  werden,  dafs  in  der 
auf  das  neue  System  bezogenen  Gleichung  das  Produkt 
der  Koordinaten  wegfällt. 

2.  Wir  wollen  dies  Problem  noch  in  anderer  Weise  aus- 
sprechen. Wenn  wir  die  Gleichung  (1)  durch  beliebige  Umwand- 
lung der  Koordinaten  (x,  y)  in  die  Koordinaten  (x,  y')  auf  die 
neue  Form  bringen: 

a'x*  -f  2bVy'  -f  2c'y'«  +  2d'x  +  2e'y  +  f  =  0, 
so  hangen  die  neuen  Koefficienten  a',  b',  c    nur  ab  von  a,  b,  c 
und  den   Transformations-Koefficienten.     Solange   man   nur  die 
Koefficienten  a',  b',  c  kennen  lernen  will,  braucht  man  die  Koeffi- 
cienten d,  e,  f  der  Gleichung  (l)  nicht  zu  berücksichtigen. 

Unter  Benutzung  rechtwinkliger  Koordinaten  sind  die  qua- 
dratischen Glieder  für  jeden  Kreis:  x*  +  y*;  wenn  diese  Form 
ungeändert  bleibt,  so  ist  auch  das  neue  Koordinatensystem  recht- 
winklig. 

Demnach  können  wir  das  Problem  A)  durch  das  folgende 
ersetzen : 

B)  Die  beiden  quadratischen  Formen 

4>  =  ax*  +  2bxy  -}-  cy* 

y==x«  -j-y2 
sollen  durch  homogene  lineare  Gleichungen  so  umge- 
staltet werden,  dafs  die  zweite  Form  ungeändert  bleibt 
und   die    erste   nur   die   Quadrate   der   Veränderlichen 
enthält. 

3.  Rechtwinklige  Gerade  sind  konjugierte  Polare  zu  den  un- 
endlichfernen Kreispunkten;  ihre  Schnittpunkte  mit  der  unendlich- 
fernen Geraden  liegen  zu  diesen  Punkten  harmonisch.  Die  un- 
endlichfernen Punkte  der  Kurve  (1)  ergeben  sich  aus  der  Gleichung : 

(2)     ax«  +  2bxy  -f  cy«  =  0. 
In   diesem  Ausdrucke   wird   der  Koefficient  von   xy   gleich 
null,  wenn  man  der  Bestimmung  ein  Punktepaar  zu  Grunde  legt. 
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welches  zu  den  Punkten  (2)  harmonisch  liegt.     Hiernach  stellen 
wir  das  folgende  Problem  auf: 

C)  Zu  den  beiden  unendlichfernen  Punktepaaren 

(2)  ax»  -f  2bxy  +  cy»  =  0 

(3)  x»  +  y«  =  0 

ein    gemeinsames    Paar    harmonischer   Punkte    zu    be- 
stimmen. 

Für  einen  Mittelpunkts -Kegelschnitt  kommt  das  Problem 
darauf  hinaus,  zu  der  gegebenen  Kurve  und  einem  konzentrischen 
Kreise  ein  gemeinsames  Paar  konjugierter  Durchmesser  zu  be- 
stimmen. Da  dies  Problem  aber  nicht  auf  alle  Kegelschnitte  an- 
gewandt werden  kann,  wollen  wir  es  nicht  näher  behandeln. 

4.  Wir  wenden  uns  zunächst  dem  Problem  C)  zu  und  suchen 
einen  unendlichfernen  Punkt  {X  :  (i),  welcher  in  Bezug  auf  die 
beiden  Punktepaare  (2)  und  (3)  denselben  harmonischen  Punkt 
(x  :  y)  hat.  Damit  die  Punkte  {X  :  (d)  und  (x  :  y)  zu  den  Punkten 
des  Paares  (2)  harmonisch  liegen,  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein : 

zXx  -}-  b  C^x  +  Xy)  -f-  c^y  =  0; 

die  beiden  Punkte  liegen  aber  gegen  das  Punktepaar  (3)  harmo- 
nisch, wenn  Tsc: 

Xx  +  (iy  =  0. 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  in  x,  y  homogen  linear;  sie 
liefern  demnach  für  den  Bruch  x  :y  nur  dann  denselben  Wert,  wenn 
die  KoefHcienten  einander  proportional  sind,  wenn  man  also  einen 
Faktor  cd  derartig  bestimmen  kann,  dafs  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

aA  +  b//  =  a>Xy  hX  '\'  cfi  =  (Ofi 
oder 

(4)     (a  —  cü)  2  +  b^  =  0,  b;i  -f  (c  -  Q>)  ^  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  homogen  linear  in  den  Un- 
bekannten X  und  ii\  sie  können  also  nur  befriedigt  werden,  wenn 
die  Determinante  verschwindet,   oder  wenn  a>  eine  Wurzel  der 

Gleichung  ist: 

a  —  CO  b 


(5) 


b  c  —  «ö 


5.    Diese  Gleichung  braucht  nur  für  den  Fall   untersucht  zu 
werden,  dafs  der  Koefficient  b  von  null  verschieden  ist. 
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Da  der  Ausdruck 

(a  —  cö)  (c  —  cj)  —  b* 
für  sehr  grofse  positive  und  negative  Werte  von  co  einen  posi- 
tiven, aber  für  co  =  a  und  q)  =  c  einen  negativen  Wert  hat,  so 
findet,  wenn  man  cd  als  variabel  betrachtet  und  stetig  alle  reellen 
Werte  annehmen  läfst,  ein  Zeichenwechsel  und  damit  ein  Durch- 
gang durch  null  statt.  Die  Gleichung  (5)  hat  also  zwei  reelle 
Wurzeln  Oi   und  co^. 

Diese  Wurzeln  können  nur  gleich  sein,  wenn  zugleich  die 
Ableitung  der  linken  Seite,  also  die  Gleichung 

2a>  =  a  -[-  c 

befriedigt  wird.    Nun  ist  a "^     =  —  — ,  c ^    =  "~^~  • 

Die  Gleichung  (5)  hat  also  nur  dann  gleiche  Wurzeln,  wenn  die 
Bedingung  erfüllt  ist: 

—  (a  —  c)»  —  4b«  =  0. 

Das  ist  aber  für  reelle  Werte  von  a,  b,  c  nur  möglich,  wenn 
a  =  c,  b  =  0  ist,  wenn  also  die  Gleichung  (1)  einen  Kreis  dar- 
stellt. Dann  ist  aber  das  erste  Problem  bereits  gelöst;  wir  dürfen 
uns  also  auf  den  Fall  ungleicher  Wurzeln  beschränken. 

6.  Es  seien  a>i  und  w^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5);  zu 
a>i  möge  nach  (4)  das  Wertepaar  Jl,,  ^i  und  zu  co^  in  gleicher 
Weise  das  Wertepaar  Ag,  \it  gehören. 

Demnach  bestehen  die  Gleichungen: 

(6)  a^i  '\-\^{i\  =a>i>li,  b>li  +  Cjtii  =cöi//i 
und 

(7)  zXf^  -j-  bjMj  =  «ügjl»,  bJlj  4"  Cj^«  =  (Oi^it. 

Indem  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  mit  X^^  (i^  multi- 
plizieren und  addieren,  folgt: 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  durch 
Multiplikation  mit  Xx   und  ^i   die  Relation: 

a^ ^8  +  b  {Xxfii  +  k^iix)  +  Cfiifii  =  cog  (^1^2  +  f^iMi)' 
Die  Subtraktion  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Beziehung: 

(cü,  —  <Oi)  {kiXi  +  fiifii)  =  0 

oder  da  die  Wurzeln  wi  und  m^  ungleich  sein  sollen,  aut 
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Dann  mufs  aber  auch  die  linke  Seite  einer  jeden  der  beiden 
letzten  Gleichungen  verschwinden;  oder  es  bestehen  die  Glei- 
chungen : 

/Qx     a^i Zi  +h  (Zr f/^  +  X^fii) -{-  c^, fii=0 

Die  unendlichfernen  Punkte  (Jl|,  fii,  0)  und  {2.^,  ^t,  0)  sind 
also  konjugierte  Pole  zu  den  beiden  Kurven  oder  liegen  harmonisch 
je  zu  ihren  unendlichfernen  Punkten. 

In   der  unendlichfernen  Geraden  giebt  es  stets  ein' 
und    nur    ein    einziges   Punktepaar,    welches   zu   einem 
Kreise   und    einer   beliebigen   Kurve   zweiter  Ordnung, 
die   selbst   kein   Kreis   ist,   ein   Paar   konjugierter   Pole 
darstellt. 

Hiermit  ist  das  Problem  C)  gelöst.  Ehe  wir  zu  dem  Problem 
B)  übergehen,  wollen  wir  aus  dem  letzten  Satze  folgende  ein- 
fache Folgerung  ziehen: 

Ein  Kreis  und  ein  von  einem  Kreise  verschiedener  Mittel- 
punkts-Kegelschnitt haben  stets  ein  einziges  Paar  paralleler  kon- 
jugierter Durchmesser. 

Da  aber  konjugierte  Durchmesser  eines  Kreises  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  können  wir  das  letzte  Resultat  auch  in  fol- 
gender Weise  aussprechen: 

Jeder  Kegelschnitt,  der  einen  Mittelpunkt  besitzt,  hat  ent- 
weder ein  Paar  von  senkrechten  konjugierten  Durchmessern,  oder 
jeder  Durchmesser  steht  auf  seinem  konjugierten  senkrecht. 

7.  Um  von  dem  Problem  C)  zum  Problem  B)  überzugehen, 
setzen  wir: 

(9)       X  =  2,g  +  ^2??,    y  =  fll§  +  fliTj. 

Für  ^=0  wird  x:y=Jli  ifii  und  für  g  =  0  wird  x:y  =  >l2  :^2; 
die  neuen  Axen  gehen  also  durch  die  soeben  gefundenen  unend- 
lichfernen Punkte  hindurch. 

Soll  jetzt 

X«  +  y«  =  g*  +  V* 
sein,  so  treten  zu  den  früheren  Gleichungen  noch  die  Bedingungen 

hinzu: 

(10)   ;ij+iK«  =  i,  ii+tii^i. 

Indem  wir  ferner  setzen: 
(11)    zXl+2hX,(i,-{.ctil=A,  aiH-2bi,/<,  +  c//|=B 
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und    die   Gleichungen   (8)   berücksichtigen ,    geht    der   Ausdruck 
ax*  +  2bxy  -|-  cy*  über  in 

(12)     ax«  +  2bxy  +  cy^  =  Ag«  +  Biy«. 

8.  Wir  wollen  das  Problem  B)  jetzt  direkt  in  Angriff  nehmen. 
Damit  die  Form  x*  +  y*  durch  die  Transformation  (9)  ungeandert 
bleibt,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

(13)     ll+fi]  =  1,  ^+fil  =  1,  ^1^,  +  fi,(i,  =  0. 

Die  Gleichung  (12)  kann  aber  unter  Beibehaltung  der  Ab- 
kürzungen (11)  nur  befriedigt  werden,  wenn  die  vier  Koefficienten 
Xi,  fii,  Xfy  fii  der  Forderung  genügen: 

(14)     siXai+h{Zifi,+X,gi,)  +  Cfit(i,=0. 

Somit  sind  uns  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  vier 
Gröfsen  >li,  Jl^,  /e<i,  fit  gegeben;  wir  müssen  nachweisen,  dafs 
diese  Gleichungen  eine  reelle  Lösung  zulassen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  die  dritte  Gleichung  (13)  mit  der 
Gleichung  (14)  zusammen,  indem  wir  die  letztere  in  der  Form 
schreiben: 

(aJli  +hfii)X,  +  {hXr  +  Cfii)  fi^  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert,  nachdem  Xi  und  fti  bestimmt  sind^ 
für  den  Quotienten  Xi  :  fi^  denselben  Wert,  wie  die  dritte  Glei- 
chung (13),  wenn  die  KoefHcienten  von  X^  und  fi^  in  den  beiden 
Gleichungen  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 
Demnach  mufs  sein: 

a^i  -|-  hfii  =  (oXi,  b^,  +  Cfii  =  C9fit . 

Das  sind  aber  dieselben  Gleichungen,  von  denen  wir  oben 
ausgegangen  sind;  wir  können  also  jetzt  den  obigen  Weg  wieder 
verfolgen. 

9.  Um  die  geometrische  Bedeutung  der  durch  die  drei  Glei- 
chungen (13)  bestimmten  Gröfsen  ^,  X^^  fii,  (i^  zu  finden,  be- 
achten wir,  dafs  aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

fli    =  xXiy    Xi   =  —  Xfii, 

Indem  wir  diese  Werte  in  die  zweite  Gleichung  einsetzen 
und  das  Resultat  mit  der  ersten  vergleichen,  folgt:  x*=  1,  oder 
x  =  ±l.     Die  erste  Gleichung  gestattet 

Xi  =  cos  a,   fii  =  sin  a 
zu  setzen,  wo  a  den  Winkel  bedeutet,  den   die  §-Axe  mit  der 

x-Axe  bildet.     Für  x  =  -|-  1  wird  A^  =  —  sin  a  =  cos  f  a  -f-  -  j. 
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^^  =  cos  a  =  sin  (  X  -j-  -  j ;  die  ^-Axe  bildet  also  mit  der  x-Axe 


den  Winkel  a  A — . 


Wählen  wir  x  =  —  1,  so  wird  1%  =  sin  a  =  cos  i  a —  -  \ 
f£2  =  —  cos  a  =  sin  f  a  —  ^  j,  oder  die  j^Axe  bildet  mit  der 
x-Axe  den  Winkel  a  —  -. 

du 

Im  Falle  (x  =  1)  wird  das  neue  Koordinatensystem  aus  dem 
ursprünglichen  erhalten,  indem  man  eine  Drehung  von  der  Gröfse 
a  ausführt;  im  zweiten  Falle  (x  =  —  1)  wird  das  neue  System 
nicht  durch  eine  blofse  Drehung  aus  dem  gegebenen  erhalten. 

Den  Gleichungen  (13)  genügen  unter  Beibehaltung  des  An- 
fangspunktes nur  die  beiden  Transformationen: 

X  =  g  cos  a  —  j;  sin  a 
y  =  g  sin  a  +  ?y  cos  a 


(15) 
und 

(16) 


X  =  g  cos  a  -{-  7j  sin  a 
y  =  jy  sin  a  —  tj  cos  a, 

10.  Das  sind  aber  auch  die  einzigen  Transformationsformen, 
durch  welche  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  in  ein  anderes 
rechtwinkliges  System  von  demselben  Anfangspunkte  umgewandelt 
wird.  Denn  wenn  die  neue  x-Axe  mit  der  alten  den  Winkel  a 
bildet,  so  mufs  die  neue  y-Axe  mit  ihr  entweder   den  Winkel 

a  +  ö  oder  cc  —  -  bilden.     Im   ersten  Falle  wird  die  Transfor- 

niation  durch  die  Gleichungen  (15),  im  zweiten  durch  die  Glei- 
chungen (16)  vermittelt.  Wie  wir  gesehen  haben,  können  wir 
die  beiden  Fälle  dadurch  zusammenfassen,  dafs  wir  die  Trans- 
formation (9)'  anwenden  und  zwischen  den  Koefficienten  die 
Bedingungen  (13)  voraussetzen.  Dadurch  ist  das  Problem  A)  auf 
das  Problem  B)  zurückgeführt. 

11.  Somit  ist  der  erste  Teil  unserer  Aufgabe  auf  verschiedene 
Weise,  wenn  auch  wesentlich  auf  derselben  Grundlage,  gelöst. 
Wir  müssen  also  jetzt  dazu  übergehen,  die  Form 

(17)    Ag*  +  B?y«  -f  2Cg  +  2D?;  +  E  =  0 
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durch  Einführung  paralleler  Koordinaten  zu  vereinfachen.    Indem 
wir  setzen: 

g  =  X  +  m,  j7  =  YH-n, 
geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  über: 
(18)     AX«  +  BY«  +  2  (Am  +  Q  X  +  2  (Bn  +  D)  Y 

+  Am«  -h  Bn«  +  2Cm  +  2Dn  +  E  =  0. 
Diese  Gleichung  erfordert  eine  verschiedene  Behandlung,  je- 
nachdem  keiner  von  den  Koefficienten  A  und  B  verschwindet 
oder  einer  von  ihnen  gleich  null  ist. 

12.  Wenn  die  beiden  Koefficienten  A  und  B  von  null  ver- 
schieden sind,  so  können  wir  die  Gröfsen  m  und  n  so  be- 
stimmen, dafs 

Am  +  C  =  0,   Bn  -{-  D  =  0 
wird.     Wir  haben  alsdann  noch  zu  unterscheiden,   ob  für  diese 
Werte  von  m  und  n  das  absolute  Glied 

Am«  +  Bn«  +  2Cm  +  2Dn  +  E 
einen  von  null  verschiedenen  oder  den  Wen  null  annimmt.  Im 
ersten  Falle  dürfen  wir  die  ganze  Gleichung  durch  das  absolute 
Glied  dividieren  und  ihm  auf  diese  Weise  den  Wert  eins  geben. 
Indem  wir  noch  die  Vorzeichen  der  Quadrate  in  Betracht  ziehen, 
erhalten  wir  folgende  Einteilung: 

X«      V« 

I.   A)  a)  —  +  ui  +  ^  =  0,  imaginärer  Kegelschnitt, 

b)  %  +  J-*  =  1.  Ellipse. 
^^  a*  ~  b~»  "^  ^'  Hyperbel. 

X«       v« 

I.    B)  ^)  -^  +  u^  =  0,  Paar  von  imaginären,  einander  schnei- 

denden  Geraden, 

X«       y« 
b)  -  -  —  i'  -  =  0,  Paar  von   reellen,   einander   schnei- 
a«      b« 

denden  Geraden. 

13.  Wenn  einer  der  beiden  Koefficienten  A  und  B  der  Glei- 
chung (18),  etwa  A  gleich  null  ist,  so  dürfen  wir  den  andern 
gleich  eins  setzen.  Die  Gleichung  (18)  nimmt  dadurch  die  Ge- 
stalt an: 

Y«-f  2CX-f  2  (n -f  D)  Y  +  n« -t- 2Cm -f  2Dn -f-E  =  0. 
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Hier  kann  man  den  Koefficienten  von  Y  gleich  null  machen. 
Wenn  C  von  null  verschieden  ist,  so  kann  man  auch  das  abso- 
lute Glied  zum  Verschwinden  bringen;    die  Gleichung  wird  also 

Y«  +  2CX  =  0. 

Für  C  =  0  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  das  absolute  Glied 
von  null  verschieden  ist  oder  ebenfalls  verschwindet;  daher  treten 
zu  den  soeben  angegebenen  Arten  die  folgenden  hinzu: 

JI.  A)  y»  =  2ax,  Parabel, 

B)  a)  y«  +  a*  =  0,  Paar  paralleler  imaginärer  Geraden, 

b)  y*  —  a*  =  0,  Paar  paralleler  reeller  Geraden, 
B)  y*  =  0  (Doppelgerade). 

14.  Wir  sehen,  dafs  dieselben  Formen,  durch  welche  früher 
bei  schiefwinkligen  Koordinaten  die  einzelnen  Arten  charakterisiert 
wurden,  auch  für  rechtwinklige  Koordinaten  erhalten  werden. 
Die  Reihenfolge  ist  eine  verschiedene,  weil  hier  die  Kurven  an 
erster  Stelle  nach  ihrer  Lage  zur  unendlichfernen  Geraden  unter- 
schieden werden.  Diejenigen  beiden  Arten,  welche  bei  der  in 
§  19  vorgenommenen  Einteilung  unter  11  B)  c)  und  III  b)  an- 
gegeben wurden,  können  hier  nicht  auftreten,  weil  wir  ausdrücklich 
vorausgesetzt  haben,  dafs  die  Kurve  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
durch  eine  quadratische  Gleichung  dargestellt  werde. 

Übungen: 

1)  Im  folgenden  ist  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu 
Grunde  gelegt;  man  bringe  die  Gleichungen  auf  die  einfachste 
Form,  welche  sie  für  rechtwinklige  Axen  annehmen  können: 

a)  X»  +  xy  +  y«  +  2x  +  3y  —  3  =  0, 
b)x»  +  6xy  +  y«-f  2x-f  2y+l=0, 

c)  3x«  —  2xy  +  y»  +  2x  +  2y  -f  5  =  0, 

d)  4x»  +  4xy  +  y«  —  2x  +  3y  +  5  =  0. 

2)  Jede  Gleichung  zweiten  Grades  in  Cartesischen  Koordi- 
naten, in  welcher  x*  und  y*  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
versehen  sind,  stellt  eine  Hyperbel  dar,  falls  die  Determinante 
von  null  verschieden  ist. 

8)  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  sei  in  Hesseschen  Linien- 
koordinaten U|,  U2,  U3,  wo  uf  +  u|  =  1  ist,  in  der  Form  gegeben: 
2JAixUiVix  =0.  Die  Determinante  aus  den  Koefficienten  dieser 
Gleichung  wird  von  null  verschieden  vorausgesetzt. 

Kllllng,  Ijehrbach  der  analyt.  Geometrie.    I.  14 
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a)  Man  leite  direkt  aus  dieser  Form  die  Bedingungen  dafür 
her,  dafs  die  Gleichung  eine  imaginäre  Kurve,  eine  Ellipse,  eine 
Hyperbel  oder  eine  Parabel  darstellt. 

b)  Man  gehe  erst  von  der  angegebenen  Form  auf  eine  Dar- 
stellung in  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  über,  stelle 
in  den  neuen  Koefiicienten  die  entsprechenden  Bedingungen  auf 
und  gehe  dann  wieder  auf  die  KoefScienten  Aix  zurück. 

§  31. 
Konfokale  Kegelschnitte. 

1.  Unter  einer  Schar  konfokaler  Kegelschnitte  ver- 
stehen wir  eine  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse,  zu  der  die 
unendlichfernen  Kreispunkte  gehören.  Der  Untersuchung  legen 
wir  ein  zu  einem  rechtwinkligen  Cartesischen  Punktkoordinaten- 
system gehörendes  System  von  Linienkoordinaten  zu  Grunde;  wir 
benutzen  also  die  in  §  11,  5  eingeführten  Hesseschen  Koordi- 
naten, welche  wir  bald  mit  Ut,  u«,  Us,  bald  mit  u,  v,  w  bezeichnen 
wollen.  In  diesen  Koordinaten  werden  die  unendlichfernen  Kreis- 
punkte durch  die  Gleichung  dargestellt:  uf-j-ul^O.  Mit  der 
durch  die  Gleichung: 

(1)    I!AixUiUx=0 
in  Hesseschen  Koordinaten  dargestellten  Kurve  sind  alle  Kurven 
konfokal,  deren  Gleichung  in  der  Form: 

(2)    i;Aix uiux  +  X  (uf  +  u|)  =  0 
geschrieben  werden  kann. 

Da  alle  durch  einen  der  beiden  unendlichfernen  Kreispunkte 
gehenden  geraden  Linien  Tangenten  an  die  Kurve  uf  -|-u|=0 
sind,  so  sind  allen  Kurven  (2)  diejenigen  Tangenten  der  Kurve 
(l)  gemeinschaftlich,  welche  von  den  unendlichfemen  Kreispunkten 
ausgehen.    Wir  dürfen  daher  auch  folgende  Definition  aufstellen : 

Zwei  Kegelschnitte  sind  konfokal,  wenn  sie  die 
vier  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  ausgehen- 
den Tangenten  gemeinsam  haben. 

Aus  der  Theorie  der  Kurvenscharen  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Satz: 

Jede  Gerade  wird  von  einer  einzigen  Kurve  berührt, 
die  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  konfokal  ist. 
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2.  In  Bezug  auf  die  Kun^e  (1)  ist  zu  einer  gegebenen  Geraden 
jede  andere  Gerade  konjugierte  Polare,  welche  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Pol  der  Geraden,  hindurchgeht.  Zu  den  unendlich- 
fernen Kreispunkten  sind  je  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Gerade  konjugierte  Polare.  Fällt  man  daher  von  demjenigen 
Punkte  X  der  gegebenen  Geraden  p,  der  ihr  Pol  in  Bezug  auf 
die  Kurve  (1)  ist,  die  Senkrechte  p'  auf  p,  so  sind  diese  beiden 
Linien  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar  (2). 
Der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Kurve  (2)  liegt  in  p', 
und  der  Pol  von  p'  für  jede  Kurve  (2)  wieder  in  p.  Die  Geraden 
p  und  p'  liegen  harmonisch  zu  den  beiden  Tangenten,  welche 
von  ihrem  Schnittpunkte  aus  an  irgend  eine  Kurve  der  Schar 
gelegt  werden  können;  da  sie  aber  auf  einander  senkrecht  stehen, 
halbieren  sie  die  Winkel,  welche  diese  Tangenten  mit  einander 
bilden. 

3.  Umgekehrt  lege  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  die  Tangenten  an  eine  Kurve  der  Schar  und  halbiere  die 
von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  die  Geraden  p  und  p'. 
(Diese  beiden  Geraden  sind  reell,  wenn  auch  die  Tangenten  selbst 
imaginär  sind;  man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dafs  von  jedem 
Punkte  aus  auch  reelle  Tangenten  an  Kurven  der  Schar  ausgehen.) 
Die  beiden  Geraden  p  und  p'  sind  offenbar  konjugierte  Polare 
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für  die  ausgewählte  Kurve  der  Schar.  Da  sie  zudem  auf  einander 
senkrecht  stehen,  sind  sie  auch  konjugierte  Polare  für  die  unend- 
lichfernen  Kreispunkte  und  somit  für  jede  Kurve  der  Schar.  Sie 
bilden  daher  gleiche  Winkel  mit  den  an  einen  andern  konfokalen 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten, 

Die  Winkel,  welche  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
aus  an  konfokale  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten 
mit  einander  bilden,  werden  durch  dasselbe  Linienpaar 
halbiert. 

4.  Diejenige  Kurve  der  Schar,  welche  von  der  Geraden  p 
berührt  wird,  mufs  durch  den  Schnittpunkt  mit  p'  gehen.  Denn 
auch  in  Bezug  auf  diese  Kurve  sind  die  Geraden  p  und  p'  kon- 
jugierte Polare;  zu  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  sind  aber 
nur  diejenigen  Geraden  konjugierte  Polare,  welche  durch  ihren 
Berührungspunkt  gehen.  Aus  demselben  Grunde  geht  durch  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  p  und  p'  auch  diejenige  Kurve  der 
Schar,  welche  von  p'  berührt  wird.    In  jedem  Punkte  der  Ebene 

treffen  sich  zwei  konfokale 
Kegelschnitte  so,  dafs  ihre 
Tangenten  und  somit  auch 
die  Kurven  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Dais  durch 
einen  beliebigen  Punkt  nicht 
mehr  als  zwei  Kurven  der 
Schar  gelegt  werden  können, 
geht  schon  aus  dem  in  §  24, 6 
bewiesenen  Satze  hervor. 

Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  zwei  reelle 
Kurven,  welche  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  kon- 
fokal sind;  diese  beiden  Kurven  schneiden  einander  in 
dem  gegebenen  Punkte  rechtwinklig. 

5.  Wenn  umgekehrt  zwei  konfokale  Kegelschnitte  einander 
schneiden,  so  sind  die  in  einem  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
an  sie  gelegten  Tangenten  konjugierte  Polare  für  beide  Kurven 
und  damit  für  alle  Kurven  der  Schar.  Sie  müssen  daher  auch 
konjugierte  Polare  für  die  unendlichfernen  Kreispunkte  sein,  also 
auf  einander  senkrecht  stehen. 
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Zwei  einander  schneidende  konfokale  Kegelschnitte 
stehen  in  jedem  ihrer  Schnittpunkte  aufeinander  senk- 
recht. 

6.  Bei  der  Verwandlung  der  Koordinaten  bleibt,  falls  auch 
das  neue  Koordinatensystem  ein  Hessesches  ist,  die  Form  uf  +  u| 
ungeändert.  Wir  dürfen  daher  für  die  Kurve  (l)  die  einfachste 
Form  in  Hesseschen  Koordinaten  voraussetzen.  Sehen  wir  von 
dem  Falle  ab,  dafs  die  sämtlichen  Kurven  der  Schar  unendlich- 
ferne  Punktepaare  sind,  so  bleiben  uns  zwei  verschiedene  Mög- 
lichkeiten, nämlich 

a)  konfokale  Mittelpunktskurven,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(3)    (a  +  ;i)u«  +  (i9-f  i)v«  =  w« 
vorausgesetzt  werden  kann,  und 

b)  konfokale  Parabeln,  für  deren  Untersuchung  wir  die  Glei- 
chung zu  Grunde  legen: 

(4)     lu*  H-  (1  +  2)  V*  +  2auw  =  0. 
Auch  dürfen   wir  in  (3)  die  Koefificienten  a  und  ß  als  un- 
gleich, etwa  a  >  ^  voraussetzen,  da  wir  den  Fall  gleicher  Koeffi- 
cienten  in  §  29,  8  untersucht  haben. 

7.  Die  Gleichung  (3)  stellt  für  sehr  grofse  negative  Werte 
von  X  eine  imaginäre  Kurve  dar.  Diese  geht  für  X  =  —  a  in 
ein  imaginäres  Punktepaar  über,  welches  auf  der  y-Axe  liegt. 
Wenn  a  J>  —  >l  >  /9  ist,  erhalten  wir  eine  Hyperbel,  für  welche 
die  x-Axe  die  reelle,  die  y-Axe  die  imaginäre  Axe  ist.  Zu  dem 
Werte  A  :=  —  ß  gehört  ein  reelles  Punktepaar  auf  der  x-Axe,  und 
für  Z'^  —ß  erhalten  wir  eine  Ellipse.  Demnach  enthält  eine 
solche  Schar  alle  verschiedenen  Arten  von  eigentlichen  Mittel- 
punktskurven und  drei  zerfallende  Kurven.  Die  uneigentlichen 
Kurven  sind 

a)  das  Paar  der  Kreispunkte  in  der  unendlichfernen  Geraden 

u«  +  V»  =  0, 
ß)  ein  imaginäres  Punktepaar  in  der  y-Axe: 

iß  ^  a)  V«  =  w*, 

c)  ein  reelles  Punktepaar  in  der  x-Axe 

(a  —  ß)u*  =  w«. 
Einen  jeden  Punkt,  der  einem  der  beiden  letzten  Paare  an- 
gehört, nennen  wir  einen  Brennpunkt  für  jede  durch  die  Glei- 
chung (3)  dargestellte  Kurve. 
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Jeder  Mittelpunktskegelschnitt  hat  zwei  Paare  von 
Brennpunkten,  und  zwar  zwei  reelle  und  zwei  imagi- 
näre. Für  die  Ellipse  liegen  die  reellen  Brennpunkte 
auf  der  grofsen,  für  die  Hyperbel  auf  der  reellen  Axe. 

Da  nach  1.  die  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  *  an 
einen  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  auch  jede  konfokale  Kurve 
berühren,  so  sind  diese  Linien  auch  Tangenten  für  jedes  Paar 
Brennpunkte;  sie  gehen  also  durch  diese  Punkte  hindurch. 

Die  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  an  einen 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden  sich  in  den 
Brennpunkten. 

8.  Die  Kurven  der  Schar  («3)  haben  ein  gemeinschaftliches 
Polardreieck,  welches  aus  der  unendlichfernen  Geraden  und  den 
Axen  der  Kurven  gebildet  wird.  Jede  dieser  drei  Linien  hat  für 
die  ganze  Schar  denselben  Pol,  während  einer  jeden  andern  Geraden 
nur  eine  einzige  zweite  Gerade  als  konjugierte  Polare  in  Bezug 
auf  alle  Kurven  der  Schar  zugeordnet  ist. 

9.  Die  reellen  Brennpunkte  Hefern  uns  eine  einfache  Kon- 
struktion konjugierter  Polaren.  Wenn  die  Gerade  p  die  Axe  der 
reellen  Brennpunkte  in  einem  Punkte  a  trifft,  so  mufs  die  kon- 
jugierte Polare  p'  durch  den  Punkt  ß  gehen,  welcher  zu  a  den 
Brennpunkten  gegenüber  harmonisch  liegt;  man  erhält  also  p'  als 
die  von  ß  auf  p  gefällte  Senkrechte. 

10.  Geht  die  Gerade  p  durch  einen  Brennpunkt,  so  mufs 
auch  p  durch  denselben  Punkt  gehen,  damit  p  und  p'  kongugierte 
Polare  in  Bezug  auf  die  durch  die  Brennpunkte  gebildete  zer- 
fallende Kurve  sind.  Daher  ist  die  gemeinsame  Polare  p'  die 
in  diesem  Punkte  auf  p  errichtete  Senkrechte.  Mit  andern  Worten : 
Jeder  durch  einen  Brennpunkt  gehenden  Geraden  entspricht  als 
gemeinsame  Polare  die  in  demselben  Punkte  auf  ihr  errichtete 
Senkrechte.  Die  Gerade  p'  enthält  den  Pol  von  p  in  Bezug  auf 
irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schar;  ebenso  liegen  die  Pole  von 
p'  in  Bezug  auf  eine  solche  Kurve  in  der  Geraden  p. 

Jede  durch  einen  Brennpunkt  gehende  Gerade  hat 
ihren  Pol  (in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt)  senkrecht 
über  diesem  Punkte. 

Wenn  eine  Gerade  durch  einen  Brennpunkt  einer 
Schar  von  konfokalen  Kegelschnitten  geht,  so   liegen 
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die  ihr  in  Bezug  auf  die  Kurven  zugeordneten  Pole  in 
derjenigen  Senkrechten,  welche  auf  ihr  in  diesem  Punkte 
errichtet  wird. 

1 1.  Die  Polare  eines  Brennpunktes  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt bezeichnet  man  als  die  zugehörige  Direktrix.  Sobald 
ein  Brennpunkt  F  und  die  zugehörige  Direktrix  d  gegeben   ist, 


findet  man  den  Pol  einer  beliebigen  durch  F  gehenden  Geraden  p 
als  den  Schnittpunkt  x  der  in  F  auf  p  errichteten  Senkrechten 
mit  der  Direktrix.  In  diesem  Punkte  jt  müssen  sich  aber  auch 
die  Tangenten  schneiden,  welche  in  den  Schnittpunkten  von  p 
die  Kurve  berühren.     Daraus  ergiebt  sich  der  Satz; 

Die  auf  irgend  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts 
von  ihrem  Berührungspunkte  und  einer  Direktrix  be- 
grenzte Strecke  wird  von  dem  zugehörigen  Brenn- 
punkte aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen. 

12.  Ordnet  man  in  einem  Strahlenbüschel  jedem  Strahle  den 
durch  seinen  Pol  gehenden  Strahl  zu,  so  erhält  man  eine  Invo- 
lution (§  22y  11,  6).  Indem  man  zum  Mittelpunkte  des  Strahlen- 
büschels einen  Brennpunkt  der  Kurve  nimmt,  liegt  jeder  Pol 
senkrecht  über  diesem  Punkte;  zwei  konjugierte  Polare  eines 
Kegelschnitts,  die  durch  einen  Brennpunkt  gehen,  stehen  jedesmal 
auf  einander  senkrecht.  Die  soeben  angegebene  Involution  wird 
zu  einer  Kreisinvolution,  sobald  man  einen  Brennpunkt  zu  ihrem 
Scheitel  nimmt. 
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Die  Paare  der  sich  in  einem  Brennpunkte  treffen- 
den konjugierten  Polaren  eines  Kegelsclinitts  bilden 
eine  Kreisinvolution. 

13.  Zu  den  von  einem  Punkte  der  Ebene  an  eine  Kurve  der 
Schar  gelegten  Tangenten  gehören  auch  die  nach  einem  Paare 
von  Brennpunkten  gezogenen  Geraden.  Für  diese  Linien  gelten 
daher  auch  die  in  2.  und  3.  bewiesenen  Sätze.  Speciell  folgt 
somit : 

Die  Winkel,  welche  die  von  einem  Punkte  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  nach  den  Brennpunkten  gezoge- 
nen Geraden  mit  einander  bilden,  werden  durch  die 
Tangente  und  die  Normale  des  Punktes  halbiert. 

14.  In  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  nimmt  die  Gleichung 
(3)  die  Gestalt  an: 

(5)     „-$-,  +  ^^-,=  1- 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 
(6)     (a-{-  X){ß  +  X)  ~  (ß  +  X)x^  --ia  +  X)y^  =  0. 

Denken  wir  hierin  x  und 
y  gegeben  und  nehmen  wir 
an,  beide  seien  von  null  ver- 
schieden, so  wird  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (6)  Cur 
grofse  Werte  von  X  positiv; 
fiir  X=  —  ß  nimmt  sie  den 
Wert 

an,  der  negativ  ist;  dagegen 
wird  sie  für  2  =  —  a  gleich 
—  {ß  —  a)  X*  und  erhält  wie- 
der einen  positiven  Wert. 
Somit  geht  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  für  einen 
gewissen  Wert  i  =  ;i, ,  der  >  — 13  ist,  vom  Positiven  zum  Ne- 
gativen, und  für  einen  zweiten  Wert  X^=X%y  der  zwischen  — a 
und  —  ß  Hegt,  vom  Negativen  zum  Positiven  über.  Die  Gleichung 
(6)  hat  somit  bei  gegebenen  Werten  von  x  und  y,  die  von  null 
verschieden  sind,  zwei  Wurzeln  Xx   und  X^g, 


Y 
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Dabei  stellt  die  Gleichung 

«ine  Ellipse,  die  Gleichung 

eine  Hyperbel  dar. 

Durch  jeden  Punkt,  der  nicht  in  einer  der  Axen 
liegt,  geht  eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse  der  Schar. 

15.  Die  Gleichung  (6)  hat  bei  gegebenen  Werten  von  x  und 
y  die  beiden  Wurzeln  Xx  und  X^.  Daher  gilt  für  jeden  Wert  von 
X  die  Beziehung: 

(X-  X,)(l-  X,)  =  (a  +  Z){ß  +  X)-{ß  +  X)x^  ^  {a  +  X)y^. 
Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  einmal  X  =  —  a  und  dann 
jl  =  —  ßy  so  erhalten  wir  die  Beziehungen : 

(a  +  X,){a  +  X,)  =  ia^ß)x* 
(ß  +  X,){ß  +  X,)  =  -(a-ß)y\ 
Daraus  ergiebt  sich: 

^^>  ^  -       ^^-ß       '  y  -       ßz:ri 

Denken  wir  uns  jetzt  Xi  und  X^  gegeben,  suchen  wir  also 
die  Schnittpunkte  der  zu  diesen  Parametern  gehörenden  Kurven, 
so  erhalten  wir  reelle  Werte  für  x  und  y,  wenn  a  +  ili  und 
4z  +  Xt  dasselbe,  dagegen  ß -\- Xi  und  ß -{- X^  entgegengesetztes 
Vorzeichen  haben.  Wegen  der  zweiten  Forderung  mufs  von  den 
Gröfsen  Xi  und  X^  die  gröfsere  Xi  gröfser,  die  kleinere  X^  kleiner 
als  —  ß  sein.  Da  —  j9  >  —  a  ist,  so  ist  auch  Xi  gröfeer  als 
—  «•  Demnach  mufs  wegen  der  ersten  Forderung  auch  ilg  > — a 
sein.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  ist  mit  andern 
Worten  die  eine  der  beiden  konfokalen  Kurven  eine  Ellipse,  die 
andere  eine  Hyperbel,  so  erhalten  wir  für  x,  y  vier  reelle  Werte- 
paare. 

Zwei  gleichartige  konfokale  Kegelschnitte  haben 
keinen  Punkt  gemeinschaftlich;  dagegen  schneiden  sich 
zwei  konfokale  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  Hyperbel  ist,  in  vier  Punkten, 
die  zu  den  Axen  symmetrisch  liegen. 

16.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  x,  y  durch 
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x',  y'  und  subtrahiert  diese  Gleichungen  von  einander,   so  folgt 
nach  Weglassung  des  Faktors  Xi  —  X^: 

(^ö)     (a  +  X,){a  +  y)'^{ß  +  X^){ß  +  k,)  =  ^' 
Um  diese  Gleichung  zu  interpretieren,  beachte  man,  dafs  die 
Gleichung  der  im  Punkte  (x',  y')  an  die  Kurven  (7)  und  (8)  ge- 
legten Tangenten  bzw.  die  Gleichungen  haben.: 

(11)  _J?L  .  _JlL  =  i  _^^  .  _jtL_i 

^     ^     a  +  X,^ß  +  X,         ^  a  +  X,^ß+X,~'' 
Nun  stehen  zwei  gerade  Linien  ax  +  by=  1  und  a'x-f  b'y=l 
auf  einander  senkrecht,  wenn  aa'  -j-  bb'  =  0  ist.   Für  unsere  beiden 
Tangenten  ist 


a  =      -   — ,  b  =  77-^  ^,  a'  =  — 7— IT-,  h'  = 


a  +  Xi'  ß  +  X,'  a  +  X,'  ß  +  X^ 

Die  Gleichung  (10)  sagt  also  aus,  dafs  die  beiden  Tangenten 

auf  einander  senkrecht  stehen;   sie  liefert  einen  zweiten  Beweis 

des  Satzes,  dafs  ungleichartige  konfokale  Kegelschnitte  einander 

senkrecht  durchschneiden. 

17.  Wir  wollen  kurz  auf  die  Gleichung  (4)  hinweisen.  Diese 

stellt  für  jeden  Wert  von  X  eine  Parabel  dar.     Zu   der   Schar 

gehört    aufser    den    unendlichfernen    Kreispunkten    ein    einziges 

Punktepaar: 

u  (u  +  2awJ  =  0. 

Wir  können  diese  Schar  aus  der  soeben  betrachteten  dadurch 

gewinnen,  dafs  wir  einen  Brennpunkt  und  die 
Nebenaxe  ins  Unendlichferne  rücken  lassen* 
Alle  diese  Parabeln  liegen  symmetrisch  zur 
x-Axe;  ihr  Schnittpunkt  mit  dieser  Geraden, 
der  Scheitel  der  Kurve,  kann  jede  Lage  auf 
dieser  Geraden  annehmen.  Nur  solche  Pa- 
rabeln schneiden  einander,  deren  Scheitel  auf 
verschiedenen  Seiten  des  eigentlichen  Brenn- 
punktes liegen.  Im  übrigen  erleiden  die  vorhin 
angegebenen  Sätze  so  geringe  Veränderungen, 
dafs  es  nicht  nötig  ist,  sie  hier  anzugeben. 

Übungen : 

1)  a)  Von  welcher  allgemeinen  Aufgabe 
ist   die   folgende   ein    specieller   Fall:    Einen 
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Kegelschnitt  zu  konstruieren,  wenn  seine  Brennpunkte  und  eine 
Tangente  gegeben  sind? 

b)  Man  löse  diese  Aufgabe. 

c)  Wo  liegt  der  Pol  der  Geraden,  welche  den  gefundenen 
Berührungspunkt  mit  einem  Brennpunkte  verbindet? 

d)  Wie  findet  man  nach  Lösung  von  b)  und  c)  den  Pol  zu 
einer  beliebigen  durch  einen  Brennpunkt  gehenden  Geraden? 

2)  a)  Man  gebe  die  allgemeine  Aufgabe  an,  von  der  die 
folgende  ein  specieller  Fall  ist:  Einen  Kegelschnitt  zu  konstruieren, 
von  dem  die  Brennpunkte  und  ein  Punkt  gegeben  sind? 

b)  Man  löse  die  den  Aufgaben  1)  b),  c),  d)  entsprechenden 
Aufgaben. 

3)  a)  Man  gebe  die  allgemeine  Aufgabe  an,  von  der  die 
folgende  ein  specieller  Fall  ist:  Einen  Kegelschnitt  aus  einem 
Brennpunkte  und  drei  Tangenten  zu  konstruieren. 

b)  Man  löse  diese  Aufgabe. 

(Bestimmt  man  jeden  Gegenpunkt  des  Brennpunktes  zu  drei 
Tangenten,  so  mufs  der  andere  Brennpunkt  von  diesen  drei 
Punkten  gleichen  Abstand  haben.) 

4)  Man  leite  aus  den  im  Paragraphen  angegebenen  Sätzen 
den  Satz  her,  dafs  bei  der  Ellipse  die  Summe,  bei  der  Hyperbel 
die  Differenz  der  Brennstrahlen  konstant  ist. 

5)  Wenn  die  Gleichung  einer  Schar  konfokaler  Kegelschnitte 
in  Linienkoordinaten  gegeben  ist,  so  bestimme  man  diejenigen 
Kurven,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 

(Soll  der  zum  Parameter  X  gehörende  Kegelschnitt  durch  den 
Punkt  x'u  +  y'v  +  w  =  0  gehen,  so  schaffe  man  aus  der  Gleichung 
des  Punktes  und  der  der  Schar  die  Gröfse  w  fort  und  suche  die 
Bedingung,  dafs  die  neue  Gleichung  für  den  Quotienten  u  :  v 
gleiche  Wurzeln  hat.) 

6)  a)  Sucht  man  zu  jeder  Geraden,  welche  durch  einen  festen 
Punkt  a  einer  Axe  des  Kegelschnitts  geht,  die  auf  ihr  senkrecht 
stehende  konjugierte  Polare,  so  gehen  alle  dadurch  gefundenen 
Geraden  durch  einen  zweiten  festen  Punkt  derselben  Axe. 

b)  Die  auf  diese  Weise  gefundenen  Punktepaare  a  und  a 
bestimmen  eine  Involution  auf  der  Axe,  deren  Hauptpunkte  die 
Brennpunkte  sind. 

c)  Zusammengehörende  Tangenten  und  Normalen  eines  Kegel- 
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Schnitts  bestimmen  auf  jeder  Axe  eine  Involution,  deren  Haupt- 
punkte die  Brennpunkte  sind. 

d)  Konstruiert  man  zu  allen  Geraden,  die  durch  einen  festen 
Punkt  einer  Axe  gehen,  für  eine  Schar  konfokaler  Kegelschnitte 
die  gemeinschaftlichen  konjugierten  Polaren,  so  gehen  diese  durch 
einen  festen  Punkt  d  derselben  Axe,  der  zum  Punkte  a  in  Bezug 
auf  die  in  der  Axe  gelegten  Brennpunkte  harmonisch  liegt 

7)  In  Hesseschen  Koordinaten  Ui,  u«,  u«  sei  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  ^AiJtUiU;^  =  0;  man  soll  die  Brennpunkte 
der  Kurve  finden. 

(Die  Brennpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  von  den  Punkten 
Ui  iiuj  =0  ausgehenden  Tangenten.) 

8)  Wenn  xi  :  xs  und  xs :  xs  rechtwinklige  Cartesische  Koordi- 
naten sind  und  in  ihnen  ein  Kegelschnitt  die  Gleichung  hat: 
^ai«x<x«  =0,  so  sollen  die  Koordinaten  der  Brennpunkte  be- 
stimmt werden. 
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Teilung  von  Ebenenwinkeln. 

1.  Wir  erachten  es  für  angebracht,  in  den  zunächst  folgenden 
Paragraphen  von  den  uneigentlicben  Gebilden  abzusehen,  die  wir 
in  I  §  8  für  jede  einzelne  Ebene  eingeführt  haben.  Indem  wir 
daher  vorläufig  unsere  Untersuchung  auf  eigentliche  Punkte  be- 
schränken, lassen  wir  den  Raum  durch  jede  Ebene  in  zwei  Teile, 
die  Ebene  durch  eine  jede  in  ihr  gelegene  Gerade  in  zwei  Halb- 
ebenen und  die  Gerade  durch  jeden  ihrer  Punkte  in  zwei  Strahlen 
geteilt  werden. 

2.  Alle  Ebenen,  welche  durch  dieselbe  gerade  Linie  hin- 
durchgehen ,  bilden  einen  Ebenenbüschel;  die  gemeinsame 
Schnittlinie  derselben  bezeichnen  wir  als  die  Axe  (oder  auch  als 
die  Kante)  des  Büschels.  Den  Winkel,  den  zwei  in  derselben 
Kante  begrenzte  Halbebenen  mit  einander  bilden,  nennen  wir  einen 
Keil.  Seiner  Gröfse  nach  stimmt  derselbe  mit  dem  Neigungs- 
winkel der  Halbebenen  überein.  Wie  bei  den  von  zwei  Halb- 
geraden gebildeten  Winkeln  spricht  man  auch  hier  von  Neben- 
und  Scheitelkeilen. 

Wenn  mehrere  Halbebenen  in  derselben  Kante  begrenzt 
werden,  so  ist  es  notwendig,  die  Keile,  welche  je  zwei  dieser 
Halbebenen  mit  einander  bilden,  gleichmäfsig  zu  messen.  Zu  dem 
Ende  setzt  man  eine  Richtung  fest,  nach  welcher  jedesmal  die 
erste  Halbebene  gedreht  werden  soll,  bis  sie  mit  der  zweiten  zur 
Deckung  gelangt.  Sind  I,  II,  III  drei  Halbebenen,  welche  dieselbe 
Kante  besitzen,  so  unterscheidet  sich  die  Summe  der  Keile  (III) 
und  (Ulli)  vom  Keile  (IUI)  höchstens  um  Vielfache  von  vier 
Rechten  (2jr\  Bezeichnen  wir  ferner  diejenige  Halbebene,  welche 
sich  mit  I  zu  einer  vollständigen  Ebene  vereinigt,  durch  I'  (sind 
mit  andern  Worten  I  und  I'  entgegengesetzte  Halbebenen),  und 

Rilling,  Lehrbach  der  analyt.  Oeometrie.    IL  1 


2  J  1.    Teilung  von  Ebenenwinkeln. 

führt  man  in   entsprechender  Weise  die  Halbebenen  II'  und  IIF 
ein,  so  ist  (1 11)  —  (III) ± jr,  (II III)  —  (U III) ± :t  u.  s.  w. 

3.  Jedesmal,  wenn  durch  die  gemeinschaftliche  Kante  zweier 
Halbebenen  I  und  II  eine  dritte  Halbebene  III  gelegt  wird,  sagen 
wir,  der  Keil  (III)  werde  in  die  zwei  Keile  (IIII)  und  (III II) 
zerlegt,  und  bezeichnen  den  Bruch  sin  (I III) :  sin  (III II)  als  das 
Schnittverhältnis  der  Teilung.  Ersetzen  wir  die  Halbebene 
III  durch  die  entgegengesetzte  Halbebene  III',  so  bleibt,  weil 
sin  (im)  —  —  sin  (IIII),  sin  (III' II)  «.  _  sin  (IIIÜ)  ist,  das 
Schnittverhältnis  ungeändert.  Das  Schnittverhältnis  ändert  sich 
also  nicht,  wenn  man  die  teilende  Halbebene  durch  die  entgegen- 
gesetzte Halbebene  ersetzt.  Wenn  die  teilende  Halbebene  ent- 
weder im  Innern  des  Keiles  selbst  oder  seines  Scheitelkeiles  liegt, 
so  ist  das  Schnittverhältnis  positiv;  dagegen  hat  es  einen  nega- 
tiven Wert,  wenn  die  teilende  Halbebene  durch  einen  der  beiden 
Nebenkeile  hindurchgeht. 

Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  teilenden  Ebene  III 
die  Senkrechten  auf  die  beiden  ersten  Ebenen  I  und  II,  so  ist 
das  Schnittverhältnis  der  Teilung  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich  dem  Verhältnisse  dieser  Senkrechten.  Es  sei  nämlich  P 
irgend  ein  Punkt  von  III;  von  P  sei  auf  I  die  Senkrechte  PQi, 
auf  II  die  Senkrechte  PQ*  und  auf  die  Kante  die  Senkrechte  PR 
gefällt.  Dann  stehen  auch  die  Geraden  RQ.i  und  R(i2  auf  der 
Kante  senkrecht;  folglich  ist  der  Winkel  PRQi  gleich  dem  Nei- 
gungswinkel der  Ebenen  I  und  III,  und  PRQ^  gleich  dem  der 
Ebenen  II  und  III.     Es  verhält  sich  also 

sin  (IIII)  PQi 

sin(IlIIIj"**PQ./ 

Da  bei  dieser  Konstruktion  nicht  die  Halbebenen  selbst,  son- 
dem  nur  die  Ebenen  in  Betracht  kommen,  brauchen  die  beiden 
Verhältnisse  im  Vorzeichen  nicht  übereinzustimmen. 

4.  Sind  I,  II,  III,  IV  vier  Halbebenen,  welche  dieselbe  Kante 
besitzen,  so  bezeichnet  man  als  das  Doppel  Verhältnis  (III  III  IV) 
dieser  vier  Halbebenen  den  Quotienten  aus  den  beiden  Schnitt- 
verhältnissen : 

^iiimiv;       sin  (in II)  •  sin  (IV  II) 
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Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  dafs  man  jede  Halbebene 
mit  der  entgegengesetzten  Halbebene  vertauschen  darf.  Man  spricht 
daher  auch  vom  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen.  Ist  MN  die 
gemeinschaftliche  Kante,  und  geht  je  eine  der  vier  Ebenen  der 
Reihe  nach  durch  einen  der  Punkte  A,  B,  C,  D,  so  wendet  man 
auch  die  Bezeichnung  an:  (MN  :  ABCD). 

Den  absoluten  Betrag  eines  Doppelverhältnisses  von  vier 
Ebenen  kann  man  auch  in  folgender  Weise  darstellen,  bei  der 
keine  Winkel,  sondern  nur  Strecken  benutzt  werden.  Man  fällt 
von  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Ebene  III  die  Senkrechten 
PPi  und  PPs  auf  die  Ebenen  I  und  II,  und  ebenso  von  einem 
beliebigen  Punkte  Q  der  Ebene  IV  die  Senkrechten  QQi  und 
QQ.8  ^uf  dieselben  Ebenen.     Dann  ist 

(IlimiV)  — -h?^  •  ^^. 

5.  Durchschneidet  man  vier  Ebenen  eines  Büschels 
durch  eine  beliebige  Ebene,  so  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen  gleich  dem  Doppelverhältnisse  ihrer 
Schnittlinien  mit  der  fünften  Ebene. 

Die  vier  Ebenen  des  Büschels  seien  I,  II,  III,  IV.  Die  Ebene  V 
soll  weder  durch  die  Kante  g  hindurchgehen,  noch  zu  ihr  parallel 
sein;  sie  trifft  daher  die  vier  ersten  EbAien  in  vier  Geraden  1, 
2,  3,  4  eines  Büschels.  Wir  betrachten  zunächst  das  Dreikant 
mit  den  Kanten  1,  3,  g  und  den  jedesmal  gegenüberliegenden 
Flächen.  III,  I,  V.     Hierin  verhält  sich 

sin  (1  3)        sin  (3  g) 
sin  (I  Hl) ""  sin  (I V) ' 

In  gleicher  Weise  führt  die  Betrachtung  der  Dreikante  (2, 3,  g), 
(1,  4,  g)  und  (2,  4,  g)  der  Reihe  nach  zu  den  Gleichungen: 

sin  (2  3)        sin  (3  g)     sin  (1  4)        sin  (4g) 


,-^.9 


sin  (II IH)      sin  (U  V)    sin  (I IV)      sin  (I V) 

sin   (2  4)        sin  (4  g) 
sin~(II  I V) ""  smlirV)' 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Di- 
vision : 

sin  (1  3)      sin  (I III)      sinJIV)  . 
sin  (2  3j  ™  sin  (II  lÜ)  *  sin  (ll  V) ' 

1» 
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ebenso  folgt  aus  den  beiden  letzten: 

sin  (1  4)      sin_(IIV)^  ^  sin  (I V) 
sin  (2  4^  ~  sin  (II IV)  *  sin  (H  V)* 
Es  ist  also  bis  auf  das  Vorzeichen 

sin_(13)      sin  (14)       sinJIIII)       sin  (I IV) 
sin  (23)  •  sin  (2 4)  ~ sin  (II lU)  '  sin  (fllV)* 
Da  zudem  die  Doppelverhältnisse  (I II III IV)  und  (1234)  in 
ihrem  Vorzeichen  übereinstimmen,  so  sind  sie  gleich. 

6.  Durchschneidet  man  vier  Ebenen  eines  Büschels 
durch  eine  beliebige  Gerade,  so  ist  das  Doppelverhält- 
nis der  vier  Schnittpunkte  gleich  dem  der  vier  Ebenen. 

Die  Gerade  t  treffe  die  vier  Ebenen  I,  II,  III,  IV  der  Reihe 
nach  in  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D.  Durch  die  Gerade  t  und 
einen  beliebigen  Punkt  der  Kante  legt  man  eine  Ebene,  durch 
welche  aus  den  gegebenen  Ebenen  die  Geraden  1,  2,  3,  4  aus- 
geschnitten werden.  Dann  ist,  wie  wir  soeben  bewiesen  haben, 
(1234)=-(ininiV).  Nach  I§  1,6  ist  aber  auch  (1234)  — (ABCD); 
also  ist  auch  das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen  I,  II,  III,  IV 
gleich  dem  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D. 

7.  Hiernach  kann  man,  von  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  einer 
Geraden  ausgehend,  beliebig  viele  Quadrupel  konstruieren,  deren 
Doppelverhältnisse  gleiA  dem  der  vier  gegebenen  Punkte  sind. 
Man  kann  z.  B.  durch  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  nicht  mit 
der  Geraden  AB  in  einer  Ebene  liegt,  vier  Ebenen  hindurchlegen, 
von  denen  je  eine  einen  der  gegebenen  Punkte  enthält.  Diese 
Ebenen  darf  man  wieder  durch  eine  fünfte  Ebene  oder  eine  be- 
liebige gerade  Linie  durchschneiden;  man  erhält  dadurch  vier 
Ebenen,  vier  Gerade  und  vier  Punkte;  das  durch  vier  gleichartige 
Gebilde  bestimmte  Doppelverhältnis  ist  gleich  dem  der  gegebenen 
Punkte. 

8.  Sind  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader  Linie  gegeben,  so 
wird  das  Verhältnis  AG  :  CB  seinem  absoluten  Betrage  nach  auch 
erhalten,  wenn  man  durch  C  eine  beliebige  Ebene  legt  und  auf 
dieselbe  von  A  und  B  aus  die  Senkrechten  AA'  und  BB'  fallt; 
abgesehen  vom  Vorzeichen  ist  das  Verhältnis  AG  :  CB  auch  gleich 
dem  Quotienten  AA'  :  BB'. 

Bei '  vier  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  A,  B,  C,  D 
kann   man   durch  die  Punkte   C  und  D '  zwei   beliebige  Ebenen 
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legen  und  von  A  und  B  auf  die  erste  Ebene  die  Senkrechten 
AA'  und  BB',  und  auf  die  zweite  die  Senkrechten  AA'  und  BB" 
fällen;  dann  ist  das  Doppelverhältnis 

(ABCD)  _  ±  ^  :  ^'. 

Übungen. 

1)  Zwei  beliebige  Ebenen  liegen  harmonisch  zu  den  beiden 
Ebenen,  durch  welche  die  von  ihnen  gebildeten  Winkel  halbiert 
werden. 

2)  Vier  durch  einen  Punkt  O  gehende  Strahlen  a,  b,  c,  d, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Ebene  liegen,  bestimmen  ein  voll- 
ständiges Vierkant;  indem  man  je  zwei  Kanten  durch  eine  Ebene 
verbindet,  erhält  man  die  sechs  Seiten  des  Vierkants;  die  Schnitt- 
linie von  je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  wird  eine  Diagonal- 
kante genannt;  das  Vierkant  hat  drei  Diagonalkanten. 

a)  Irgend  zwei  Diagonalkanten  liegen  harmonisch  zu  den 
Schnittlinien  ihrer  Verbindungsebene  mit  denjenigen  beiden  Seiten, 
welche  durch  die  dritte  Diagonalkante  gehen. 

b)  Irgend  zwei  Kanten  liegen  harmonisch  zu  der  in  ihrer 
Verbindungsebene  liegenden  Diagonalkante  und  derjenigen  Geraden, 
in  welcher  diese  Ebene  von  der  Verbindungsebene  der  beiden 
andern  Diagonalkanten  geschnitten  wird^ 

3)  Irgend  vier  Punkte  einer  Kugelfläche,  von  denen  keine 
drei  in  einem  Hauptkreise  liegen,  bestimmen  ein  vollständiges 
sphärisches  Viereck;  jeder  Hauptkreis,  der  zwei  dieser  Punkte 
verbindet,  heifst  eine  Seite,  und  jeder  Schnittpunkt  von  zwei 
Gegenseiten  ein  Diagonalpunkt  des  Vierecks.  Das  Viereck  hat 
sechs  Seiten  und  sechs  Diagonalpunkte;  aber  die  letzteren  ordnen 
sich  zu  drei  Paaren  von  Gegenpunkten.  Mit  Hilfe  der  Übung  2) 
übertrage  man  die  in  I  §  7  (S.  46)  für  das  vollständige  Viereck 
der  Ebene  bewiesenen  Sätze  auf  die  Kugel. 

4)  Irgend  vier  Hauptkreise  einer  Kugel,  von  denen  keine  drei 
durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden  ein  vollständiges  sphärisches 
Vierseit.  Dasselbe  enthält  zwölf  Eckpunkte,  welche  sechs  Paare 
von  Gegenpunkten  bilden,  und  drei  Diagonalen.  Man  beweise 
den  Satz,  dafs  jede  Diagonale  eines  vollständigen  sphärischen 
Vierseits  durch  die  andern  beiden  Diagonalen  harmonisch  geteilt 
wird. 
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5)  a)  In  einer  Geraden  sind  drei  Punkte  a,  ß,  y  gegeben; 
wie  hat  man  einen  Punkt  O  zu  wählen,  damit  der  Winkel  aO^ 
durch  O7  halbiert  wird? 

b)  Wie  hat  man  die  Gerade  g  zu  wählen,  damit  der  durch 
die  Ebenen  (ga)  und  fg/9)  gebildete  Winkel  durch  die  Ebene  (gy) 
halbiert  wird? 

6)  a)  Ein  (ebener)  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel 
sind  perspektiv  auf  einander  bezogen,  wenn  der  Mittelpunkt  des 
ersten  in  der  Axe  des  zweiten  und  jeder  Strahl  des  ersten  in  der 
entsprechenden  Ebene  des  zweiten  liegt. 

b)  Der  Ebenenbüschel  mufs,  wie  der  Strahlenbüschel  und  die 
Punktreihe  (I  S.  6),  als  ein  einstufiges  Elementargebilde  betrachtet 
werden.  Man  ordne  zwei  beliebige  derartige  Gebilde  einander 
perspektiv  zu;  speciell  gebe  man  die  Bedingungen  an,  unter  denen 
zwei  Ebenenbüschel  einander  perspektiv  zugeordnet  sind,  oder 
unter  denen  ein  Ebenenbüschel  einer  Punktreihe  oder  einem 
Strahlenbüschel  perspektiv  entspricht. 

c)  Man  weise  nach,  dafs  zwei  perspektiv  auf  einander  be- 
zogene einstufige  Gebilde  einander  auch  projektiv  entsprechen. 

7)  a)  Auf  der  einen  von  zwei  windschiefen  Geraden  sind 
vier  Punkte  a,  /9,  7,  6  und  auf  der  andern  drei  Punkte  a',  ffy  7 
gegeben;  man  soll  auf  der  zweiten  Geraden  einen  Punkt  S  der- 
artig bestimmen,  dafs  die  Doppelverhältnisse  {aßyS)  und  {aß'yS) 
einander  gleich  sind. 

(Durch  einen  beliebigen  Punkt  X  der  Geraden  ad  lege  man 
eine  Gerade  g,  welche  die  geraden  Linien  ßff  und  yy  schneidet; 
der  Schnittpunkt  6'  der  Ebene  (gd)  mit  der  zweiten  Geraden  ist 
der  gesuchte  Punkt.) 

b)  Entsprechende  Punkte  in  zwei  projektiv  auf  einander  be- 
zogenen Punktreihen,  deren  Träger  windschief  zu  einander  liegen, 
können  immer  als  Schnittpunkte  derselben  Ebene  eines  Büschels 
mit  den  Trägern  angesehen  werden. 

c)  Sind  a,  /9,  7  und  a',  ß\  7'  entsprechende  Punkte  in  zwei 
projektiven  Punktreihen,  so  kann  jede  Gerade,  welche  die  drei 
Linien  ad^  ßß'  und  yy'  schneidet,  als  Axe  eines  Ebenenbüschels 
von  der  in  b)  angegebenen  Eigenschaft  genommen  werden. 

8)  a)  Durch  die  eine  von  zwei  windschiefen  Geraden  gehen 
vier  Ebenen  A,  B,  C,  D,  durch  die  andere  drei  Ebenen  A',  B',  C; 
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man  soll  durch  die  zweite  Gerade  eine  Ebene  D'  so  legen,  dafs 
die  Doppelverhältnisse  (ABCD)  und  (A'B'C'D)  einander  gleich  sind. 
(Eine  beliebige  durch  die  Schnittlinie  von  A  und  A'  gelegene 
Ebene  schneide  die  Schnittlinie  (BB')  in  ß  und  die  Schnittlinie 
(CC)  in  7;  wenn  jetzt  die  Gerade  ßy  die  Ebene  D  in  d  trifft,  so 
mufs  die  Ebene  D'  durch  d  gehen.) 

b)  Wenn  zwei  Ebenenbüschel,  deren  Axen  windschief  zu 
einander  liegen,  projektiv  auf  einander  bezogen  sind,  so  läfst  sich 
stets  eine  gerade  Linie  so  finden,  dafs  sie  von  je  zwei  entspre- 
chenden Ebenen  in  demselben  Punkte  geschnitten  wird. 

c)  Die  in  b)  angegebene  Eigenschaft  haben  unendlich  viele 
gerade  Linien  in  Bezug  auf  zwei  gegebene  projektive  Ebenen- 
büschel. 

§2- 
Das  Koordinaten-Tetraeder. 

1.  Wie  eine  Ebene  den  Raum  in  zwei  Teile  zerlegt  und 
zwei  einander  schneidende  Ebenen  vier  Raumteile  gegen  einander 
abgrenzen,  ebenso  führen  drei  Ebenen,  welche  drei  in  einem 
Punkte  zusammenstoisende  Kanten  besitzen,  eine  Zerlegung  des 
Raumes  in  acht  Teile  herbei.  Jede  Kante  zesfällt  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Schnittpunkt  in  zwei  entgegengesetzte  Strahlen; 
es  seien  dies  a  und  a',  b  und  b',  c  und  c'.  Je  drei  vom  Schnitt- 
punkte ausgehende  Strahlen,  die  verschiedenen  Geraden  ange- 
hören, bestimmen  ein  Dreikant;  somit  erhalten  wir  folgende  acht 
Dreikante : 

(a b c),  (a' b c),  (a b' c),  (a b c),  (a  b' c'),  (a' b c'), 

(a'b'c),  (a'b'c'). 
Die  gegenseitige  Lage  dieser  acht  Dreikante  brauchen  wir 
nicht  zu  erörtern;  es  genügt,  daran  zu  erinnern,  dafs  jedes  Drei- 
kant ein  Gegendreikant  besitzt,  dessen  Kanten  jedesmal  die  Ver- 
längerungen der  Kanten  des  ersteren  bilden. 

Jeder  Punkt  des  Raumes,  der  nicht  auf  einer  der  gegebenen 
drei  Ebenen  liegt,  gehört  dem  Innern  eines  unter  diesen  acht 
Dreikanten  an. 

2.  Tritt  eine  vierte  Ebene  hinzu,  welche  mit  jeder  der  drei 
Kanten  einen  Punkt  gemein  hat,  ohne  durch  ihren  gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt  hindurchzugehen,  so  kann  sie  nur  jedesmal 
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einen  der  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  treffen.  Wir 
nehmen  an,  die  vierte  Ebene  schnitte  jeden  der  drei  Strahlen  a, 
by  c,  hätte  also  mit  den  Strahlen  a',  b',  c'  keinen  Punkt  gemein. 
Dann  wird  das  Dreikant  (a'b'c')  durch  die  vierte  Ebene  nicht 
zerlegt;  dagegen  tritt  dieselbe  in  jedes  der  andern  sieben  Drei- 
kante ein,  führt  also  eine  Teilung  derselben  herbei.  Demnach 
zerlegen  die  vier  Ebenen  den  Raum  in  fünfzehn  Teile. 

3.  Ehe  wir  diese  näher  charakterisieren,  beachten  wir  fol- 
gendes. Verbindet  man  zwei  Punkte,  die  auf  verschiedenen 
Schenkeln  eines  ebenen  Winkels  liegen,  durch  eine  Strecke,  so 
zerlegt  diese  das  Winkelfeld  in  ein  Dreieck  und  ein  ungeschlossenes 
Dreiseit.  So  zerlegt  sich  in  der  Figur  auf  S.  9  T.  I  das  Winkel- 
feld Ol  «Ol  Ol  8  durch  die  Strecke  O^O»  in  das  Dreieck  OiOgOs 
und  das  ungeschlossene  Dreiseit  OigO^OsOis- 

Zieht  man  aber  innerhalb  eines  Winkelfeldes  einen  Strahl, 
der  von  einem  Punkte  des  einen  Schenkels  ausgeht,  ohne  den 
andern  Schenkel  zu  treffen,  so  zerfällt  das  Winkelfeld  in  ein 
Winkelfeld  und  ein  ungeschlossenes  Dreiseit.  Wenn  z.  B.  von 
dem  Punkte  D  auf  dem  einen  Schenkel  AB  des  Winkels  BAC  ein 
Strahl  DE  in  das  Innere  eintritt;  ohne  den  Schenkel  AC  zu  treffen, 
so  zerfällt  der  Winkel  BAC  in  den  Winkel  BDE  und  das  unge- 
schlossene Dreiseit  EDAC. 

4.  Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  die  fünfzehn  Teile  zu  cha- 
rakterisieren, in  welche  der  Raum  durch  die  vier  Ebenen  zerlegt 
wird.  Vom  Dreikant  (abc)  werden  die  drei  Kanten  getroffen; 
daher  wird  jedes  der  drei  Winkelfelder  in  ein  Dreieck  und  ein 
ungeschlossenes  Dreiseit  zerlegt.  Auf  der  vierten  Ebene  liegt  im 
Innern  des  Dreikants  (abc)  ein  endliches  Dreieck.  Das  Dreikant 
wird  also  in  einen  endlichen,  von  lauter  Dreiecken  begrenzten 
Teil,  ein  Tetraeder,  und  einen  unendlichen  Teil  zerlegt.  Der 
letztere  wird  von  einem  in  der  vierten  Ebene  gelegenen  Dreieck 
und  drei  ungeschlossenen  Dreiseiten  (die  auf  den  drei  andern 
Ebenen  liegen)  begrenzt. 

Was  die  Zerlegung  des  Dreikantes  (abc)  betrifft,  so  werden 
die  Kanten  b  und  c  durch  die  vierte  Ebene  getroffen,  die  Kante 
a'  aber  nicht.  Der  innerhalb  dieses  Dreikants  gelegene  Teil  der 
vierten  Ebene  bildet  ein  ungeschlossenes  Dreiseit,  von  welchem 
ein  Eckpunkt  in  der  Kante  b  und  einer  in  der  Kante  c  liegt. 
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Das  Winkelfeld  (bc)  zerlegt  sich  in  ein  Dreieck  und  ein  unge- 
schlossenes Dreiseit.  Dagegen  zerfällt  sowohl  das  Winkelfeld  (a'b) 
wie  das  Winkelfeld  (a'c)  in  ein  ungeschlossenes  Dreiseit  und  ein 
Winkelfeld.  Der  eine  Raumteil  wird  von  einem  endlichen,  in 
(bc)  gelegenen  Dreieck  und  drei  ungeschlossenen  Dreiseiten  be- 
grenzt. Der  andere  Raumteil  hat  zur  Begrenzung  zwei  Winkel- 
felder und  zwei  ungeschlossene  Dreiseite;  erstere  liegen  in  den 
Ebenen  (ab)  und  (a'c);  von  den  Dreiseiten  liegt  das  eine  in  der 
Ebene  (bc),  das  andere  in  der  vierten  Ebene. 

Dieselbe  Teilung  wird  bei  den  Dreikanten  (ab'c)  und  (abc') 
herbeigeführt. 

Von  den  Kanten  des  Dreikants  (ab'c)  wird  nur  die  Kante  a 
durch  die  vierte  Ebene  getroffen  und  in  eine  Strecke  und  einen 
Strahl  zerlegt.  Derjenige  Teil  der  vierten  Ebene,  der  im  Innern 
dieses  Dreikants  liegt,  bildet  ein  Winkelfeld.  Jedes  der  Winkel- 
felder (ab)  und  (ac)  wird  in  ein  ungeschlossenes  Dreiseit  und 
ein  neues  Winkelfeld  zerlegt,  während  das  Feld  (b'c')  keine  Tei- 
lung erleidet.  Der  eine  von  den  Teilen,  in  welche  das  Dreikant 
(ab'c')  durch  die  vierte  Ebene  zerlegt  wird,  wird  von  zwei  un- 
geschlossenen Dreiseiten  und  zwei  Winkelfeldern,  der  andere  von 
drei  Winkelfeldern  begrenzt;  der  letztere  ist  wiederum  ein  Dreikant. 

Auch  die  Dreikante  (a'bc)  und  (a'b'c)  werden  in  gleicher 
Weise  zerlegt. 

5.  Zu  demselben  Ergebnisse  gelangen  wir  auch,  wenn  wir 
direkt  von  den  vier  Ebenen  ausgehen  und  nach  den  Gebilden 
fragen,  welche  der  einzelne  Raumteil  mit  dem  durch  die  Ebenen 
begrenzten  Tetraeder  gemeinschaftlich  hat. 

Wir  erkennen  nämlich  sofort,  dafs  ein  Raumteil,  der  von  den 
vier  Ebenen  des  Tetraeders  begrenzt  wird  und  auf  seiner  Grenze 
zwei  von  den  Dreiecken  enthält,  welche  der  Oberfläche  des 
Tetraeders  angehören,  mit  dem  Innern  desselben  identisch  wird. 
Überhaupt  kann  einer  von  den  Teilen,  in  welche  der  Raum  durch 
die  vier  Ebenen  zerlegt  wird,  falls  er  vom  Innern  des  Tetraeders 
verschieden  sein  soll,  mit  der  Begrenzung  desselben  entweder  eine 
Fläche  (ein  Dreieck)  oder  eine  Kante  oder  einen  Punkt  (einen 
Eckpunkt)  gemeinschaftlich  haben;  es  giebt  aber  keinen  Raum- 
teil, der  nicht  wenigstens  in  einem  Punkte  an  das  Tetraeder 
herantritt. 
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Wir  nennen  0|,  O»,  O3,  O4  die  Eckpunkte  des  Tetraeders 
und  bezeichnen  mit  O^  einen  Punkt  der  Geraden  OiOj,  der  in 
der  Verlängerung  über  O«  hinaus  liegt.  In  entsprechender  Weise 
mögen  die  Punkte  Ogi,  Ois,  Osi  u.  s.  w.  eingeführt  werden. 

Soll  jetzt  ein  Teil  des  Raumes  das  Dreieck  CjOsO^  zur 
Grenze  haben,  ohne  mit  dem  Innern  des  Tetraeders  identisch  zu 
sein,  so  müssen  die  Verlängerungen  der  drei  andern  Kanten  über 
O2,  Og,  O4  hinaus,  also  die  Strahlen  O^Oi^,  O3O18,  O^Om  auf 
seiner  Grenze  liegen.  Dieser  Raumteil  wird  von  dem  endlichen 
Dreieck  OjOsO^  und  drei  ungeschlossenen  Dreiseiten  begrenzt. 
Solcher  Teile  giebt  es  vier;  jeder  wird  erhalten,  wenn  man  von 
einem  durch  drei  zusammenstofsende  Kanten  des  Tetraeders  ge- 
bildeten Dreikant  das  Innere  des  Tetraeders  hinwegnimmt. 

Wir  fragen  jetzt  nach  denjenigen  Raumteilen,  welche  mit 
dem  Tetraeder  in  einer  Kante  zusammenstofsen.  Soll  ein  Raum- 
teil auf  seiner  Grenze  die  Strecke  OiOj  haben,  so  müssen  die 
Verlängerungen  der  von  den  Punkten  Oi  und  O^  ausgehenden 
andern  Kanten  der  Grenze  angehören,  also  die  vier  Strahlen 
O1O31,  O1O41,  O2O82,  O2O42.  Die  Grenze  besteht  aus  den 
beiden  Winkelfeldern  O81O1O41  und  O32O2O48,  sowie  aus  zwei 
ungeschlossenen  Dreiseiten,  nämlich  O31O1O2O32  u.04iOiOt042. 
Den  sechs  Kanten  des  Tetraeders  entsprechend  giebt  es  sechs 
derartige  Raumteile. 

Wenn  endlich  ein  Raumteil  nur  in  einem  Eckpunkte  mit 
dem  Tetraeder  zusammenstöfst,  so  liegen  an  seiner  Grenze  die 
Verlängerungen  der  von  diesem  Eckpunkte  ausgehenden  Kanten. 
Jeder  derartige  Raumteil  besteht  aus  dem  Innern  eines  Dreikants, 
des  Gegendreikants  zu  demjenigen,  welches  die  von  demselben 
Eckpunkte  ausgehenden  Kanten  des  Tetraeders  bilden. 

6.  Hiernach  können  die  15  Teile,  in  welche  der  Raum  durch 
die  gegebenen  vier  Ebenen  zerlegt  wird,  in  folgender  Weise  cha- 
rakterisiert werden. 

I.  Das  Innere  des  Tetraeders  O1O2O3O4. 

IL— V.  Vier  Raumteile,  von  denen  jeder  in  einem  Dreieck 
mit  dem  Tetraeder  zusammenstöfst.  Der  Teil  11  hat  die  drei 
Ecken  O2,  O3,  O4,  drei  endliche  Kanten  O3O4,  O4O2,  O2O3, 
und  drei  unendliche  Kanten  O2OH,  O3O1J,  O4O14,  sowie  eine 
endliche  Grenzfläche  OiOs04  und  drei  unendliche  OigO^OsOis, 
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O13OSO4O14,  Oi4040tOi2.  In  entsprechender  Weise  hat  der 
RaumteU  III  mit  dem  Tetraeder  die  Fläche  O1O3O4,  IV  die  Fläche 
OiOiOs  und  V  die  Fläche  OiOjOs  gemeinschaftlich. 

VI. — XI.  Sechs  Teile,  von  denen  jeder  mit  dem  Tetraeder 
nur  eine  Kante  gemeinschaftlich  hat.  Der  Teil  VI  hat  die  Ecken 
Ol  und  Og,  eine  endliche  und  vier  unendliche  Kanten;  die  letz- 
teren sindOiOsi,  O1O41,  OjjOsg,  O^Oi«;  seine  Grenze  besteht 
aus  zwei  Winkelfeldem  und  zwei  ungeschlossenen  Dreiseiten.  In 
entsprechender  Weise  liegen  die  Raumteile  VII,  VIII,  IX,  X,  XI 
der  Reihe  nach  an  den  Kanten  OiOs,  0|04,  OgOs,  0^04,  O3O4. 

XII. — XV.  Vier  Raumteile,  von  denen  jeder  nur  in  einem 
Eckpunkte  an  das  Tetraeder  anstöfst.  Der  Raumteil  XII  ist  das 
Innere  des  Dreikants  (Oi  :  O21O31O41).  Ebenso  hat  das  Drei- 
kant XIII  seinen  Scheitel  in  Oj,  das  Dreikant  XIV  in  0$  und 
das  Dreikant  XV  in  O4. 

7.  Die  Senkrechten,  welche  von  einem  Punkte  P  auf  die 
vier  Ebenen  des  Tetraeders  Oi  0^0304  gefällt  vr erden  können, 
mögen  mit  pi,  ps,  ps,  p4  bezeichnet  werden,  und  zwar  soll  pi 
auf  der  Ebene  Ot0804,  p«  auf  der  Ebene  O1O3O4,  p3  auf  der 
Ebene  OiOj04  und  p4  auf  der  Ebene  O1O2O8  senkrecht  stehen. 
Da  wir  die  vier  Senkrechten  benutzen  wollen,  um  die  Lage  der 
Punkte  des  Raumes  zu  bestimmen,  so  soll  das  zu  Grunde  gelegte 
Tetraeder  das  Koordinaten-Tetraeder  heifsen.  Jede  der  vier 
Senkrechten  wird  mit  dem  Zeichen  +  oder  —  versehen,  jenach- 
dem  sie  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  zugehörigen  Ebene 
liegt,  und  zwar  soll  die  Wahl  der  Vorzeichen  so  getroffen  werden, 
dais  die  vier  Senkrechten  das  positive  Vorzeichen  haben,  wenn 
der  Punkt  P  im  Innern  des  Tetraeders  liegt. 

Hiernach  gelten  für  die  15  Teile  folgende  Vorzeichen : 

Pi      pt     P3      P4 


I 

+ 

+ 

+ 

+ 

II 

+ 

+ 

+ 

m 

+ 

— 

+ 

+ 

IV 

+ 

+ 

— 

+ 

V 

+ 

+ 

+ 

— 

VI 

+ 

+ 

— 

vu 

+ 

+ 

— 

12  $  2.    Das  Koordinaten-Tetraeder. 


Pl 

p» 

p» 

P4 

vm 

+ 

+ 

IX 

+ 

+ 

X 

— 

+ 

+ 

XI 

— 

— 

+ 

+ 

xn 

+ 

— 

— 

xm 

+ 

— 

— 

XIV 

+ 

XV 

>_ 

+ 

8.  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  mögen  mit  hi,  hj,  h$, 
hl,  die  vier  Grundflächen  mit  Ai>  A2>  As»  Ai  bezeichnet 
werden.  Liegt  der  Punkt  P  im  Innern  des  Tetraeders,  so  kann 
man  dasselbe  in  vier  Tetraeder  zerlegen,  von  denen  jedes  eine 
Seite  des  Tetraeders  zur  Grundfläche  und  den  Punkt  P  zur  Spitze 
hat.  Der  Inhalt  Z7  des  gegebenen  Tetraeders  ist  gleich  der  Summe 
dieser  vier  Teile;  es  besteht  also  die  Gleichung: 

AiPi  +  A2P2  +  Aap»  A4P4  —  3Z7. 
Da  aber  3/7=**  /\ihi  =  A2h8  —  Asba  «=•  A4h4  ist,  so  zeigt 
sich,  dafs  zwischen  den  vier  Senkrechten  pi  .  .  .  p^  die  Relation 
besteht: 

Will  man  bei  einer  andern  Lage  des  Punktes  P  das  gegebene 
Tetraeder  aus  den  vier  Pyramiden  zusammensetzen,  von  denen 
jede  eine  Seite  des  Tetraeders  zur  Grundfläche  und  den  Punkt  P 
zur  Spitze  hat,  so  mufs  man  von  der  Summe  derjenigen  Pyra- 
miden, deren  Spitze  der  Grundfläche  gegenüber  in  demselben 
Halbraume  mit  dem  Tetraeder  liegt,  diejenigen  abziehen,  deren 
Spitzen  im  entgegengesetzten  Halbraume  der  Grundfläche  gegen- 
über liegen.  Für  die  ersteren  ist  aber  die  Senkrechte  positiv,  für 
die  letzteren  negativ.  Indem  nian  in  den  einzelnen  Produkten 
die  Senkrechten  mit  ihren  Vorzeichen  versieht,  hat  man  die  al- 
gebraische Summe  der  vier  Produkte  zu  bilden.  Die  Formel  (1) 
gilt  also  für  jede  Lage  des  Punktes  P. 

Übungen : 

1)  a)  Für  die  Punkte  der  Kante  Oi  O^  sind  ps  und  p4  gleich 
null;  man   gebe   die  Vorzeichen   an,  welche  die  beiden  andern 
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Senkrechten,  pi  und  p»  für  die  Punkte  auf  den  drei  Teilen  erhalten, 
in  welche  diese  Kante  durch  die  Punkte  Oi  und  Ot  zerlegt  wird. 

b)  Man  löse  die  entsprechende  Aufgabe  für  jede  andere  Kante 
des  Tetraeders. 

2)  a)  Für  die  Punkte  der  Ebene  OiOjOs  ist  p*— 0.  Diese 
Ebene  wird  durch  die  in  ihr  gelegenen  Kanten  des  Tetraeders 
in  sieben  Teile  zerlegt;  man  gebe  die  Vorzeichen  an,  welche  die 
Senkrechten  pi,  p<,  p^  für  die  Punkte  in  jedem  dieser  sieben 
Teile  haben. 

b)  Man  stelle  die  entsprechende  Untersuchung  für  die  übrigen 
Ebenen  des  Tetraeders  an. 

3)  Welche  von  den  vier  Senkrechten  pi,  pj,  ps,  p4  ändern 
ihr  Vorzeichen  beim  geradlinigen  Durchgange 

a)  durch  die  Ebene  OiOtO», 

b)  durch  die  Ebene  O2OSO4, 

c)  durch  die  Kante  OiOg, 

d)  durch  die  Kante  OiO», 

e)  durch  die  Kante  OjOa, 

f)  durch  die  Kante  O3O4, 

g)  durch  den  Punkt  Oi, 
h)  durch  den  Punkt  O4? 

4)  a)  Für  welchen  Punkt  ist  pi  =■  p«  =-  ps  ■■  P4  ? 

b)  Für  welchen  Punkt  ist  pi  —  p,  «■  pj  =»  —  p^? 

c)  Für  welchen  Punkt  ist  P2  ==■  Pa  =■  Pi  ~  —  Pi  ? 

d)  Für  welchen  Punkt  ist  pi  —  p«  =  —  Ps  —  —  p*  ? 

§3. 

Die  Geraden  und  die  Ebenen  des  Raumes. 

1.  Der  Punkt,  von  dem  aus  die  Senkrechten  pi  .  .  .  p«  aut 
die  vier  Koordinatenebenen  gefällt  werden  können,  soll  kurz  als 
Punkt  (pi,  Pj,  Ps,  P4)  oder  als  Punkt  (p)  bezeichnet  werden.  Sind 
0,  l,  2  drei  Punkte  einer  geraden  Linie,  so  liegen  bekanntlich 
auch  die  Fufspunkte  der  Senkrechten,  die  man  von  ihnen  aus  auf 
eine  Ebene  fällt,  in  gerader  Linie.  Daher  gilt  auch  für  diese  drei 
Senkrechten  der  in  I  §  3,  1  (S.  13)  bewiesene  Satz.  Sind  also 
Pi  •  •  •  Pi   die  Senkrechten  des  Punktes  0;   pi'  .  .  .  P4'   die   des 
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Punktes  1;  p/'  .  .  .  P4''  die  des  Punktes  2,  so  bestehen  die  Glei- 
chungen : 

Pi  =(l  +  (>)Pi'  — PPi" 
P2  =  (1  +(>)P«'  —  QP$" 


P3  —  (l  +  e)P8'  — (>p* 


'/ 


Pi  —  (1  +  Q)  Pi'  —  QPa\ 
wo    Q   das   Verhältnis    angiebt,    nach    welchem  die  Strecke  02 

im  Punkte  1  geteilt  wird  und  wo  wieder  7— r^  =■  tt^  ist. 

^  l  +  Q      02 

2.  Sind  drei  Punkte  (aj  ...  ai),  (bi  .  .  .  b4),  (ci  .  .  .  C4)  ge- 
geben, die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  verbinde  man 
einen  beliebigen  Punkt  (pi  ...  P4)  in  der  durch  die  drei  Punkte 
bestimmten  Ebene  mit  dem  Punkte  (a)  durch  eine  gerade  Linie 
und  bestimme  den  Schnittpunkt  (di  .  .  .  d«)  dieser  Geraden  mit 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  (b)  und  (c).  Da  die  Punkte  (b), 
(c),  (d)  in  gerader  Linie  liegen,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

dl  =  (1  +  q)  bi  —  QCi 

dg  —  (1  +  q)  b»  —  QCi 

ds  —  (1  +  q)  bs  —  ()Cs 

d*  —  (1  +  q)  b*  —  ()C4, 

wo  Q  das  Schnittverhältnis  ist,  nach  welchem  die  Strecke  (de) 
im  Punkte  (b)  geteilt  wird.  Auch  die  Punkte  (a),  (d),  (p)  gehören 
einer  geraden  Linie  an;  daher  mufs  auch  sein: 

Pi  —  (1  +  0)  dl  —  <jai 

P2  «■  (1  +  0)  dg  —  öa2 

Ps  =«  (1  +  a)  ds  —  (Jas 

P4  —  (1  +  ö)  d4  —  öa4, 

wo  die  von  den  Punkten  (p)  und  (a)  begrenzte  Strecke  im  Punkte 

(d)  nach  dem  Verhältnisse  0  geteilt  wird.   Indem  man  jetzt  setzt: 

(l  +  p)(l  +  ö)-^,  -(>(l+ö)-r,  -(j-2, 

gehen  hieraus  die  Gleichungen  hervor: 

pi  =  X^i  +  ^bx  -f  vci 

(3)     P«  ~  ^^  +  f^^*  +  ^^ 
P»  —  ^aa  +  //bs  +  vcs 

P*  —  ^^4  +  fihi  +  j;c4. 

4.  Für  einige  spätere  Untersuchungen  ist  es  von  Wichtigkeit, 
die  geometrische  Bedeutung  der  Koefficienten  k^  fi,  v  anzugeben. 
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Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Punkte  (a),  (b),  (c),  (d),  (p)  mit 
A,  B,  C,  D,  P  der  Reihe  nach  bezeichnen;  dann  ist 

_  PD      PD 

Wir  bezeichnen  noch  die  von  P  auf  die  Geraden  BC,  CA 
und  AB  gefällten  Senkrechten  mit  qi,  q^,  qa  und  die  Höhen  des 
Dreiecks  ABC  mit  971,  t]^,  jys«     Dann  folgt: 

(4)     A-^-9i. 
^^  AD      T/i 

Nun  würde  man  doch  in  den  Gleichungen  (3)  zu  denselben 

Koefficienten  A,  ^,  v  gelangt  sein,  wenn  man  statt  der  Hilfslinie 

AP  die  Hilfslinie  BP  oder  CP  gezogen  hätte.     Statt  daher  den 

Wert  von  /i  und  v  vermittelst  der  bekannten  Werte  von  q  und  0 

herzuleiten,  kann  man  aus  der  Gleichung  (4)  unmittelbar  schliefsen, 

dafs  ist: 

(5)    ^  =  Si,  ^_9?. 

Aus. den  obigen  Gleichungen  folgt,  dafs  >l4-j^  +  »'=*l  ist; 
diese  Gleichung  ergiebt  sich  auch  aus  den  Werten  (4)  und  (5j. 

4.  Die  Gleichungen  (3)  können  als  homogen  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  vier  Gröfsen  —  1,  >l,  ^,  v  betrachtet 
werden.  Diese  sind  nur  dann  mit  einander  vereinbar,  wenn  die 
aus  den  Koefficienten  dieser  Gröfsen  gebildete  Determinante  ver- 
schwindet. Damit  also  der  Punkt  (p)  mit  den  Punkten  (a),  (b), 
(c)  in  einer  Ebene  liegt,  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

Pi     ai     bi     Ci 
P2     a^     b^     C2 

Ps       ^3       bs       C3 
P4       ^4       b4        C4 

Wir  nennen  diese  Bedingung  die  Gleichung  der  durch  die 
Punkte  (a),  (bj,  (c)  gelegten  Ebene;  wie  wir  sehen,  ist  sie  homogen 
linear  in  den  Senkrechten  pi  .  .  .  P4. 

5.  Um 'diese  Gleichung  in  einer  zweiten  Weise  herzuleiten, 
gehen  wir  entsprechend  der  in  I  §  3,  3  (S.  14)  durchgeführten 
Betrachtung  von  drei  Ebenen  1,  2,  0  aus,  die  sich  in  einer  geraden 
Linie  schneiden.  Von  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Raumes 
fällen  wir  die  Senkrechten  auf  diese  drei  Ebenen  und  auf  die  gemein- 
schaftliche Schnittlinie;   die   ersten   seien  MNi,  MN^,  MNo,  die 


(6) 


0. 


n 
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letzte  sei  MC.  Dann  stehen  auch  die  Geraden  CNo,  CNi,  CNj 
auf  der  Kante  senkrecht.  Diese  drei  Linien  liegen  also  in  der 
Ebene,  welche  im  Punkte  C  auf  der  Kante  senkrecht  steht.  Daher 
dürfen  wir  den  in  I  §  3,  4  bewiesenen  Satz  auf  unsere  Figur 
anwenden  und  erhalten,  wenn  wir  mit  nii,  mg,  m^  die  vom 
Punkte  M  auf  die  drei  Ebenen  1,  2,  0  gefällten  Senkrechten 
und  mit  (12),  (20),  (Ol)  die  Neigungswinkel  von  je  zwei  dieser 
Ebenen  bezeichnen,  die  Gleichung: 

(7)     mo  sin  (12)  +  m,  sin  (20)  +  m«  sin  (Ol)  =  0 
oder 

(8)     m«  =  pmi  +  <jm2, 
wenn  ist 

_  sin_(j02)       ^  _  sin_(Ol)    o       sin  (10) 
^  ~        sin  (21)'  ^  sin  (12)'  q  ""  sin  (02)' 

In  der  Gleichung  (8)  ändern  sich  die  Koefficienten  q  und  a 
nicht,  wenn  man  den  Punkt  M  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
des  Raumes  ersetzt. 

6.  Die  Koordinatenebenen  O^OaOi,  OiOsO^,  OiO^Oi  und 
O1O2O3  mögen  der  Reihe  nach  kurz  durch  I,  II,  III,  IV  be- 
zeichnet werden.  Ist  V  eine  beliebige  Ebene,  so  möge  sie  die 
Ebene  IV  in  der  Geraden  (IV  V)  schneiden.  Durch  (IV  V)  und 
den  Punkt  O4  lege  man  eine  neue  Ebene  VI.  Diese  schneidet 
die  Ebene  III  in  einer  vom  Punkte  O4  ausgehenden  Geraden 
(III  VI).  Durch  diese  Gerade  und  den  Punkt  O3  läfst  sich  eine 
neue  Ebene  VII  hindurchlegen.  Von  einem  beliebigen  Punkte  P 
des  Raumes  fällen  wir  auf  die  sieben  Ebenen  Senkrechte  und 
fügen,  um  dieselben  nach  Gröfse  und  Richtung  zu  bezeichnen, 
an  das  Zeichen  p  die  der  Ebene  entsprechende  Marke  aus  der 
Reihe  1  ...  7  an,  so  dafs  pi  die  auf  die  Ebene  I,  .  .  .  pi 
die  auf  die  Ebene  VII  gefällte  Senkrechte  angiebt.  Da  die  Ebene  VII 
durch  die  Punkte  Os  und  O4  und  somit  durch  die  Kante  der 
Ebenen  I  und  II  hindurchgeht,  so  gilt  nach  (8)  die  Gleichung: 

P?  =  «Pi  +  ßPi- 
Ebenso  haben  die  Ebenen  VI,  VII  und  III  eine  gemeinschaft- 
liche Kante;  daher  mufs  sein: 

Pe  =  yp?  +  <JP3 ; 
und  da  auch  die  Ebenen  V,  VI  und  IV  einem  Büschel  angehören, 

folgt:  p5  —  fp6  +  gPi. 
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Daraus  ergiebt  sich: 

Pis  —  ö/cpi  +  ßyspi  +  dtps  +  £p4. 

Hier  schreiben  wir  q  statt  p;^,  ai  statt  ays,  a2  statt  ßys,  z^ 
statt  de  und  Z4,  statt  g.  Dann  erhalten  wir  als  Wert  der  vom 
Punkte  P  (==pi  ...Pi)  auf  die  Ebene  V  gefällten  Senkrechten: 

(9)  q  =-  a,pi  +  a^pa  +  asPs  +  a4p4, 
wo  die  KoefEcienten  ai ,  a»,  ag,  a4  nur  von  den  vorher  benutzten 
Koefiicienten  a  .  .  .  g  und  somit  nur  von  der  Lage  der  Ebene  V 
zu  den  Ebenen  I,  11,  III,  IV  abhangen.  Die  KoefEcienten  ai  ...a^ 
ändern  sich  also  nicht,  wenn  man  den  Punkt  P  durch  irgend 
einen  andern  Punkt  des  Raumes  ersetzt. 

7.  Die  Unabhängigkeit  dieser  KoefEcienten  von  der  Wahl 
des  Punktes  P  benutzen  wir,  um  die  geometrische  Bedeutung 
derselben  zu  finden.  Wenn  wir  den  Punkt  P  mit  dem  Punkte 
Ol  zusammenfallen  lassen,  werden  p2=p3=p4s=0;  pi  geht 
in  die  vom  Punkte  0|  ausgehende  Höhe  hi  des  Tetraeders  und 
q  in  die  Senkrechte  über,  welche  von  Oi  aut  die  Ebene  V  ge- 
fällt ist.  Indem  wir  diese  Senkrechte  gleich  ri  setzen,  nimmt 
die  Gleichung  (9)  bei  dieser  Lage  von  P  die  Gestalt  an:  ri  —  a,hi. 
Wir  nennen  in  gleicher  Weise  die  von  den  Eckpunkten  O2,  Os, 
Ö4  ausgehenden  Höhen  des  Tetraeders  h^,  hs,  h4  und  bezeichnen 
die  von  diesen  drei  Punkten  auf  die  Ebene  V  gefällten  Senk- 
rechten der  Reihe  nach  mit  r^,  rs,  r4.  Dann  gelangen  wir  da- 
durch, dafs  wir  den  Punkt  P  erst  mit  Ojj,  dann  mit  O3  und 
endlich  mit  O4  zusammenfallen  lassen,  zu  den  Gleichungen: 

Tj  =  a2hi,  Ts  =  aahg,  r4  =*  a4h4. 
Wir  können  hieraus  die  KoefEcienten  ai,  a^,  as,  a4  vermittelst 
der  Gröfsen  rj,  r»,  rs,  r4  ausdrücken  und  demnach  die  Gleichung 
(9)  durch  die  folgende  ersetzen: 

wo  ri,  rj,  rs,  r4  die  Senkrechten  angeben,  welche  von  den 
Punkten  Oi,  Oj,  O3,  O4  auf  die  Ebene  gefällt  sind,  während  q 
den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  (pi  .  .  .  P4)  von  dieser 
Ebene  darstellt. 

8.  Soll  der  Punkt  P  in  der  Ebene  V  liegen,  so  mufs  q  =  0 
sein.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (pi  .  .  .  P4)  dieser 
Ebene  angehört,  kann  also  im  Anschlufs  an  (9)  durch  die  Gleichung 

KIlliDgr,  r«ehrbudh  der  analyt.  Geometrie.    IL  2 
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(11)     a,pi  +  a,p2  4-  asps  +  a4p4  =  0 
oder  im  Anschlufs  an  (10)  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt  werden. 

9.  Ein  zweites  Koordinatensystem  möge  durch  die  vier  Ebenen 
r,  II',  III',  IV'  gegeben  sein.  Wir  nennen  qi,  q«,  qa,  q4  die 
Senkrechten,  welche  vom  Punkte  (pi  ...  P4)  der  Reihe  nach  auf 
diese  Ebenen  gefällt  werden  können.  Diese  neuen  Senkrechten 
können,  wie  die  Gleichung  (9)  lehrt,  unter  Benutzung  von  sech- 
zehn konstanten  Gröfsen 

an     .     .     .     ai4 


^41        •       •       •       ^4  4 

in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

qi^^llPl   +ai2P2   +ai3P8   +ai4P4 
(13)       ^2  "*^«lPl   +^22P2   +^23P8   +a24P4 

qs  =  a3iPi  H-ag^Pa +a38P3 +a3^p^ 

^4  =^4lPl   +a42P2   +^43Ps   +a44P4- 

Die  vier  Konstanten  a^,  a^g^  ^^3,  a^^  hangen  ab  von  den 
vier  Senkrechten,  welche  von  den  Punkten  A^,  A^,  Ag,  A^  auf 
die  Ebene  P  gefällt  werden  können.  Wir  wollen  diese  Senk- 
rechten der  Reihe  nach  mit  r^^,  r^^,  r^g,  r^^  bezeichnen.  Ebenso 
mögen  von  den  vier  Punkten  Oi  .  .  .  O4  auf  die  Ebene  11'  die 
Senkrechten  r2i  .  .  .  r24,  auf  HI'  die  Senkrechten  rgi  .  .  .  r34  und 
auf  IV'  die  Senkrechten  r4i  .  .  .  r44  gefällt  werden.  Hiemach 
gehen  die  Gleichungen  (13)  in  die  folgenden  über: 

<,._Iup,+JUp.+LUp,+r«p, 
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Übungen : 

1)  Von  einem  Punkte  sind  die  Senkrechten  (pi'  .  .  .  p^),  von 
einem  zweiten  die  Senkrechten  (pi "  .  .  .  p^")  auf  die  Ebenen  des 
Koordinatentetraeders  gefällt;  wie  grofs  sind  die  Senkrechten, 
welche  von  der  Mitte  ihrer  Verbindungsstrecke  auf  dieselben 
Ebenen  gefällt  werden  können? 

2)  Welche  Werte  haben  die  Senkrechten  auf  die  Koordinaten- 
ebenen für  folgende  Punkte: 

a)  für  die  Mitten  M^,  Mu  .  .  .  Ms4  der  sechs  Kanten  OiO^, 
OiOa  ...O3O4? 

b)  für  den  Punkt,  in  welchem  die  Verbindungsstrecke  der 
Punkte  M34  und  0%  nach  dem  Verhältnisse  2  :  1  geteilt  wird? 

c)  für  den  Schwerpunkt  Ti  des  Dreiecks  O^OgO^? 

d)  für  den  Punkt  S,  in  welchem  die  Verbindungsstrecke  des 
Eckpunktes  Oi  mit  dem  Schwerpunkt  Ti  des  Dreiecks  O^OgO^ 
so  geteilt  wird,  dafs  Oi  S  =  3STi   ist  ? 

e)  für  den  Punkt,  in  welchem  die  Verbindungsstrecke  von 
Og  mit  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  OiOjO^  nach  dem 
Verhältnis  3  :  1  geteilt  wird? 

f)  für  die  Mitte  der  Verbindungsstrecke  M^^Mg^  (Üb.  a)? 

g)  für  die  Mitte  der  Strecke  M^gM^^? 

h)  Welche  Lehrsätze  ergeben  sich  aus  den  in  d)  —  g)  ge- 
fundenen Werten? 

3)  Zu  dem  Tetraeder  OiO^OgO^  nehme  man  ein  Tetraeder 
AjAjAgA^  hinzu.  Von  Ai  seien  auf  die  Seiten  des  ersten 
Tetraeders  die  Senkrechten  pi'  .  .  .  P4',  von  Ag  die  Senkrechten 
Pi"  .  .  .  P4",  von  As  desgleichen  pi*^ .  .  .  P4'*  und  von  A4  endlich 
Pi'^...p4'"'  gefällt.  Jetzt  bestimme  man  diejenigen  Punkte, 
welche  fiir  das  Tetraeder  AjA^AgA^  den  in  2)  a)— g)  ange- 
gebenen Punkten  entsprechen,  und  gebe  die  Gröfse  der  Senk- 
rechten an,  welche  von  diesen  Punkten  auf  die  Ebenen  des 
Tetraeders  OiO^OgO^  gefällt  werden  können. 

4)  Welche  Beziehung  findet  statt  zwischen  den  Senkrechten 
Pi>  P«>  Psj  P4>  welche  von  einem  beliebigen  Punkte 

a)  der  Halbierungsebene  des  von  den  Ebenen  O^OgO^  und 
OjOjO^  gebildeten  Keiles, 

b)  der   Halbierungslinie    des    Nebenkeiles    von   (O^OgO^, 

o,o,oj, 

2» 


20  J  3.    Die  Geraden  und  die  Ebenen  des  Raumes. 

c)  der  Halbierungsebene  des  Keiles  (O^O^O,,  O^OgO^), 

d)  der  Halbierungsebene  des  Nebenkeiles  von 

(0,0,0„  o,o,oj 

auf  die  Ebenen  des  Tetraeders  gefällt  werden  können? 

5)  Der  Keil  zweier  Ebenen  möge  durch  Nebeneinanderstellung 
der  Ebenen,  der  Nebenkeil  durch  Anhängung  eines  obern  Striches 
bezeichnet  werden.  Jedesmal  sollen  die  drei  zusammengestellten 
Keile  halbiert,  von  dem  Schnittpunkte  ihrer  Halbierungsebenen 
die  Senkrechten  auf  die  Ebenen  des  Tetraeders  gefällt  und  die 
Beziehungen  ermittelt  werden,  welche  zwischen  diesen  Senk- 
rechten bestehen: 

a)  (O1O3O,,  0,0,0J,  (OiO,0,.  0,0,OJ, 
(0,0,0„  0,0,0,); 

b)  (o,o,o„  o.OgOj,  (0,o,o„  0,0,0 J, 

(0,0,0«,  0,0,0 J; 

c)  (O^O.O,,  O.OgOJ,  (O^O^Oj,  OjOjOJ', 
(OiOjOa,  0,0,0 J; 

d)  (OiO,o„  o.OjO,)',  (0,0,0,,  0,0,0,)', 
(o,o,o„  0,030,)'. 

6)  Man  bestimme  die  Gröfse  der  Senkrechten  p^,  p„  pj, 
p^  für  denjenigen  Punkt,  für  den 

a)  Pi  —  P«  ^'Ps  — Pi» 

b)  Pi  =P2  =*P8  — —  P4> 

C)    Pl   —  P2  =~P8=P4> 

d)  Pl  =  — P2— Ps  =P4> 

e)  Pl   =P2— —  Ps  ==  —  Pi» 

0    Pl=-  — P2=P8=-P4    ist. 

g)  Durch  jeden  der  in  a) — f)  angegebenen  Punkte  und  je 
eine  Kante  des  Tetraeders  lege  man  eine  Ebene  und  gebe  eine 
charakteristische  Eigenschaft  dieser  Ebenen  an. 

h)  Man  leite  hieraus  Lehrsätze  her  über  den  Schnitt  von  je 
sechs  Ebenen. 

7)  Es  sei  t,  X,  l,  /i  eine  Permutation  der  vier  Marken  1,  2, 
3,  4;  die  Kante  OiOx  werde  von  der  Halbierungsebene  des  an 
der  Kante  OaO^  gelegenen  Nebenwinkels  im  Punkte  N<x  ge- 
troffen. 

a)  Man  bestimme  die  Senkrechten,  welche  von  jedem  der 
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sechs  Punkte  N^,,  N^g,  N^^,  N^g,  N,^,  Ng^  auf  die  Ebenen 
des  Tetraeders  gefällt  werden  können. 

b)  Man  zeige^  dafs  diese  sechs  Punkte  in  der  Ebene 

Pi  +  p«  +  Ps  +  P4  =«  0 
liegen. 

c)  Man  leite  hieraus  einen  Lehrsatz  her. 

Die  von  den  Ecken  des  Tetraeders  auf  eine  Ebene 

geföllten  Senkrechten. 

1.  Wenn  eine  Ebene  in  das  Innere  des  Tetraeders  O^OgOgO^ 
eintritt,  so  müssen  auch  einige  von  den  vier  begrenzenden  Dreiecken 
OjOgO^,  OjOgO^,  OiOgO^,  OiOjOg  getroffen  werden.  Wird 
etwa  das  Dreieck  O^O^Og  durch  die  Ebene  zerlegt,  so  werden, 
abgesehen  von  dem  Falle,  dafs  die  Ebene  durch  einen  Eckpunkt 
hindurchgeht,  zwei  der  Kanten  O^Og,  OgO^  und  0^0,  zwischen 
ihren  Endpunkten  geschnitten.  Es  seien  dies  die  Kanten  O^O^ 
und  OjOg.  Dann  tritt  die  Ebene  auch  in  die  Dreiecke  O^OgO^ 
und  OjOgO^  ein;  sie  schneidet  daher  je  noch  eine  Kante  in 
jedem  dieser  beiden  Dreiecke.  Das  kann  einmal  die  gemein- 
schaftliche Kante  O^O^  sein,  und  dann  giebt  es  keine  weitere 
Kante,  welche  von  der  Ebene  getroffen  wird.  Es  können  aber 
auch  noch  die  Strecken  O^O^  und  O8O4  zwischen  ihren  Schnitt- 
punkten geschnitten  werden ;  diese  bilden  mit  den  beiden  Kanten 
OjO,  und  OjOg  zwei  Paare  von  Gegenkanten.  Daraus  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Wenn  eine  Ebene  ein  Tetraeder  zerlegt,  ohne  einen 
seiner  Eckpunkte  zu  enthalten,  so  geht  sie  entweder 
durch  drei  von  demselben  Eckpunkte  ausgehende  Kan- 
ten oder  durch  zwei  Paare  von  Gegenkanten  hindurch. 

Für  die  Lage  einer  Ebene  zu  dem  Tetraeder  OjOjOgO^ 
ergeben  sich  also  folgende  acht  Möglichkeiten: 

I.  Die  Ebene  hegt  aufserhalb  des  Tetraeders, 

n.  sie  trifit  die  drei  Kanten  OiO^,  O^Og,  O^O^, 

DI.  »   »   »   »    »    OjjOi,  0,0g,  0,0^, 

IV.  »   »   ))   »    »    OgOj,  OgOj,  OgO^, 

V.  »  »      »   »    »    O4O1,  O4O,,  O^Og, 
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VI.  sie  trifft   die  beiden   Paare  von  Gegenkanten  O^Og, 

0,0,  und  0,0„  0,03, 
VII.  sie  trifft  die   beiden   Paare  von  Gegenkanten   O^O,, 

O3O,  und  0,0„  0,03, 
Vni.  sie  trifft  die  beiden   Paare  von  Gegenkanten  O^Oj, 

O3O,  und  O1O3,  0,0,. 
Die  Übergänge  zwischen  diesen  verschiedenen  Lagen  werden 
erhalten,  wenn  die  Ebene  durch  einen  Eckpunkt  des  Tetraeders 
hindurchgeht. 

2.  Von  den  Eckpunkten  O^,  O,,  O3,  O4  fällen  wir  auf 
eine  gegebene  Ebene  die  Senkrechten  r^,  r^,  rg,  r^.  Nachdem 
wir  die  beiden  Teile,  in  welche  der  Raum  durch  die  Ebene  zer- 
legt wird,  als  einen  positiven  und  einen  negativen  Raumteil  unter- 
schieden haben,  geben  wir  auch  jeder  Senkrechten  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen,  jenachdem  sie  in  dem  einen  oder  dem 
andern  Teile  liegt.  Hiernach  sind  die  Vorzeichen  nicht  aus- 
schliefslich  durch  die  Ebene  selbst  bestimmt,  indem  es  gestattet 
ist,  einem  beliebigen  der  beiden  Teile  des  Raumes  das  positive 
Vorzeichen  beizulegen.  Aber  die  Lage  zum  Tetraeder  läfst  darüber 
entscheiden,  ob  irgend  zwei  Senkrechte  dasselbe  oder  verschie- 
denes Vorzeichen  bekommen  müssen;  so  haben  die  Senkrechten 
r^  und  r^  verschiedenes  oder  gleiches  Vorzeichen,  jenachdem  die 
Kante  O^Og  von  der  Ebene  getroffen  wird  oder  nicht.  Hiernach 
erkennt  man  die  Richtigkeit  der  folgenden  Tabelle: 

Ti      r«     ^B     ^ 
l(+     +     11) 


II 


Ul 


IV 


V 


VI 


f  -  +  +  + 

1  +  -  -  - 

)  +  -  +  + 1 

I  -  +  — J 

)+   +  -+; 

I +   -I 

f  +   +  +   - 

l  —   -  —   + 

+   +  -    - 
+    + 


1^^ 


$  4.    Die  Senkrechten  auf  eine  Ebene.  23 


fi     r« 

r«     ^ 

+    - 

+    -  1 

-    + 

-    +  1 

+    - 

-    + 

-    + 

+     - 

VII 


vm 

3.  ^  Um  die  Beziehung  aufzufinden,  welche  zwischen  den  vier 
Senkrechten  ri  ,  .  .  T4,  besteht,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein. 
Von  zwei  symmetrisch  gegen  eine  Ebene  Z  gelegenen  Punkten 
B  und  B',  deren  Entfernung  gleich  1  ist,  fällen  wir  auf  eine 
Ebene  £  die  Senkrechten  m  und  m';  dann  ist 

(1)     m  —  m'  —  ±  1  cos  (EZ). 

Wir  betrachten  jetzt  aufser  den  vier  Koordinatenebenen  I, 
II,  ni,  IV  zwei  Ebenen  V  und  VI.  Die  Ebene  VI,  deren  Lage 
gegen  verschiedene  Ebenen  betrachtet  werden  soll,  möge  mit  der 
eben  benutzten  Ebene  Z  identisch  sein;  es  sollen  daher  auch 
immer  dieselben  beiden  Punkte  B  und  B'  gebraucht  werden.  Da- 
gegen soll  die  Ebene  E  der  Reihe  nach  mit  einer  der  fünf  Ebenen 
I  ...  V  zusammenfallen.  Der  Sinn  der  Drehung  für  die  Keile 
(I  VI) ...  (V  VI)  soll  gleichmäfsig  festgesetzt  sein.  Nachdem  jetzt, 
falls  dies  nötig  sein  sollte,  durch  Vertauschung  der  Punkte  B  und 
B'  erreicht  worden  ist,  dafs  in  der  Gleichung  (1)  auf  der  rechten 
Seite  das  positive  Vorzeichen  steht,  wird  man  dasselbe  auch  in 
den  daraus  hergeleiteten  Gleichungen  setzen  müssen.  Nun  seien 
auf  die  Ebenen  I,  II,  III,  IV,  V  von  B  aus  die  Senkrechten  pi, 
Pj,  P3,  P4,  q,  und  von  B'  die  Senkrechten  pi'  .  .  .  q'  gefallt.  Dann 
gelten  bei  den  getrofienen  Festsetzungen  die  Formeln: 

q  _  q'  _  1  cos  (V  VI),  pi  -  p,'  =  1  cos  (I  VI), 
Pj  —  Pj'  =  1  cos  (ü  VI),  ps  —  ps'  =  1  cos  (in  VI), 

p^  _  p/  =  1  cos  (IV  VI). 

Indem  wir  noch  die  senkrechten  Abstände  der  Punkte  Oi, 
O^y  O3,  O4  von  der  Ebene  V  mit  r^,  r,,  rg,  r^  bezeichnen, 
erhalten  wir  nach  §  3,  7  (S.  17)  die  Gleichungen: 


1  Diese  Nummer  kann  überschlagen  werden. 
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Durch  Subtraktion  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  unter 
Berücksichtigung  der  voranstehenden  Formeln: 

(2)     cos  (V  VI)  =  ^  cos  (I  VI)  +  ^  cos  (ü  VI) 

"i  "2 

+  ^  cos(ffl  VI)  +  ^  cos  (IV  VI), 
hg  n^ 

In  dieser  Gleichung  darf  die  Ebene  VI  durch  irgend  eine 
andere  Ebene  ersetzt  werden;  wir  dürfen  also  statt  ihrer  der  Reihe 
nach  eine  der  Ebenen  I,  II,  III,  IV,  V  wählen.  Dadurch  gekngen 
wir  zu  den  Gleichungen: 

cos  (V I)  =  J;i-  cos  (II)  +  ^^  cos  (ü  I)  -f 
"1  "2 

[^  cos  (m  I)  +  ^  cos  (IV  I) 

cos  (V  U)  =  \^-  cos  (I  n)  +  ^  cos  (II  IL  + 

"1  "2 

^?-  cos  (ffl  n)  +  ^  cos  (IV  H) 
"s  "4 

cos  (V  ni)  =  ^  cos  (I  m)  -f  ^  cos  (H  m)  + 

"1  "2 


^  cos  (ffl  m)  +  ^  cos  (IV  ni) 

hg  h^ 


cos  (V  IV)  =«^  cos  (I IV)  +  ^  cos  (U  IV)  + 

"1  "2 


ro  ,,«  ,,,.    .   r 


\^  cos  (in  IV)  +  ^  cos  (IV  IV) 
hg  h^ 


cos  (V  V)  —  ^  cos  (I  V)  +  ^  cos  (II  V)  + 

X  3 


^  cos  (HI  V)  +  ^  cos  (IV  V). 
hg  h^ 


Infolge  der  über  die  Messung  der  Winkel  getroffenen  Fest- 
setzung ist,  wenn  i  und  x  irgend  zwei  Marken  der  Reihe  I ...  V 
sind,  cos  (ix)  «—  cos  (xi)  und  cos  (xx)  ««  1.  Demnach  darf  man 
in  der  letzten  Gleichung  cos  (I V),  cos  (U  V),  cos  (ffl  V),  cos  (IV  V) 
je  durch  die  rechten  Seiten  der  vorangehenden  Gleichungen  er- 
setzen. Somit  besteht  zwischen  den  vier  Senkrechten  ri  .  . .  r4 
die  Beziehung: 
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(3)     1  -  i  Jf- f- cos  (ix) 
oder 

+  2  ^  ^  COS  (I  ni)  +  2^  ^  cos  (IIV) 
hl  hg  h,  h^ 

+  2  ^  ^  COS  (III IV). 
hg  h^ 

Die  Winkel  sollen  durch  gleichmäisige  Drehung  erhalten 
werden;  sie  sind  also  die  Nebenkeile  der  zum  Tetraeder  ge^ 
hörenden  Keile.  Will  man  die  Innenkeile  erhalten,  so  hat  man 
jedesmal  den  Winkel  durch  seinen  Nebenwinkel  zu  ersetzen.  Be- 
zeichnet man  also  den  Winkel,  welchen  die  dem  Tetraeder  selbst 
angehörenden  Teile  der  Ebenen  OiOsOi  und  Og08  04  mit  ein- 
ander bilden,  durch  (34)  und  versteht  überhaupt  unter  {ix)  den 
Winkel,  welchen  die  in  der  Kante  0*0;?  zusammenstofsenden 
Ebenen  des  Tetraeders  einschliefsen,  so  lautet  die  Gleichung: 

—  ....    —    2  r^   r*   cos  (1  2). 

hg  h^ 

4.  Gehen  drei  Ebenen  0,  1,  2  durch  dieselbe  Kante,  so  stehen 

die  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  auf  sie  gefällten 

Senkrechten  m,  m,  m''  in  der  Beziehung: 

m  «s»  ()  m'  +  ö  m ", 

wo  Q  und  0  nur  von  den  Winkeln  abhangen,   welche  die  drei 

Ebenen  mit  einander  bilden.     Wenn  also  von  den  Punkten  Oi, 

Oi,  Os,  O4  auf  die  Ebene  0  die  Senkrechten  r^,  r^,  rg,  r^,  auf 

die  Ebene  1  die  Senkrechten  t^\  r,',  r,',  r^'  und  auf  die  Ebene  2 

die  Senkrechten  r^",  r,',  rg",  r^"  gefällt  sind,  so  bestehen  zwischen 

diesen  Senkrechten  folgende  Beziehungen: 


// 


»/ 


(5)  ,    .         „ 

r»  —  er»  +  «"'s 
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in  denen  der  Quotient  0  :  q  das  Schnittverhältnis  darstellt ,  nach 
welchem  der  von  den  Ebenen  1  und  2  gebildete  Winkel  durch 
die  Ebene  0  geteilt  wird. 

5.  Es  mögen  drei  Ebenen  1,  2,  3  gegeben  sein  und  durch 
ihren  Schnittpunkt  eine  vierte  Ebene  0  gelegt  werden.  Zu  den 
ersten  Ebenen  mögen  die  Senkrechten  gehören  ri ' . . .  r^,  ri". . . r/, 
r/'  .  .  .  r^*^,  während  der  Ebene  0  die  Senkrechten  ri  .  .  .  r4  ent- 
sprechen sollen.  Wir  legen  eine  fünfte  Ebene  durch  den  Schnitt 
der  Ebenen  (1,  2)  und  durch  die  Linie,  welche  die  Ebenen  0 
und  3  gemeinschaftlich  haben.  Auf  diese  Ebene  seien  von  den 
Punkten  Oi  .  . .  O4  die  Senkrechten  Si  . .  .  S4  gefällt.  Da  die 
letzte  Ebene  durch  den  Schnitt  der  Ebenen  1  und  2  hindurchgeht, 
müssen  nach  (5)  die  Gleichungen  bestehen: 

si  =  ßfi'  +  ßr,"  S3  =-  ars'  +  ^rs" 

s,  =  ar/  +  ^r,"  S4  =  «r4'  +  i9r4^ 

In  ähnlicher  Weise  mufs  sein: 

Ti  =  ni"  +  *i  rs  =  rrj"  +  dsa 

r2  =  7^2'*'  +  *2  r4  =  ru'^  +  ds4. 

Somit  gelangen  wir  zu  den  Gleichungen: 


m 


^^^     rs  =-  Ära'  +  //r,"  +  rr, 


m 


wo  die  Koefficienten  X,  fd^  v  eine  leicht  zu  ermittelnde  Bedeutung 
haben. 

Indem  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Koefficienten  —  1, 
Xy  (jty  V  entfernen,  finden  wir  die  Bedingung,  dafs  die  Ebene  0 
durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  1,  2,  3  hindurchgeht.  Diese 
wird  durch  das  Verschwinden  einer  Determinante  dargestellt.  Die 
Gleichung  ist  homogen  linear  in  r^,  r^,  rj,  x^. 

6.  Zu  demselben  Ergebnisse  führt  auch  der  folgende  Weg. 

Sind  1,  2,  3,  4  die  vier  Eckpunkte  des  Koordinatentetraeders 
und  ist  5  ein  beliebiger  Punkt,  so  ziehe  man  die  Gerade  15  und 
bestimme  ihren  Schnittpunkt  6  mit  der  Ebene  234.  Den  Punkt  6 
verbinde  man  mit  2  und  bezeichne  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
26  und  34  mit  7.  Von  diesen  sieben  Punkten  fälle  man  die 
Senkrechten  ri  .  .  .  rj  auf  eine  beliebige  Ebene  E.    Da  die  Punkte 
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3,  4,  7  in  gerader  Linie  liegen,  so  gilt  nach  I  §  3,  1  (S.  13)  die 
Gleichung : 

r?  =(1  +a)r3  —  au. 
Es  gehören  auch  die  Punkte  6,  7,  2  und  5,  6,  1  je  einer 
geraden  Linie  an;  somit  mufs  auch  sein: 

re— (l+j3)r7— /Jr«,  rs  — (1 +  7)  r«  — /r,. 
Daraus  ergiebt  sich  eine  Beziehung  zwischen  den  Senkrechten 
fs,  fi,  r»,  Tsj  Uy  nämlich: 

^a(l+ß){l+r)u. 
Die  Koefficienten  hangen  nur  von   der  gegenseitigen  Lage 
der  fünf  Punkte,  nicht  aber  von  der  Ebene  E  ab.    Indem  wir 
jetzt  die  vom  Punkte  5  auf  die  Ebene  E  gefällte  Senkrechte  mit 
s  bezeichnen,  gilt  die  Gleichung: 

(7)     s  =  a.ri  +  a^u  +  cctU  +  a^U- 

7.  Es  ist  nicht  schwer,  die  Bedeutung  der  Koefficienten 
cTi  .  .  .  a4  aus  den  eben  benutzten  Gröfsen  a,  ß,  7  herzuleiten. 
Indessen  ziehen  wir  es  vor,  sie  dadurch  zu  finden,  dafs  wir  der 
Ebene  E  specielle  Lagen  geben.  Fällt  diese  Ebene  mit  der  Ebene 
OiOsOi  zusammen,  so  wird  s  gleich  der  vom  Punkte  5  auf 
diese  Ebene  gefällten  Senkrechten  pi ;  ferner  wird  n  —  hi , 
r»  ==  r3  —  r4  =-  0.  Somit  folgt  pi  =»  «i  hi .  In  entsprechender 
Weise  ergiebt  sich  pt  =  a^hg,  ps  =  «shs,  p4  -=  a4h4,  wo  pi,  p«, 
ps,  p4  die  vom  Punkte  5  auf  die  Koordinatenebenen  gefällten 
Senkrechten  sind.  Die  Gleichung  (7)  geht  demnach  in  die  fol- 
gende über: 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  in  §  3,  7  gefundenen 
Gleichung;  beide  stellen  den  Abstand  des  Punktes  (pi  .  .  .  P4)  von 
der  Ebene  (ri  .  .  .  r4)  dar. 

8.  Soll  die  Ebene  E  durch  den  Punkt  (pi  .  .  .  P4)  gehen,  so 
mufs  in  den  Gleichungen  (7)  und  (8j  s  =  0  sein.  Die  Gleichung 
eines  jeden  Punktes,  d.  h.  die  Bedingung  dafür,  dafs  eine  Ebene 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  lautet  also: 

(9)     Ol  r,  +  ttiti  +  «srs  +  Ö4r4  —  0 

oder  (lO)br,  +  P-.r,  +  P-;r3  +  e-;r,-0. 


28  $  4.    Die  Senkrechten  auf  eine  Ebene. 

WO  Pi>  Pa  p8>  Pi  ^^^  Senkrechten  sind,  welche  von  dem  ge- 
gebenen Punkte  auf  die  Koordinatenebenen  gefällt  sind. 

Zugleich  drückt  aber  auch  die  Gleichung  (10)  die  Bedingung 
dafür  aus,  dafs  der  Punkt  (p)  und  die  Ebene  (r)  zusammenliegen, 
also  der  Punkt  in  der  Ebene  liegt,  die  Ebene  durch  den  Punkt  geht. 

9.  Um  von  dem  Tetraeder  OjOjOgO^  zu  einem  andern 
Koordinaten-Tetraeder  überzugehen,  ersetzen  wir  die  vier  Punkte 
Oi>  02»  O3,  O^  durch  vier  andere  Punkte  Qj,  Q„  Q^,  Q^ 
und  nennen  s^,  s,,  Sg,  s^  die  Senkrechten,  welche  von  diesen 
vier  Punkten  auf  die  Ebene  (r^,  r,,  r,,  r^)  gefällt  werden.  Wenn 
wir  also  von  dem  früheren  zu  dem  neuen  Koordinatensystem 
übergehen  wollen,  so  müssen  wir  die  von  den  Punkten  Qi . . .  Q4 
auf  irgend  eine  Ebene  gefällten  Senkrechten  Si  .  .  .  S4  durch  die 
Senkrechten  ri  .  .  .  r«  ausdrücken,  welche  auf  dieselbe  Ebene  von 
den  Punkten  Oi  .  .  .  O4  gefällt  worden  sind.  Die  Gleichungen 
(7)  und  (8)  geben  uns  aber  sofort  die  Lösung  dieser  Aufgabe; 
es  ist  nämlich 

Sl— «11^1  +«12r2  +«18^3  +«14^ 
(II)       ^»  ~^«l^l   +«22^2  +«28'^8  +««4^4 

Sj— ag^rj  +as3jr,  H-aggrg  ^-ag^r^ 

S4— «4iri  +«42^2  +«48^8  +«44^« 

Um  die  Bedeutung  der  sechzehn  KoefEcienten  angeben  zu 
können,  nennen  wir  p^j,  p^,  pjg,  p^^  die  Senkrechten,  welche 
vom  Punkte  Qi  auf  die  Ebenen  des  ersten  Koordinatensystems 
gefällt  werden  können.  Ebenso  sollen  P21  •  •  •  P24  ^^^  ^^™ 
Punkte  Qj  auf  die  Ebenen  des  Tetraeders  OjOjOgO^  gefällten 
Senkrechten  sein.  Die  gleiche  Bedeutung  sollen  psi  •  •  •  P34  ^^ 
den  Punkt  Q.3  und  P41  .  .  .  P44  für  den  Punkt  Q4  haben.  Dann 
mufs  sein: 

"^^        hi'"^«        h,'"*^»        hg*"^^*        h, 

''^i        h/  '^*«        h,^"**»        hg^""**        h^" 
Übungen : 
1)  Für  welche  Ebene  ist 

a)  ^i— r,— rg— —  r 


4> 


b)  r,  —  r,  — -rg— r 
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c)  ri=r2=~r3^ r„ 

d)  Fl  =  — rj  =  r3  =  -r^? 

e)  Giebt  es  eine  Ebene,  für  welche  rj  =  r2  =  r8— r^  ist? 

2)  Welche  Kanten  des  Tetraeders  werden  von  je  einer  der 
in  1)  a) — d)  angegebenen  Ebenen  geschnitten  und  in  welchen 
Punkten? 

3)  Man  gebe  die  Gleichungen  der  in  1)  a)— d)  aufgestellten 
Ebenen  in  den  Koordinaten  pi  .  .  .  Pi  an. 

4)  Wenn  auf  eine  Ebene  von  den  Eckpunkten  Oi  .  .  .  O4 
eines  Tetraeders  die  Senkrechten  ri  .  .  .  r4  gefällt  sind,  so  soll 
die  Gröfse  der  Senkrechten  ermittelt  werden,  welche  auf  dieselbe 
Ebene  gefällt  werden  können 

a)  von  der  Mitte  M^g  der  Kante  O^Og, 

b)  von  der  Mitte  Mg 4  der  Kante  0.0^, 

c)  vom  Schwerpunkte  S^  des  Dreiecks  O^OgO^, 

d)  vom  Schwerpunkte  S^  des  Dreiecks  OjOgO^, 

e)  von  der  Mitte  der  Strecke  M^gMg^, 

f)  von  dem  Punkte,  in  welchem  die  Strecke  Oi  Si  nach  dem 
Verhältnisse  3  :  1  geteilt  wird, 

g)  von  dem  Punkte,  in  welchem  die  Strecke  OgS^  nach  dem 
Verhältnisse  3  :  1  geteilt  wird. 

§  5. 
Die  allgemeinsten  Tetraeder-Koordinaten. 

1.  Aus  den  Gründen,  welche  wir  in  I  §  5  (S.  25)  entwickelt 
haben,  führen  wir  vier  willkürliche  Konstanten  /iij,  ^j,  ^3,  n^ 
ein,  von  denen  keine  gleich  null  sein  darf,  setzen 

(1)       Xj  —/i.Pi,    Xj  — //jPj,    X3  =^8P8>    ^4  =^4P4 

und  bezeichnen  die  Gröfsen  x^,  Xj,  Xg,  x^  als  die  allgemeinsten 
Tetraeder-Koordinaten  eines  Punktes.  Ebenso  wählen  wir 
vier  konstante  Faktoren  ^j,  r^,  rg,  r^,  welche  gleichfalls  sämt- 
lich von  null  verschieden  sein  müssen,  führen  die  neuen  Ver- 
änderlichen ein: 

(2)    Ui— r^r^,  u,  — rgrj,  Ug—Vgrg,  u^— ^4r^, 

und  nennen  sie  die  allgemeinsten  Tetraeder-Koordinaten 
einer  Ebene. 
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Die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (p)  in  die  Ebene  (r) 
fällt,  wird  nach  §  3,  8  (S.  18)  durch  die  Gleichung  angegeben: 

PaIi   l  Pill  j,  P»^  4.  Pill  =«  0 
h|  h2  ha  h4 

wo  hl,  hg,  hsy  hx  die  Höhen  des  Tetraeders  sind.  Diese  Glei- 
chung geht  nach  Einführung  der  Variabein  Xi  .  .  .  x^  und  Ut . . .  u^ 
über  in 

XiU,  XiUi  X8U3  X4U4  ^ 


fix  v^hi       /tigrghj       /tis^ahj       (1^1^)14, 

Damit  diese  Gleichung  die  Form  annimmt: 

(3)     XiUi  H-  X2U2  +  X3U3  +  X4U4  =  0, 
mufs  sein: 

(4)       fliVihi   —fl2^ih2  =iM3^'3h8  =liA^4hi. 

Wir  bezeichnen  ein  System  von  Punktkoordinaten  (xi . . .  x^) 
und  ein  System  von  Ebenenkoordinaten  (ui  ...  U4)  als  zu- 
sammengehörig, wenn  die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen 
eines  Punktes  (x)  und  einer  Ebene  (u)  durch  die  Gleichung  (3) 
ausgedrückt  wird.     Dazu  wird  erfordert: 

a)  dafs  die  Koordinatentetraeder  dieselben  sind,  und 

b)  dafs  die  Koefficienten  //i  ...  ^4  und  rj  ...  1^4  in  der 
Beziehung  (4)  zu  einander  stehen. 

2.  Die  Gleichungen  (1)  §  3  (S.  14)  sollen  der  Reihe  nach 
mit  /Mi,  fiiy  fisy  fiA  multipliziert  werden;  dadurch  gehen  sie  über 
in  die  folgenden : 

Xi  =(l  +  ())x,'  — pxi" 

(^\       Xsi  =(1+())X2'  — ()X," 
^^^       X3=(l+p)X3'--()X3'' 

X4  =  (1  +  Q)  X4'  —  PX4". 

Hier  sind  (xi'...X4')  die  Koordinaten  eines  Punktes  l, 
(xi"  .  .  .  x/')  die  eines  Punktes  2  und  (xi  .  .  .  X4)  die  eines 
Punktes  0,  der  mit  den  Punkten  1  und  2  in  gerader  Linie  liegt 
und  die  Strecke  12  nach  dem  Verhältnisse  —  (> :  (1  +  p)  teilt. 

Auf  dieselbe  Weise  leiten  wir  aus  den  Gleichungen  (3)  §  3 
(S.  14)  folgendes  her:  Sind  (x'),  (x"),  (x")  drei  beliebige  Punkte 
1,  2,  3  und  soll  der  Punkt  0,  dessen  Koordinaten  Xi  . . .  X4  sind, 
mit  ihnen  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  die  Gleichungen 
bestehen : 
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m 


IH 


X,    =^Xi'  +^Xi"  +  J'Xi 

.         Xa  =  Ax, '  +  /iX, "  +  rxj 
X3  =  AX3'  +  fixa"  +  rxa'* 
X4  —  ^X4'  +  iim'  +  1^X4 '\ 
Hier  kann  man,  wie  wir  in  §  3,  4  bewiesen  haben,  A,  /m,  i' 
als  die  ebenen  Koordinaten  des  Punktes  0  auffassen,  indem  man 
als  Koordinatendreieck  dasjenige  Dreieck  wählt,  dessen  Eckpunkte 
die  Punkte  1,  2,  3  sind. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  vier  Punkte  0,  1,  2,  3  in  einer 
Ebene  liegen,  nimmt  die  Form  an: 


(7) 


X| 

Xi' 

X," 

x," 

X« 

Xg' 

M' 

x," 

Xj 

X«' 

X," 

x," 

X4 

X*' 

X4" 

xr 

=  0. 


Die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  ist  wieder: 
a,xi  +  ajXa  +  aaXg  +  a4X4  =  0; 
die  Koordinaten  dieser  Ebene  sind  den  Koefficienten  ai,  a2,  a^, 
a4  proportional. 

3.  Sind  (ui  .  .  .  U4),  (u/  .  .  .  U4'),  (ui" .  .  .  U4")  die  Koordi- 
naten von  drei  Ebenen  0,  1,  2  eines  Büschels,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (5)  §  4,  4  (S.  24),  dafs  ist: 

Ui  =  pu, '  +  öu, " 
U2  =()u/  +  öu/ 

Us  =  (>U8    +  ÖUs 
U4  =  (>U4'  +  ÖU4". 

Auch  stellt  der  Quotient  0  :  q  das  Schnittverhältnis  dar,  nach 
welchem  der  Keil  (12)  durch  die  Ebene  0  geteilt  wird. 

Damit  die  Ebene  (ui  ...  U4)  durch  den  Schnittpunkt  der  drei 
Ebenen  (u/  .  .  .  U4'),  (u/' .  .  .  Ui"},  (u,**  .  .  .  U4'*)  hindurchgeht, 
müssen  sich  nach  (6)  §  4,  5  drei  Koefficienten  A,  /m,  v  so  be- 
stimmen lassen,  dafs  die  Gleichungen  befriedigt  werden: 

Ui  =*  JlUi '  -|-  ^Ui  "  -|-  rui  "* 
U.  =-  iUj'  +  iLWi  -f  rug* 
U3  —  ^Us  -|-  ^Us    -f  J^Ua 

U4  =  AU4'  +  ILXXx    +  «'Ui'". 

Die  Gleichung  eines  Punktes  hat  die  Gestalt: 
«lUi  +  «sUj  +  «sUa  -f-  a4U4  =  0; 
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die  Koefficienten  in  dieser  Gleichung  verhalten  sich  wie  die 
Koordinaten  des  Punktes. 

4.   Die  vier   Gleichungen   (8)  können    wir  in   eine   einzige 
Gleichung  zusammenfassen.     Zu   dem  Ende  gehen  wir  von  den 
Gleichungen 
a, xt  +  ZiXf  +  aaXs  +  a4X4  —O  und  biXi  +b2X|  +  bjXs  +  b4X4— 0 

aus.  Sollen  dies  die  Ebenen  (ui'  .  .  .  U4')  und  (u/' .  .  .  U4")  sein, 
so  müssen  sich  zwei  Koefficienten  a  und  ß  so  bestimmen  lassen, 
dafe  die  Gleichungen  bestehen: 

(M))  ^i~«"i'>  ag— öUi',  as— aus',  a4— au*' 
^'  ^  b|=M",  b,-/?u/',  bs-ßu3",  b4-/?u/. 
Wir  multiplizieren  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit 
xi,  xj,  xs,  X4  und  addieren  die  erhaltenen  Produkte.  Damit  der 
Punkt  (x)  der  Ebene  0  angehört,  mufs  nach  (3)  die  Relation  be- 
stehen: XiUi  +X2U2  +X8U8  +X4U4  =«0.  Demnach  müssen  die 
Koordinaten  eines  jeden  Punktes  der  Ebene  0  der  Gleichung 
genügen : 

(()U/  +  ÖU/)  Xi  +  (pU,'  +  ÖU,")  X,  +  ((JUj'  +  ÖU3")  X3 

+  (()u,'  +  öu,")x4-0; 
diese  geht  wegen  der  Beziehungen  (10)  über  in: 


oder  wenn  wir 

a^Xj  -]-  a^Xj  +  agXg  +  a^x^  =  A 
und  biXi+bjXg  +  bgX3+b4X^=*B  setzen,  dann  die  vorstehende 

Gleichung  mit    -  multiplizieren  und  —  =  jl  setzen,  in: 

Q  ßQ 

(11)    A  +  ;iB  — 0. 

Schreibt  man  die  Gleichungen  zweier  Ebenen  kurz 
in  der  Form  A  =  0,  B  =  0,  so  stellt  sich  die  Gleichung 
einer  jeden  Ebene,  die  durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
gegebenen  Ebenen  geht,  in  der  Form  dar:  A  +  'lBs— 0. 

Die  Koordinaten  einer  vierten  Ebene  des  Büschels  mögen 
aus  (8)  erhalten  werden,  indem  man  die  Koefficienten  (>,  a  durch 
(>',  c'  erhält. 


i 
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Indem  man  jetzt 

ao' 

setzt,  kann  ihre  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

•  A +  |uB  —  0. 
Nun  ist 

X      ao     ac'      o      o' , 

fi'^ßQ   '   ßQ'^  Q   '   q' 

der  letzte  Quotient  stellt  aber  das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen 
dar.     Somit  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen 
A  —  0,  B  =  0,  A  ■+•  ^B  «.  0,  A  +  /iB  —  0 
gleich  dem  Bruch  X  :  (i, 

Speciell  liegen  die  beiden  Ebenen  A-f->^B— 0  und  A  —  ilB=*0 
harmonisch  zu  den  Ebenen  A  =*  0,  B  =  0. 

5.  In  ähnlicher  Weise  können  wir  mit  den  Gleichungen  (9) 
verfahren.     Es  seien 

ai  xi  +  a^x,  +  asxg  +  a4X4  =0,    bi  x^  +  bjXj  +  bjx,  +  b4X4  —  0, 

CiXi  +  C»X,  +  CsXs  +  C4X4  =-0 

die  Gleichungen  dreier  Ebenen;  diese  Gleichungen  sollen  kurz  in 
der  Form 

A  =  0,  B  =  0,  C  —  0 
geschrieben  werden.    Sind  (u, ' . . .  U4'),  (ui" . . .  U4"),  (ui*" . . .  U4*') 
die  Koordinaten  dieser  Ebenen,  so  mufs  sein: 

ai  =  aui',    a2  =«  au^',    aa  =»  auj',    a4  «*  au4', 

b, -^u/,    b,  =-i3u/',    b,-i9u3",    b4-^U4^ 

Ci=rui'",   Cj— yui*',   C3— yuj",   C4— /u*'^. 

Jetzt  sei  (xi  . . .  xj  ein  Punkt  der  Ebene  (ui  . . .  U4).     Dann 

verschwindet  die  linke  Seite,  nachdem  man  die  Gleichungen  (1 1) 

der  Reihe  nach  mit  Xi  . . .  X4  multipliziert  und  zu  einander  addiert 

hat.    Die  rechte  Seite  geht  aber  nach  einer  einfachen  Umformung 

über  in  die  Form  rA-|-()B  +  öC.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Gleichung  einer  jeden  Ebene,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen: 

A  — 0,  B  — 0,  C  — 0 
hindurchgeht,  läfst  sich  in  der  Form  schreiben: 

r  A  +  (>B  +  öC  —  0. 

6.  Dieselbe  Methode  führt  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Glei- 
chungen (ö)  zu  folgendem  Ergebnisse.     Sind  A^^Q  und  B^=^0 

K  Uli  Off,  Lehrbuch  der  analjrt.  Geometrie.    I!.  3 
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die  Gleichungen  zweier  Punkte,  so  kann  jeder  Punkt,  der  in  ihrer 
Verbindungslinie  liegt,  durch  die  Gleichung  A  -f-  ^ß  «»  0  dar- 
gestellt werden.  Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  A  «-  0, 
^  =  0,  A  +  fiB==^0,  A  +  vB  =  0  ist  gleich  dem  Bruche  fi:v; 
speciell  liegen  die  vier  Punkte 

^  =  0,  J?  — 0,  A  +  (iB=^0,  A  —  fiB^O 
harmonisch.     Die  vier  Punkte 

A  +  fiiB^O,  A  +  fi^B  —  O,  A  +  fi^B^O,  A  +  fi^B^O 
haben  das  Doppelverhältnis 

f^i  —  f^z    '  f^i  —  /W4 

sie  sind  speciell  harmonisch  gelegen,  wenn  ist 

In  entsprechender  Weise  kann  man  jeden  Punkt,  welcher 
mit  den  drei  Punkten 

^  =  0,  Ä  — 0,  r=o 
in  einer  Ebene  liegt,  durch  die  Gleichung  darstellen: 

7.  Es  seien  -4  =  0,  Ä  ==  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte 
und  demnach  stelle  die  Gleichung  -4  +  XÄ  =  0  einen  beliebigen 
Punkt  ihrer  Verbindungslinie  dar;  ebenso  mögen  die  Punkte  einer 
zweiten  Geraden  durch  ^  -t-juB'  =  0  dargestellt  werden.  Läfst 
man  dem  Punkte  A'\'  XB==^i)  der  einen  Punktreihe  jedesmal 
den  Punkt  A  +  lB'=^0  der  andern  entsprechen,  ordnet  man 
also  Punkte  mit  gleichen  Parametern  einander  zu,  so  werden  die 
Punktreihen  projektivisch  auf  einander  bezogen;  denn  irgend  vier 
Punkte 

J4-;ii^  =  0,  ^  +  ^2^  =  0,  A  +  X^B^K\  A  +  X^B=0 

der  einen  haben  dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechenden 
Punkte  der  andern: 

A  +  X,B  =0,  A  +  X^B  =  0,  Ä  +  X^B  =  0,  Ä  +  X,B  —  O. 

Man  kann  die  projektive  Zuordnung  aber  auch  dadurch  her- 
stellen, dafs  man  zwischen  den  Parametern  X  und  //,  durch  welche 
die  Punkte  A-\' XB=^i)  der  ersten  und  die  Punkte  A  +  ^jB'  =  0 
der  andern  bestimmt  'werden,  eine  lineare  Gleichung  bestehen 
läfst. 
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Wenn  nämlich  ist: 

WO  a,  b,  c,  d  vier  konstante  Gröfsen  sind,  so  wird 

__  (ad  —  bc)  (;i3  —  Ai )        _      _(ad— bc)  a>  —  x») 

^'     ^'  "  {cx,  +  d)  {a,  +  d/  ^'     ^'  —  {cx,  +  d)  (c^  +  dj' 

also  ist 


Somit  haben  je  vier  Punkte  der  einen  Punktreihe  dasselbe 
Doppelverhältnis  wie  die  entsprechenden  Punkte  der  andern. 

In  derselben  Weise  können  wir  zwei  Ebenenbüschel  auf  ein- 
ander odg;  eine  Punktreihe  auf  einen  Ebenenbüschel  beziehen. 

8.  Beim  Übergänge  zu  einem  neuen  Koordinatensysteme 
können  wir  nicht  nur  die  Punkte  Oi,  O«,  O3,  O4  durch  irgend 
vier  andere,  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  Qi,  Qg,  Qj, 
Q4  ersetzen,  sondern  auch  an  Stelle  der  vier  Koefficienten  //|, 
^«,  i"8,  (^\  irgend  vier  andere  Konstante  wählen,  von  denen  eben- 
falls keine  verschwinden  darf.  Dann  geht  aus  den  Gleichungen 
{V6)  §  3,  y  (S.  18)  unmittelbar  hervor,  dafs  auch  die  neuen 
Koordinaten  y, ,  y^^,  ys,  y4  homogen  lineare  Funktionen  von  x, , 
Xj;,  X3,  X4  sind;  es  bestehen  also  die  Gleichungen: 

yi  =bj,Xi  +bj2X,  +bigX3  +  bi^x, 
(12)  y^—bg.Xi  +b32X2  +b23X3  +b3^X4 

y*  — Wi^i  +W3X2  +b43X3  +b^^x^. 
Wenn  hier  yi  =  0  wird,  so  mufs  auch  die  rechte  Seite  der 
ersten  Gleichung  verschwinden;  daher  stellt  die  Gleichung 

^iiXi  +bi3jXj  +bi3X8  +bi4x^— 0 
die  Ebene  QJQ3Q4  dar.  Die  Koefficienten  b^j,  bjj,  b^g,  b^^ 
hängen  daher  zunächst  von  der  Wahl  der  Ebene  Q2Q3Q4  ab; 
nachdem  aber  diese  Ebene  gewählt  ist,  kann  man  einen  gemein- 
schaftlichen Faktor  noch  willkürlich  wählen.  Entsprechendes  gilt 
für  die  andern  Koefficienten;  sie  dürfen  daher  im  wesentlichen 
willkürlich  angenommen  werden,  nur  dürfen  die  vier  Ebenen 
Vj  »»0,  y»  =a  0,  y3  sa»  0,  y4  aa»  0  uicht  durch  denselben  Punkt 
hindurchgehen;  es  darf  daher  kein  Wertsystem  Xi  .  .  .  X4  geben, 

3* 
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für  welches  die  rechten  Seiten  der  vier  Gleichungen  verschwinden. 
Somit  mufs  die  Determinante 

j    '^ll        ^12       ^13       ^11 

(13) 


bji     bjg     bgg     bj^ 


^31     bgg     bjg     b34 
^41     b^2     b^3     b^^ 
von  null  verschieden  sein. 

Dafs  diese  Forderung  erfüllt  sein  mufs,  sieht  man  auch  auf 
folgendem  Wege.  Sollen  die  beiden  Koordinatensysteme  (xi  . . .  x*) 
und  (yi  .  .  .  y4)  geeignet  sein,  die  Punkte  des  Raumes  zu  be- 
stimmen, so  mufs  man  nicht  nur  die  Variabein  y,  .  .  .  y4  durch 
X|  .  .  .  X4 ,  sondern  auch  Xi  .  .  .  X4  durch  yi  .  .  .  y*  ausdrücken 
können.  Daher  mufs  es  auch  möglich  sein,  die  Gleichungen  (12) 
nach  den  Unbekannten  x^  .  .  .  X4  aufzulösen;  das  ist  aber  nur 
möghch,  wenn  die  Determinante  (13)  nicht  verschwindet. 

9.  Auch  für  Ebenenkoordinaten  wird,  wie  aus  den  Glei- 
chungen (11)  §  4,  9  (S.  28)  folgt,  der  Übergang  von  einem 
System  zum  andern  durch  homogen  lineare  Gleichungen  ver- 
mittelt. Es  fragt  sich  aber,  in  welcher  Beziehung  die  Koefficienten 
stehen,  falls  auch  die  neuen  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  in 
dem  vorhin  definierten  Sinne  zusammengehören.  Dann  sind  die 
Ebenenkoordiuaten  Vi,  v^,  V3,  V4  mit  den  Punktkoordinaten  yi, 
y«j  ysj  y4  derartig  verbunden,  dafs  jedesmal,  so  oft  ein  Punkt  (y) 
in  eine  Ebene  (v)  fällt,  die  Gleichung  befriedigt  wird: 

(14)  y,  Vi  +  yjvg  +  y^Vs  +  y4V4  —  0. 
Da  in  diesem  Falle  auch  jedesmal 

(15)  XiUi  +  xgUg  +  xgUs  +  X4U4  ==  0 

ist,  so  dürfen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sich  nur  um 
einen  konstanten  Faktor  co  unterscheiden.   Indem  wir  für  yi  . .  .y4 
die  Werte  (12)  einsetzen,  geht  die  linke  Seite  von  (14)  über  in 
(bjiXi  +bi2Xg  H-bigXs  +bi4xj  v^ 

+  (bjjiXi  +b22X, +bj3X8  +bj4xjv2 

+  (^31X1   +b3jX2  +b38X3  +b8^xj  Vj 

+  (^41X1  +b^2X2  +b^8X3-f  b^^xjv^. 
Dieser  Ausdruck  wird  aber  gleich 

(D  (x^Ui  +  XjU,  +  XjUg  -f  x^u  J, 

wenn   die  Variabein  Xi,  X2,  Xg,  PC4    je   mit  demselben  Ausdruck 
multipliziert  werden,  wenn  also  ist: 
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oui— biiVi+bjiVj  +  bgiVj+b.iV, 

a>U3=bi3Vi  +b,8Vj  +b88V8+b^3V^ 
CDU,  =  bj  ,Vi  +  b^^v,  +  b84V8  +  W^v,. 

Sind  x^,  Xj,  X8,  x,  und  u^,  u,,  U8,  u,  zusammenge- 
hörige Punkt-  und  Ebenenkoordinaten,  so  werden  auch 
die  neuen  Punktkoordinaten  y^,  y^,  yg,  y,  mit  den  neuen 
Ebenenkoordinaten  zusammengehören,  wenn  man  durch 
reciproke  Transformationen,  wie  sie  durch  die  Glei- 
chungen (12)  und  (16)  angegeben  werden,  zu  den  neuen 
Systemen  übergeht. 

Übungen : 

1)  Statt  die  Koordinaten  X]  .  .  .  X4  aus  den  Senkrechten 
Pi  .  .  .  Pi  durch  Multiplikation  mit  festen  Konstanten  fix  .  .  .  fi^ 
herzuleiten,  kann  man  sie  auch  als  diejenigen  Strecken  definieren, 
welche  von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  aus,  zu  vorgeschrie- 
benen Richtungen  parallel,  bis  zu  den  Koordinatenebenen  ge- 
zogen sind. 

a)  Wenn  Si  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  OjOgO,,  S^ 
der  von  O^OgO,,  Sg  der  von  OiOjO,  und  S,  der  von  OjOjOj 
ist,  und  wenn  die  Koordinaten  der  Reihe  nach  parallel  zu  Oi  Si , 
OjSj,  OgSj,  O4S4  gezogen  sind,  so  soll  man  die  Werte  von 
/i^,  (A^y  (i^y  (i^  bestimmen. 

b)  Es  sei  x^  parallel  zu  1^,  x,  parallel  zu  l,,  Xg  zu  l8,  x, 
zu  1,,  wo  li  .  .  .  I4  gegebene  Halbgerade  sind,  und  wo  h  zur 
Ebene  0,0 8 O,  unter  dem  Winkel  a, ,  1^  zuOiOs04  unter  dem 
Winkel  a,,  I3  zu  O^OgO,  unter  <J  «3,  I4  zu  O^O^Og  unter 
<J  «4  geneigt  ist.     Welche  Werte  haben  jetzt  die  KoefEcienten 

fit  ...  ^4? 

2)  Man  darf  auch  als  Koordinaten  xi  .  .  .  X4  die  Strecken 
wählen,  welche  von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  aus  nach  den 
Koordinatenebenen  je  unter  den  Winkeln  «j,  «,,  «8»  "4  gezogen 
werden  können.  Man  gebe  die  Werte  an,  welche  die  Koefficienten 
fit  ...  ^4  bei  dieser  Festsetzung  erhalten. 

3)  Als  Koordinaten  Xi  .  .  .  X4  eines  Punktes  P  wähle  man 
mit  Möbius  die  Volumina  der  Pyramiden  O^OgO^P,  OgO^O^P» 
O^OjOjP,  OjOjOgP,  indem   man  jeden  Rauminhalt  mit  dem 
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positiven  oder  negativen  Vorzeichen  versieht,  jenachdem  der 
Punkt  P  dem  positiven  oder  negativen  Raumteile  gegen  die  ent- 
sprechende Tetraederseite  angehört. 

a)  Welche  Gleichung  besteht  zwischen  diesen  vier  Gröfsen? 

b)  Welche  Werte  hat  man  den  Koefficienten  fdi  ...  ^4  bei- 
zulegen, um  diese  Koordinaten  auf  dem  Wege  zu  erhalten,  welcher 
im  Anfange  dieses  Paragraphen  angegeben  ist? 

c)  Welches  sind  die  Ebenenkoordinaten,  die  mit  diesen  Punkt- 
koordinaten zusammengehören? 

§  (^. 
Die  uneigentlichen  Gebilde  des  Raumes. 

1.  Ehe  wir  weitergehen,  wollen  wir  im  Anschlufs  an  I  §  8 
die  Lehre  von  den  uneigentlichen  Gebilden  zum  Abschlufs  bringen. 
Wir  haben  schon  gesehen,  dafs  wir  auf  jeder  geraden  Linie  AB 
einen,  und  zwar  einen  einzigen,  uneigentlichen  Punkt,  den  soge- 
nannten unendlichfernen  Punkt,  annehmen  müssen.  Nun  liegt 
jede  Parallele  zu  AB  mit  ihr  in  einer  Ebene,  ohne  sie  in  einem 
eigentlichen  Punkte  zu  schneiden.  Soll  also  der  Satz,  dafs  zwei 
in  einer  Ebene  gelegene  Gerade  einen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben,  keine  Ausnahme  erleiden,  so  müssen  wir  verlangen,  dafs 
alle  parallelen  Geraden  denselben  unendlichfemen  Punkt  besitzen. 

2.  Sobald  zwei  Ebenen  einen  eigentlichen  Punkt  gemein 
haben,  schneiden  sie  sich,  wie  die  Stereometrie  nachweist,  in 
einer  eigentlichen  Geraden.  Parallele  Ebenen  haben  keine  eigent- 
liche Gerade  gemeinschaftlich;  damit  also  der  Satz:  Zwei  (ver- 
schiedene) Ebenen  schneiden  einander  in  einer  geraden  Linie, 
aligemeine  Gültigkeit  besitzt,  müssen  wnr  annehmen,  dafs  parallele 
Ebenen  eine  uneigentliche  Gerade  gemeinschaftlich  haben.  Diese 
Gerade  kann  keine  eigentlichen,  sondern  nur  uneigentliche  Punkte 
besitzen;  in  ihr  müssen  aber  alle  uneigentlichen  Punkte  der  beiden 
Ebenen  liegen,  da  sie  von  jeder  in  einer  dieser  Ebenen  gelegenen 
Geraden  geschnitten  werden  mufs.  Daraus  ergiebt  sich  von  neuem 
der  Satz,  dafs  alle  unendlichfernen  Punkte  einer  Ebene  in  gerader 
Linie  liegen;  unsere  Betrachtung  zeigt  uns  aber  auch,  dafs  alle 
einander  parallelen  Ebenen  dieselbe  unendlichferne  Gerade  gemein- 
schaftlich haben. 
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3.  Jetzt  gilt  der  Satz  allgemein,  dafs  eine  Gerade  mit  einer 
Ebene,  in  der  sie  nicht  ganz  enthalten  ist,  einen  Punkt  gemein 
hat.  Man  lege  nämlich  durch  die  Gerade  und  einen  Punkt  der 
gegebenen  Ebene  eine  zweite  Ebene;  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  liegt  mit  der  gegebenen  Geraden  in  einer  Ebene,  hat  also 
einen  Punkt  mit  ihr  gemeinschaftlich,  und  dieser  Punkt  gehört 
sowohl  der  gegebenen  Geraden  wie  der  gegebenen  Ebene  an. 

Daraus  folgt,  dafs  drei  Ebenen,  welche  keine  gerade  Linie 
gemeinschaftlich  haben,  sich  in  einem  eigentlichen  oder  uneigent- 
lichen Punkte  schneiden.  Die  drei  Ebenen  können  einander  nicht 
parallel  sein,  weil  sie  sonst  dieselbe  unendlichferne  Gerade  gemein- 
schaftlich hätten;  daher  müssen  sich  mindestens  zwei  unter  ihnen 
in  einer  Geraden  schneiden.  Der  Punkt,  den  die  Schnittlinie  von 
zwei  Ebenen  mit  der  dritten  Ebene  gemein  hat,  gehört  allen  drei 
Ebenen  an. 

4.  Um  den  eigentlichen  Punkt  P  mit  dem  uneigentlichen 
Punkte  einer  geraden  Linie  zu  verbinden,  hat  man  durch  den 
Punkt  P  die  Parallele  zu  AB  zu  ziehen.  Sollen  aber  die  beiden 
unendlichfernen  Punkte  der  Geraden  AB  und  CD,  die  natürlich 
nicht  parallel  sein  dürfen,  durch  eine  gerade  Linie  verbunden 
werden,  so  konstruiert  man  eine  Ebene,  die  zu  den  beiden  Geraden 
parallel  ist;  die  unendlichferne  Gerade  dieser  Ebene  ist  die  ver- 
langte Linie. 

5.  Durch  eine  eigentliche  Gerade  und  einen  unendlichfernen 
Punkt,  der  der  Geraden  nicht  angehört,  läfst  sich  eine  Ebene 
legen;  es  ist  die  Ebene,  welche  durch  die  gegebene  Gerade 
parallel  zu  einer  geraden  Linie  gelegt  werden  kann,  in  der  der 
unendlichfeme  Punkt  liegt. 

Auch  durch  eine  unendlichferne  Gerade  und  einen  eigent- 
lichen Punkt  kann  man  eine  Ebene  legen.  Zur  Bestimmung  der 
uneigentlichen  Geraden  mufs  eine  Ebene  gegeben  sein,  der  die 
Gerade  angehört.  Man  hat  also  durch  den  Punkt  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  zu  der  gegebenen  Ebene  parallel  ist. 

Soll  aber  eine  Ebene  durch  eine  unendlichferne  Gerade  und 
einen  ihr  nicht  angehörenden  uneigentlichen  Punkt  gehen,  so 
kann  auf  ihr  kein  eigentlicher  Punkt  liegen,  da  sie  sonst  nur  die 
Punkte  einer  einzigen  uneigentlichen  Geraden  enthielte.  Eine 
solche  Ebene  enthält  daher  nur  uneigentliche  Punkte  und  uneigent- 
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liehe  Gerade;  da  sie  aber  andererseits  mit  jeder  eigentlichen  Ebene 
eine  Gerade  und  mit  jeder  eigentlichen  Geraden  einen  Punkt 
gemeinschaftlich  hat,  so  müssen  in  ihr  alle  uneigentlichen  Punkte 
und  geraden  Linien  liegen.  Somit  gehören  alle  uneigentlichen 
Punkte  des  Raumes  einer  Ebene,  der  unendlich  fernenEbene,  an. 

Dasselbe  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  erkennen. 
Wenn  zwei  unendlichferne  Gerade  gegeben  sind,  so  liegt  jede 
von  ihnen  in  einer  eigentlichen  Ebene;  diese  beiden  Ebenen  können 
nicht  parallel  sein,  weil  die  unendlichfernen  Geraden  als  ver- 
schieden vorausgesetzt  werden.  Daher  haben  die  Ebenen  eine 
eigentliche  Schnittlinie,  und  der  unendlichferne  Punkt  derselben 
ist  den  beiden  gegebenen  Geraden  gemeinschaftlich.  Demnach 
läfst  sich  durch  die  beiden  gegebenen  Geraden  eine  Ebene  legen. 
Nimmt  man  jetzt  eine  dritte  unendlichferne  Gerade  hinzu,  so 
mufs  sie  die  beiden  ersten  Geraden  schneiden,  also  in  der  durch 
sie  bestimmten  Ebene  liegen.  Alle  unendlichfernen  Geraden  ge- 
hören also  einer  Ebene  an. 

6.  Da  jede  Gerade  im  Unendlichfernen  zusammenhängt  und 
gleichsam  als  eine  geschlossene  Linie  zu  betrachten  ist,  so  wird 
der  Raum  durch  eine  Ebene  nicht  zerlegt,  sobald  man  die  un- 
endlichferne Ebene  mit  in  Betracht  zieht. 

Durch  zwei  beliebige  Punkte  A  und  B,  von  denen  keiner 
in  einer  Ebene  I  liegt,  läfst  sich  eine  gerade  Linie  legen;  von 
den  beiden  Teilen  dieser  Linie,  die  in  den  Punkten  A  und  B 
begrenzt  werden,  hat  nur  einer  einen  Punkt  mit  der  Ebene  I 
gemeinschaftlich;  man  kann  also  vom  Punkte  A  zum  Punkte  B 
übergehen,  ohne  der  Ebene  zu  begegnen. 

Zwei  Ebenen  zerlegen  aber  den  Raum  immer  in  zwei  Teile- 
Schneiden  sich  die  Ebenen  in  einer  eigentlichen  Geraden  g,  so 
denke  man  die  eine  Ebene  um  die  Gerade  g  gedreht,  bis  sie  in 
die  Lage  der  zweitep  Ebene  gelangt;  der  Raum,  den  sie  bei  dieser 
Bewegung  beschreibt,  besteht  aus  einem  Keil  und  seinem  Scheitel- 
keil; dem  übrigen  Räume  gehören  die  beiden  Nebenkeile  an. 
Dafs  zwei  parallele  Ebenen  bei  der  von  uns  eingefühnen  An- 
schauung den  Raum  in  zwei  Teile  zerlegen,  ist  sofort  klar. 

Drei  Ebenen,  die  sich  nicht  in  einer  geraden  Linie  schneiden, 
grenzen  vier  Raumteile  gegen  einander  ab.  Für  unsern  Zweck 
genügt  es,  darauf  hinzuweisen,  dafs  in  dem  Falle,  wo  die  drei 
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Ebenen  einen  eigentlichen  Punkt  gemein  haben,  sich  jedesmal  das 
Innere  eines  Dreikants  mit  dem  seines  Gegendreikants  zu  einem 
einzigen  Raumteile  vereinigt. 

7.  Vier  Ebenen,  die  nicht  durch  denselben  Punkt  gehen, 
zerlegen  den  Raum  in  acht  Teile.  Wir  begnügen  uns  damit,  den 
Beweis  in  dem  Falle  durchzuführen,  dafs  je  drei  der  gegebenen 
Ebenen  einen  eigentlichen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Es  seien 
dies  die  Punkte  Ol,  O»,  O3,  O4.  Die  Gerade  O1O2  wird  durch 
die  Punkte  Oi  und  O«  in  eine  endliche  und  eine  unendliche 
Strecke  zerlegt;  die  erstere  bezeichnen  wir  mit  OiOj,  die  letz- 
tere mit  Ö,  Oj.  Entsprechende  Bezeichnungen  führen  wir  für 
jede  Kante  OiOx  ein,  wo  wir  unter  /,  x  zwei  verschiedene 
Marken  der  Reihe  1,  2,  3,  4  verstehen;  stets  soll  OiOx  die  end- 
liche, OiOx  die  unendliche  Strecke  sein,  die  in  den  Punkten  O/ 
und  Ox  begrenzt  sind. 

Nach  I  §  8,  9  (S.  51)  ist  jeder  Teil,  in  welchen  eine  Ebene 
durch  drei  gerade  Linien  zerlegt  wird,  ein  Dreieck  im  weiteren 
Sinne,  und  jedes  derartige  Dreieck  wird,  falls  seine  Eckpunkte 
eigentliche  Punkte  sind,  entweder  von  einer  oder  von  drei  end- 
lichen Strecken  begrenzt.  Unter  (Oi  Ox  Ox )  .verstehen  wir  das 
endliche  Dreieck  mit  den  Eckpunkten  O« ,  Ox,  Ox;  dagegen  soll 

das  Dreieck  (0*0x0;.)  von    der  endlichen  Strecke  OiOx  und 

den  unendlichen  Strecken  O*  O;.  und  Ox  Öa  eingeschlossen  werden. 

Jetzt  beweisen  wir  den  Satz; 

Jeder  Teil,  in  den  der  Raum  durch  vier  Ebenen  zerlegt  wird, 
wird  von  vier  Dreiecken  begrenzt;  in  Bezug  auf  diese  Dreiecke 
sind  drei  Fälle  möglich:  entweder  a)  sind  sie  alle  endlich,  oder 
b)  eins  ist  endlich  und  die  drei  andern  unendlich,  oder  c)  die 
vier  Dreiecke  sind  unendlich. 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  davon, 
dafs  jeder  Teil,  in  welchen  die  Ebene  durch  drei  gerade  Linien 
zerlegt  wird,  als  Dreieck  aufgefafst  werden  kann.  Um  den  zweiten 
Teil  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  der  Grenze  gehörten  zwei 
endliche  Dreiecke  an.  Dann  liegen  auf  der  Grenze  auch  fünf 
endliche  Strecken;  da  aber  die  Zahl  der  Kanten  gleich  sechs  ist, 
so  könnte  höchstens  eine  unendliche  Strecke  bei  der  Einschliefsung 
der  beiden  andern  Dreiecke  vorkommen.   Das  ist  aber  unmöglich; 
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also  sind  auch  die  beiden  andern  Grenzdreiecke  endlich.  (Wenn 
z.  B.  die  beiden  endlichen  Dreiecke  O^OsOi  und  O1O3O4  der 
Grenze  angehören,  so  liegen  auf  der  den  Raumteil  begrenzenden 
Gesamtfläche  die  fünf  endlichen  Kanten  O2O3,  O^Oi,  O3O4, 
OiOs  und  O1O4;  es  kann  sich  also  nur  noch  fragen,  ob  die 
beiden  andern  Dreiecke  als  letzte  Seite   die  Strecke  OiOj  oder 

die  Strecke  OiOj  haben;  da  aber  ein  Dreieck  entweder  keine 
oder  zwei  unendliche  Seiten  besitzen  mufs,  so  ist  auch  die  end- 
liche Strecke  OiO»  eine  Seite  der  fehlenden  Dreiecke.)  Somit 
ist  die  Zahl  der  endlichen  Dreiecke  gleich  vier  oder  gleich  eins 
oder  gleich  null. 

8.  Hiernach  übersieht  man  unmittelbar  die  Zahl  der  Teile, 
in  welche  der  Raum  durch  die  vier  Ebenen  zerlegt  wird.  Offenbar 
giebt  es  nur  einen  Raumteil,  der  von  vier  endlichen  Dreiecken 
eingeschlossen  wird;  es  ist  dies  das  Innere  des  Tetraeders.  Soll 
dagegen  der  Raumteil  durch  drei  unendliche  und  ein  endliches 
Dreieck  begrenzt  werden,  so  kann  man  das  letztere  auf  jeder  der 
vier  Ebenen  annehmen.  Wenn  0^0304  das  endliche  Dreieck 
ist,  so  gehört  jede  seiner  Seiten  noch  einer  andern  Seitenfläche 
an.  Jede  dieser  Flächen  besitzt  aber  zwei  unendliche  Seiten;  es 
sind  das  diejenigen  Strecken,  welche  nach  dem  dritten  Eckpunkte 
Ol  gehen.     Demnach  gehören  der  Grenze  die  endlichen  Kanten 

O2O3,  0^04,  O3O4  und  die  unendlichen  Kanten  ÖiO^,  Ö|Ös, 

O1O4    an;    der    Raumteil    wird    von    dem    endlichen    Dreiecke 

(O2O8O4)  und  den  drei  unendlichen  Dreicken  (OjOjOi ),  (O2O4Ö1 ) 

und  (OSO4O1)  eingeschlossen.  Offenbar  erhalten  wir  vier  der- 
artige Teile  des  Raumes. 

Wir  fragen  uns  jetzt,  wie  die  Raumteile  beschaffen  sind,  auf 
deren  Grenze  keine  endlichen  Dreiecke  liegen.  In  diesem  Falle 
enthält  jedes  Grenzdreieck  eine  endliche  und  zwei  unendliche 
Seiten.  Kommt  Oi  O2  unter  den  endlichen  Seiten  vor,  so  dürfen 
die  beiden  Dreiecke,  welche  diese  Kante  gemeinschaftlich  haben, 
keine  weitere  endliche  Kante  besitzen.  Auf  der  Grenze  des  Raum- 
teils liegen  daher  die  unendlichen  Strecken  ÖiOj,  O1O4,  O^Os, 

Ö2Ö4.  Dann  müssen  aber  die  beiden  andern  Dreiecke,  von 
denen  das  eine  seine  Eckpunkte  in  0|,  O3  und  O4,  das  andere 
in  O^,  O3,  O4  hat,  noch  eine  endliche  Kante  besitzen;  das  kann 
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nur  die  Kante  Os04  sein.  Der  Raumteil  wird  also  von  den  un- 
endlichen Dreiecken  (OiOjÖs^),  (0,0*07),  (030407),  (0.,04ÖV) 
eingeschlossen.  Solcher  Raumteile  giebt  es  drei,  da  wir  das  Paar 
O1O2,  O3O4  durch  Ol  Ob,  O2O4  und  durch  OiOi,  O.O»  er- 
setzen können. 

9.  Dafs  die  Lehre  von  den  Doppelverhältnissen  bei  der  Hin- 
zunahme der  uneigentlichen  Gebilde  des  Raumes  ungeändert  bleibt, 
bedarf  nach  der  eingehenden  Besprechung  der  ähnlichen  Be- 
ziehungen für  die  Ebene  (I  9  S.  53)  keiner  besondern  Erläuterung. 
Wenn  wir  z.  B.  den  Satz,  dafs  alle  geraden  Linien  durch  vier 
Ebenen  eines  Büschels  nach  demselben  Doppelverhältnis  geschnitten 
werden,  als  allgemein  gültig  beweisen  wollen,  so  haben  wir  nur 
noch  den  Fall  zu  erledigen,  dafs  die  Transversale  einer  der  vier 
Ebenen  parallel  ist,  ohne  zur  Kante  parallel  zu  sein.  In  diesem 
Falle  braucht  man  aber  nur  durch  die  Transversale  und  einen 
Punkt  der  Axe  eine  Ebene  zu  legen,  um  den  Satz,  dafs  wir  jetzt 
dasselbe  Doppelverhältnis  erhalten,  auf  den  in  §  9,  4  bewiesenen 
Satz  zurückzuführen. 

10.  Es  ist  noch  nachzuweisen,  dafs  vier  Ebenen,  welche  ein- 
ander parallel  sind,  also  dieselbe  unendlichferne  Kante  besitzen, 
von  allen  sie  durchschneidenden  Geraden  nach  demselben  Doppel- 
verhältnisse geschnitten  werden.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt 
für  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Transversalen  auf  die  in  I  §  9,  6 
angegebene  Weise.  Wenn  aber  die  Transversalen  zu  einander 
windschief  sind,  so  nehme  man  eine  dritte  hinzu,  welche  je  mit 
einer  von  ihnen  in  einer  Ebene  liegt,  etwa  der  einen  parallel  ist 
und  die  andere  schneidet. 

Übungen : 

1)  a)  Vier  harmonische  Ebenen,  welche  durch  dieselbe  eigent- 
liche Kante  hindurchgehen,  werden  von  einer  Geraden  durch- 
schnitten, welche  zu  einer  dieser  Ebenen  parallel  ist;  wie  liegen 
die  drei  eigentlichen  Schnittpunkte  zu  einander.^ 

b)  Die  vier  Ebenen  werden  von  einer  Ebene  durchschnitten, 
welche  zur  gemeinsamen  Kante,  aber  nicht  zu  einer  der  Ebenen 
parallel  ist;  wie  liegen  die  Schnittlinien  zu  einander? 

c)  Die  vier  Ebenen  werden  von  einer  Ebene  geschnitten, 
welche  zu  einer  unter  ihnen  parallel  ist;  die  gegenseitige  Lage 
der  Schnittlinien  soll  angegeben  werden. 
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2)  Man  unterscheidet  Strahlenbüschel  mit  einem  eigentlichen 
und  einem  uneigentlichen  Mittelpunkte,  sowie  Ebenenbüschel  mit 
einer  eigentlichen  und  einer  uneigentlichen  Geraden  als  Axe, 
endlich  Punktreihen  auf  einer  eigentlichen  und  einer  uneigent- 
lichen Geraden  als  Träger;  man  charakterisiere  die  einzelnen 
Arten. 

3)  Indem  man  dem  Räume  die  uneigentlichen  Punkte  beilegt 
und  ihn  somit  im  Unendlichfernen  als  zusammenhangend  be- 
trachtet, sollen  die  Teilungen  angegeben  werden,  welche  ent- 
stehen : 

a)  durch  drei  einander  parallele  Ebenen, 

b)  durch  zwei  parallele  und  die  unendlichferne  Ebene, 

c)  durch  drei  Ebenen,  welche  sich  paarweise  in  parallelen 
Geraden  schneiden, 

d)  durch  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidende  und  die 
unendlichferne  Ebene, 

e)  durch  vier  Ebenen,  welche  paarweise  parallel  sind. 

S7. 
Die  Quotienten  der  Koordinaten  als  Doppelverhältnisse. 

1.  Denjenigen  Punkt,  für  den  die  vier  Koordinaten  Xi,  x^, 
X3,  X4  denselben  Wert  haben,  nennen  wir  den  Einheitspunkt 
des  Systems.  Bezeichnen  wir  die  von  diesem  Punkte  auf  die 
Koordinatenebenen  gefällten  Senkrechten  mit  ei,  ej,  es,  ei,  so 
ist  (nach  §  5,  1)  xi  =^ie,,  x^— ^^e«,  xz  =  fi^Cty  Xi^^^Ci, 
also  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(1)      /iiCi  =fiit^  =//3e3  =^"464. 

Wenn  für  einen  Punkt,  von  dem  aus  die  Senkrechten  pi, 
P/>  Psj  Pi  auf  die  Koordinatenebenen  gefällt  sind,  pi  :  p4  ==^4  :^i 
sein  soll,  so  mufs  der  Punkt  auf  einer  gewissen  Ebene  liegen,  die 
leicht  gefunden  werden  kann,  sobald  man  die  Werte  von  fii  und 
(i.i  kennt.  Demnach  kann  der  Einheitspunkt  als  der  (eigentliche 
oder  uneigentliche)  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  ^ipi  ■— A«4P4, 
fiiPi  ==iM4p4,  ^8p3  =  ^4p4  oder  der  Ebenen  Xi  =«X4,  x,  =«  x^, 
X3  =  X4  gefunden  werden.  Dieser  Punkt  gehört  auch,  unabhängig 
davon,  ob  er  ein  eigentlicher  oder  uneigentlicher  Punkt  ist,  den 
Ebenen  ^ip,  ^^fi^Pi^  fiipt  — /«sPs,  PjjP^  ^^i^sPs  (oder  den  Ebenen 
Xi  =»X2,  Xi  =»xs,  X8=»xs)  an. 
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2.  Umgekehrt  können  wir  jeden  Punkt,  der  nicht  auf  einer 
Koordinatenebene  liegt,  zum  Einheitspunkte  wählen  und  dann  die 
Verhältnisse  der  Koordinaten  für  jeden  Punkt  bestimmen.  Wir 
beweisen  den  Satz  vorläufig  nur  unter  der  Annahme,  dafs  sowohl 
die  Eckpunkte  des  Koordinatentetraeders  wie  der  Einheitspunkt 
eigentliche  Punkte  sind.  Dann  können  wir  auf  die  Seiten  des 
Tetraeders  die  Senkrechten  ei,  e«,  es,  e*  fällen.  Nach  (1)  müssen 
die  vier  Produkte  a'i^i,  f^t^i,  ^»Cs,  ^4e4  einander  gleich  sein; 
den  gemeinschaftlichen  Wert  können  wir  noch  willkürlich  wählen 
und  dann  die  Koefficienten  ^i,  ^j,  fi^^  {a^  eindeutig  bestimmen. 
Wir  können  aber  vermittelst  der  Gleichungen  (1)  die  Verhältnisse 
dieser  vier  Koefficienten  berechnen  und  finden  somit  für  jeden 
Punkt  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  X|,  x*,  xj,  x^.  Somit 
gilt  der  Satz: 

Kennt  man  das  Koordiiiatentetraeder  und  den  Ein- 
heitspunkt, so  können  die  Verhältnisse  der  Koordinaten 
für  jeden  Punkt  ermittelt  w^erden. 

3.  Es  ist 

(2)     -V  =  ^^^  =  Pl  :  ff^  _  Pi  :  ?1. 
xt      fiiPi      Pj  '  fii       p«  '  eg 

Hier  ist  pi  die  vom  Punkte  (X1...X4)  auf  die  Ebene  08  0s04 
und  p»  die  von  demselben  Punkte  auf  die  Ebene  O1O3O4  ge- 
fällte Senkrechte.  Auf  dieselben  beiden  Ebenen  sind  vom  Ein- 
heitspunkte E  die  Senkrechten  et  und  ei  gefällt. 

Demnach  stellt  der  Bruch 

Pl  :  ?»_ 

das  Poppelverhältnis  dar,  nach  welchem  der  von  den  Ebenen 
OfOsO*  undOiOsOi  gebildete  Winkel  durch  diejenigen  beiden 
Ebenen  geteilt  wird,  welche  durch  ihre  Kante  und  je  einen  der 
Punkte  P  und  E  gelegt  werden  können.     Es  ist  also 

(2)    '^— (0304:0,  Ol  PE). 

Wir  wollen  diesen  Satz  auch  in  anderer  Weise  aussprechen. 
Zu  dem  Ende  nennen  wir  die  vier  Koordinatenebenen  I,  II,  III, 
IV.  Durch  die  Schnittlinie  OjOi  der  Ebenen  I  und  II  legen  wir 
eine  Ebene  ün,  die  den  Punkt  P,  und  eine  Ebene  £1«,  die  den 
Punkt  E  enthält.    In  ähnlicher  Weise  bestimmen  wir  die  Ebenen 
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77,3,  Z7i4,  /7i3,   /7i4,   /734  und  die  Ebenen  K^^,  £,4,   A%s,  £^4, 
Eil.     Dann  gelten  die  Beziehungen; 

(3)     ^^  -  (I II  /7,,  A\, ),  .  .  .  "^  -  (III IV  //s4  4:34). 

Xi  X4 

Die  Kante  OiOx  möge,  wo  £,  x  irgend  zwei  Marken  aus 
der  Reihe  1,  2,  3,  4  sind,  die  Ebene  Ilix  in  einem  Punkte  P,r 
und  die  Ebene  Etx  in  einem  Punkte  Etx  treffen;  alsdann  besteht 
die  Gleichung: 

4.  Einheitsebene  nennen  wir  diejenige  Ebene,  für  welche 
die  Koordinaten  Ui,  u^,  U;,,  U4  denselben  Wen  haben.  Diese 
Ebene  hat  in  den  Punktkoordinaten  die  Gleichung: 

Xl    +  X«   +  Xs   4-  X4  =  0. 

Sie  schneidet  demnach  die  Kante  OiO^  in  einem  Punkte: 

X3  =  X4  «s  0,  Xi  -}"  Xv  =  0. 

Diejenige  Ebene,  welche  durch  die  Kante  O3O4  und  den 
Einheitspunkt  geht,  hat  nach  1.  die  Gleichung: 

Xi  —  X2  «»  0. 

Nun  liegen  (nach  §  5,  4)  die  vier  Ebenen 

xi  =»  0,  X2  —  0,  Xi  +  X2  =»  0,  Xi  —  x^  =  0 
harmonisch;  sie  schneiden  also  auch  die  Kante  0|0j  in  vier 
harmonischen  Punkten.  Den  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  Xi — X2«»0 
haben  wir  soeben  schon  mit  Ei»  bezeichnet;  wir  nennen  den 
Schnittpunkt  mit  der  Ebene  Xi  +  x^  =  0  (und  demnach  auch  mit 
der  Ebene  Xi  +  Xg  +  Xs  +  X4  =»  0)  Ei ,'.  Dann  liegen  die  Punkte 
E]s  und  El  2'  zu  den  Punkten  Oi  und  O^  harmonisch.  Demnach 
schneidet  die  Einheitsebene  jede  Kante  0*0;?  in  einem  Punkte 
Etse'y  der  in  Bezug  auf  die  Punkte  O*  und  Ox  zu  dem  vorhin 
eingeführten  Punkte  Eix  harmonisch  liegt. 

Umgekehrt  können  wir  auf  der  Kante  OiO^  den  zu  Ei^ 
harmonischen  Punkt  Et» ,  auf  OiOs  den  zu  Eis  harmonischen 
Punkt  E13'  und  auf  OiO^  den  zu  Ei 4  harmonischen  Punkt  E14' 
bestimmen.  Die  durch  diese  drei  Punkte  gelegte  Ebene  hat  die 
Gleichung: 

Xi  +  xj  +  X3  +  X4  =  0, 
wie  man  auf  folgende  Weise  sieht: 

Für  X3  =8X4=0  mufs  ihre  Gleichung  übergehen  in  Xi  +x,=«0, 
also   müssen   Xi    und  x^    denselben  KoetHcienten  haben;    da  die 
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Gleichung  für  x^  ==»  x^  =  0  in  Xj  +  ^3  =«  0  und  für  X2  =  X3  =  0 
in  Xi  +  X4  =-»  0  übergeht,  so  müssen  die  vier  Koefficienten  den- 
selben Wert  haben;  sie  ist  also  die  Einheitsebene. 

Hätte  man  dieselbe  Konstruktion  für  irgend  drei  andere,  in 
einem  Eckpunkte  zusammenstofsende  Kanten  durchgeführt,  so 
wäre  man  zu  derselben  Ebene  gelangt;  daher  gilt  der  Satz: 

Sucht  man  auf  jeder  Kante  eines  Tetraeders  den 
Schnittpunkt  mit  der  durch  die  gegenüberliegende 
Kante  und  einen  festen  Punkt  gelegten  Ebene  und  be- 
stimmt denjenigen  Punkt,  welcher  zu  diesem  Schnitt- 
punkte in  Bezug  auf  die  in  der  Kante  gelegenen  Eck- 
punkte harmonisch  liegt,  so  erhält  man  sechs  Punkte, 
welche  in  einer  Ebene  liegen. 

Diejenige  Ebene,  welche  dem  festen  Punkte  gegenüber  die 
in  diesem  Lehrsatze  angegebene  Lage  hat,  nennen  wie  die  Har- 
mohikalebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  Tetraeder. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  nur  dann  die  Bedingung  für  das 

Zusammenfallen  eines  Punktes  (x)  und   einer  Ebene  (u)  in  der 

Form: 

XiUi  +  xoUj  +  X3U8  -f-  X4U4  =^  0 

ausgedrückt  werden  kann,  wenn  die  Einheitsebene  die  Harmonikai- 
ebene zum  Einheitspunkte  in  Bezug  auf  das  Koordinaten-Tetraeder 
ist.  Umgekehrt  genügt  aber  auch  diese  Lage,  damit  die  Be- 
dingungsgleichung die  angegebene  Form  erhält.  Wir  können 
daher  sagen: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  Punkt- 
und  Ebenenkoordinaten  zusammengehören,  besteht  darin,  dafs 

a)  beiden  Systemen  dasselbe  Tetraeder  zu  Grunde  liegt, 

b)  die  Einheitsebene  die  Harmonikaiebene  des  Einheitspunktes 
für  das  Koordinaten-Tetraeder  ist. 

5.  Es  sollen  ^1,  v^^  v^,  v^  wieder  die  vier  eingeführten 
Koefficienten  sein,  und  mit  61,  t^y  ^3,  €4  sollen  die  Senkrechten 
bezeichnet  werden,  welche  von  den  Punkten  Oi,  O^,  O3,  O4  auf 
die  Einheitsebene  gefällt  werden  können.     Dann  raufs  sein: 

(5j       n^i    =  V^b^    =  V^t^    =  J^4f4. 

Sind  wieder  Ui,  u^,  U3,  U4  die  Koordinaten  einer  beliebigen 
Ebene  und  ri,  r«,  rs,  r4  die  von  den  Punkten  Oi,  O^,  Os,  O4 
auf  sie  gefällten  Senkrechten,  so  ist: 
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also: 

Ul  ^  »Mji  ^  ^  .  »'s  ^  n  .  «i^^ 

U2       v^Vf       rj   '  i'i       Tj  '  e« 

Die  Einheitsebene  wird  von  den  einzelnen  Kanten  in  den 
Punkten  Eis',  Eis'  ...  Ej 4'  getroffen,  die  wir  bereits  oben  ein- 
geführt haben;  die  Schnittpunkte  der  Kanten  mit  der  Ebene 
(ui,  ug,  U3,  U4)  mögen  mit  Qj,  Qb  .  .  .  C34  bezeichnet  werden. 

ri      €1 
Dann   stellt  der  Quotient  —  :  —  das  Doppelverhäitnis   der   vier 

Punkte  (OiOjCijE^j')  dar;  somit  ist: 

^  =  (0^0,C„Ei,) 

und  entsprechend: 

(6)     ui  :  U3  —  (OiOsCiaEia')  .  .  .  U3  :  U4  «»  (O3O4CS4E34'). 

Sind  Ul,  Uj,  Ua,  U4  die  Koordinaten  einer  Ebene,  so 
stellt  der  Bruch  u*  :  ux  das  Doppelverhältnis  dar,  nach 
welchem  die  Kante  OtOx  des  Tetraeders  durch  die  Ebene 
(ui  .  .  .  U4)  und  die  Einheitsebene  geteilt  wird. 

6.  Die  Verhältnisse  der  Koordinaten  xi  .  .  .  X4  können  für 
jeden  eigentlichen  und  uneigentlichen  Punkt  in  doppelter  Weise 
gefunden  werden,  nämlich  erstens,  indem  man  von  der  oben 
(§  ^y  1)  gegebenen  Definition  ausgeht,  und  zweitens,  indem  man 
neben  dem  Koordinaten -Tetraeder  auch  den  Einheitspunkt  zu 
Grunde  legt.  Um  nach  der  ersten  Methode  für  einen  Punkt  P, 
der  nicht  in  der  Ebene  X4  =«  0  liegt,  das  Verhältnis  xi  :  X4  zu 
finden,  legt  man  durch  die  Axe  OjOg  die  Ebene,  welche  den 
Punkt  P  enthält.  Das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  der  von 
den  Ebenen  Xi  =  0  und  X4  =«  0  begrenzte  Keil  durch  die  neue 
Ebene  geteilt  wird,  sei  gleich  öi. 

In  gleicherweise  möge  der  Keil  (O^OgO^,  O^O^Oj)  durch 
die  Ebene  O^OgP  nach  dem  Verhältnisse  <Jj  und  der  Keil 
(OiOgO^,  O^OgOg)  durch  O^OgP  nach  dem  Verhältnisse  Ö3 
geteilt  werden.     Ferner  sei 


^1<^1 f^2<^2 f^3^' 


3 


^1'         „         "*  ^2>         „  ^3' 


^4  f^i 
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Dann  ist: 

Xj  Xj  Xs 

X^  X^  X4 

Jetzt  wird  aber  auch,  wie  man  leicht  sieht,  der  Keil 

(0,030,,      O.OgOj 

durch  die  Ebene  O3O4P  nach   dem  Verhältnisse  0^  :  ö,  geteilt; 
somit  ist: 

^1  •  ^2  ^=  Tj  :t2>  Xj  :x3  =^ Tj  :t3,  x,  :Xg  =■■  z^  •  ^3- 

Sollte  der  Punkt  in  der  Ebene  x,  «» 0,  aber  etwa  nicht  in 
der  Ebene  xs«»0  liegen,  so  bestimme  man  in  gleicher  Weise 
die  Verhältnisse  Xi:x8  undxj:x3. 

Die  zweite  Methode  benutzt  den  Einheitspunkt.  Man  legt 
durch  eine  jede  Kante  die  beiden  Ebenen,  von  denen  die  eine 
nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte,  die  andere  nach  dem  Ein- 
heitspunkte geht;  das  Doppelverhältnis  zwischen  diesen  beiden 
Ebenen  und  den  durch  die  Kante  gehenden  Seiten  des  Tetraeders 
stellt  das  Verhältnis  der  entsprechenden  Koordinaten  dar.  Auch 
jetzt  sind  von  den  sechs  auf  diese  Weise  erhaltenen  Verhältnissen 
nur  drei  von  einander  unabhängig. 

7.  Umgekehrt  läfst  sich  nach  beiden  Methoden  ein  einziger 
Punkt  finden,  dessen  Koordinaten  gegebene  Verhältnisse  bilden, 
für  den  also  bei  gegebenen  Werten  von  g^,  g,,  gg,  g,  die  Be- 
ziehungen gelten:  x^  :  x^  :  Xg  :  x,  =  g,  :  §2  ^  I3  :  §4-  Beidemale 
erhalten  wir  sechs  Ebenen,  auf  denen  der  gesuchte  Punkt  liegen 
mufs,  und  diese  Ebenen  gehen  regelmäfsig  durch  einen  eigent- 
lichen oder  uneigentlichen  Punkt  hindurch. 

Die  Lage  eines  jeden  Punktes  ist  also  durch  die 
Verhältnisse  seiner  Koordinaten  eindeutig  bestimmt. 

8.  Dasselbe  gilt  von  den  Ebenen  des  Raumes.  Die  Verhält- 
nisse der  Koordinaten  Ui  .  .  .  U4  liefern  uns  auf  jeder  Kante  des 
Koordinaten-Tetraeders  einen  Punkt  der  Ebene,  mag  man  von 
der  ursprünglichen  Definition  der  Gröfsen  Ui  .  .  .  U4  ausgehen 
oder  den  in  5.  bewiesenen  Satz  benutzen.     Da 

"1=^1^1^  "2— »^2^2,  U3=i;gr3,  u,  =«i;,r4 
ist,  der  Bruch  r^  :  r,  uns  aber  das  Verhältnis  angiebt,  nach  wel- 
chem die  Strecke  O^O^  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen 
Ebene  geteilt  wird,  so  ist  dieser  Schnittpunkt  bekannt,  sobald  die 
Koefficienten  r^,  v^   und  das  Verhältnis  Uj  :  u,   gegeben  sind. 

Killiog,  Lehrbach  der  «niilyt.  Geometrie.    IL  4 
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Fassen  wir  aber  den  Quotienten  Ui  :  u^  als  das  Doppelverhältnis 
auf,  in  welchem  die  Endpunkte  der  Kante  Oi  O»  zu  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  zu  bestimmenden  Ebene  und  der  Einheitsebene 
stehen,  so  erhalten  wir  wiederum  einen  bestimmten  Schnittpunkt. 
Die  sechs  auf  diese  Weise  gefundenen  Punkte  liegen  aber  in 
einer  Ebene. 

9.  Hiernach  ist  es  angebracht,  bei  den  Untersuchungen  nur 
die  Verhältnisse  der  Koordinaten  zu  benutzen.  Dann  müssen 
aber  auch  alle  vorkommenden  Gleichungen  nicht  von  den  Koordi- 
naten selbst,  sondern  nur  von  ihren  Verhältnissen  abhängig  sein ; 
sie  dürfen  sich  also  nicht  ändern,  wenn  man  die  vier  Variabein 
mit  derselben  Gröfse  multipliziert.  Eine  Gleichung  zwischen  ver- 
änderlichen Gröfsen,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  alle 
Veränderlichen  mit  einer'  beliebigen  Gröfse  p  multipliziert,  heifst 
eine  homogene  Gleichung. 

Eine  homogene  Gleichung  zwischen  den  vier  Variabein  x, , 
Xa,  Xs,  X4  kann  für  alle  von  null  verschiedenen  Werte  von  X4 
in  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  Variabein  xi  :  X4,  xs  1x4, 
Xs  :  X4  verwandelt  werden.  Man  könnte  daher  versucht  sein, 
statt  der  vier  Variabein  Xi  .  .  .  X4  die  drei  neuen  Variabein  ein- 
zuführen. Da  aber  die  hierfür  erhaltene  Gleichung  nicht  unmittel- 
bar für  die  Punkte  der  Ebene  X4  ^=  0  angewandt  werden  kann, 
ist  es  meistens  besser,  die  vier  Variabein  beizubehalten. 

10.  Dementsprechend  sehen  wir  in  allen  folgenden  Unter- 
suchungen von  den  wahren  Werten  der  Koordinaten  ab  und 
beachten  nur  ihre  Verhältnisse.  Unter  dem  Zeichen  (xi,  x»,  X3,  X4) 
verstehen  wir  den  Punkt,  dessen  Koordinaten  sich  wie  die  Gröfsen 
xi,  xj,  Xg,  X4  verhalten.  Die  in  §  5,  1  bestimmten  Gröfsen  Xi, 
X2,  Xs,  X4  dürfen  daher  noch  mit  einer  ganz  beliebigen,  von  null 
verschiedenen  Gröfse  q  multipliziert  werden.  Mit  andern  Worten, 
wir  verlangen  nicht,  dafs  die  vier  dort  eingeführten  KoefEcienten 
konstante  Werte  haben,  sondern  nur,  dafs  diese  Gröfsen  in  einem 
konstanten  Verhältnisse  zu  einander  stehen. 

Ebenso  wollen  wir  bei  Ebenenkoordinaten  nicht  die  wahren 
Werte,  sondern  nur  die  Verhältnisse  in  Betracht  ziehen.  Das 
Symbol  (ui,  Ug,  Us,  U4)  zur  Bestimmung  einer  Ebene  soll  nur 
angeben,  dafs  die  Koordinaten  im  Verhältnisse  Ui  :  u«  :  Us  :  U4 
stehen.     Statt  demnach,  wie  wir  in  §  5,  1  gefordert  haben,  die 
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Senkrechten  r, ,  r»,  rs,  r4  mit  festen  Konstanten  i'i,  rj,  rj,  }\ 
zu  multiplizieren,  brauchen  wir  von  jetzt  an  nur  zu  verlangen, 
dafs  diese  Koefficienten  feste  Verhältnisse  zu  einander  haben. 

Bei  den  neuen  Bestimmungen  ändern  sich  die  Bedingungen 
dafür  nicht,  dafs  die  Punkt-  und  die  Ebenen-Koordinaten  zusammen- 
gehören, weil  die  Gleichungen 

fiiVyhi  —  fiiPt^h  —  ^s^shs  —  iMjt^ihi 
sowohl  in  den  fii  ...  ^4,  als  in  den  i^i  .  .  .  r«  homogen  sind. 

Indem  wir  diese  Festsetzungen  festhalten,  dürfen  wir  nur 
solche  Gleichungen  benutzen,  welche  sowohl  in  den  Punkt-  als 
in  den  Ebenen-Koordinaten  homogen  sind;  aus  diesem  Grunde 
nennen  wir  diese  Koordinaten  selbst  homogene  Koordinaten. 

Übungen : 

1)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  in  §  5,  1  eingeführten 
Koefficienten  (ii  .  .  ,  /i^  und  r^  .  .  .  r^  zu  einander,  wenn  der 
Einheitspunkt 

a)  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  eingeschriebenen 
Kugel  und 

b)  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  ist? 

2)  Um  die  Lage  eines  Punktes  P  zu  bestimmen,  setze  man 
fest,  dafs  die  vier  Strecken  xi  «— PPi,  X2  —  PPg,  xj  — »  PPs, 
X4  -■  PP4  unter  demselben  Winkel  gegen  die  Koordinatenebenen 
geneigt  sind. 

a)  Wie  findet  man  den  Punkt,  wenn  die  Winkel  selbst  un- 
bekannt sind? 

b)  Was  bleibt  ungeändert,  wenn  der  Winkel  sich  von  Punkt 
zu  Punkt  willkürlich  ändert? 

c)  Welches  ist  der  Einheitspunkt  bei  dieser  Festsetzung? 

3)  a)  Welche  Änderungen  gehen  mit  den  Koordinaten  Xi, 
Xj,  Xs,  X4  vor  sich,  wenn  man  das  Koordinaten-Tetraeder  un- 
geändert läfst,  aber  dem  Einheitspunkte  eine  beliebige  andere  Lage 
giebt? 

b)  Wie  ändert  sich  die  Gleichung  aiXi  -}-  ^»x»  +  asXj  + 
34X4  »bO  bei  blofser  Änderung  des  Einheitspunktes? 

c)  Welche  Änderung  erleidet  hierbei  die  quadratische  Glei- 
chung 2^ai;pXtXjr  —  0?  Wie  wird  hierdurch  die  Determinante 
aus  den  Koefficienten,  wie  die  Unterdeterminante  S±3in^2i^39y 
wie  die  Unterdeterminante  ana^s — ai^asi  geändert? 

4* 
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4)  a)  Welche  Bedingungen  müssen  zwischen  den  KoeiEcientea 
^li  ^2)  ^89  ^1  und  bi,  bf,  bs,  b«  bestehen,  damit  die  Formen 
ajxj +ajx3 +a8X§+a4x|  und  b^yf  +  b,yH- bjyf  +  b,x| 
durch  blolse  Änderung  des  Einheitspunktes  in  einander  übergeführt 
werden  können? 

b)  Wann  kann  die  Form  a^xf  +  a,x| -|- ajxf  +  a^x|  auf 
die  Form  yj  -l-y|  +  y|  +y|,  wann  auf  die  Form  yf  +  yl  - 
y| — y|  gebracht  werden? 

5)  a)  Es  seien  gj,  g^,  gg,  g^  die  Koordinaten  der  unendlich- 
fernen Ebene;  man  soll  die  Bedingung  angeben,  unter  welcher 
der  Punkt  (xi  ...  X4)  ein  uneigentlicher  Punkt  ist. 

h)  Welchen  Bedingungen  genügen  jetzt  die  Koordinaten  der 
auf  der  Ebene  a^x^  +  a^x^  +^3X8  +^4^^  «-O  gelegenen  un- 
endlichfernen Geraden? 

c)  Man  bestimme  die  Koordinaten  für  den  unendlichfernen 
Punkt  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

a^Xi  +  a^x,  -f  agXg  -f-  a^x^  =  0  und 
b^Xi  +  bgX,  +  bjXj  +  b^x^  —  0. 

d)  Welche  Gleichung  hat  die  Ebene,  welche  durch  den  Punkt 
(x)  parallel  zur  Ebene  a^x^  +  .  .  .  -|-  a^x^  =»  0  gelegt  werden 
kann  ? 

e)  Man  gebe  die  Gleichungen  für  diejenige  gerade  Linie  an, 
welche  parallel  zu  der  Schnittlinie  der  in  c)  angegebenen  Ebenen 
durch  den  Punkt  (x')  gezogen  werden  kann. 

§8- 
Specielle  Koordinatensysteme. 

1.  Wir  haben  im  zweiten  Paragraphen  angenommen,  dafs 
die  vier  Eckpunkte  des  Koordinaten-Tetraeders  eigentliche  Punkte 
sind;  nur  bei  dieser  Annahme  dürfen  wir  die  Koordinaten  eines 
Punktes  durch  die  auf  die  Seiten  des  Tetraeders  gefällten  Senk- 
rechten und  die  Koordinaten  einer  Ebene  durch  die  auf  dieselbe 
von  den  Eckpunkten  aus  gefällten  Senkrechten,  unter  Benutzung 
von  beliebig  gewählten  Koefficienten,  bestimmen.  Dagegen  bleibt 
die  Definition  durch  Doppelverhältnisse  auch  gültig,  wenn  einer 
oder  mehrere  Eckpunkte  des  Tetraeders  im  Unendlichfernen  liegen. 
Um  das  zu  erkennen,  brauchen  wir  nur  die  Ergebnisse  des  §  6 
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zu  berücksichtigen.  Vielfach  nehmen  aber  hierbei  die  Verhält- 
nisse der  Koordinaten  eine  einfachere  Bedeutung  an,  als  in  dem 
Falle,  dafs  alle  Eckpunkte  im  Endlichen  liegen.  Aus  diesem 
Grunde  wollen  wir  auf  solche  Koordinatensysteme  etwas  genauer 
eingehen. 

2.  Zunächst  nehmen  wir  an,  nur  ein  Eckpunkt  des  Tetraeders 
falle  ins  Unendlichferne.  Es  sollen  demnach  die  Punkte  Oi,  O«, 
O3  eigentliche  Punkte  sein;  dagegen  soll  der  Punkt  O4  der  un- 
endlichferne Punkt  der  drei  parallelen  Axen  OiX,  Oj^Y,  O3Z 
sein.  Um  den  Einheitspunkt  passend  zu  wählen,  tragen  wir  auf 
den  Axen  OiX,  O^Y,  O^Z  in  negativer  Richtung  der  Reihe  nach 
die  Strecken  OiEi,  O^E*,  O3E3  ab,  von  denen  jede  gleich  der 
Längeneinheit  ist.  Jetzt  lege  man  durch  Oj?,  O3,  Ej,  sowie 
durch  O3,  Ol,  E^  und  durch  Oj,  O^,  E3  je  eine  Ebene  und 
wähle  den  Schnittpunkt  E  dieser  drei  Ebenen  zum  Einheitspunkte. 
Durch  den  Punkt  P  und  jede  der  drei  Geraden  O55O3,  O3O1 
und  OiOa  lege  man  eine  Ebene;  die  erste  von  diesen  schneide 
OiX  in  P|,  die  zweite  schneide  O2Y  in  Pg,  die  dritte  schneide 
OjZ  in  P3.  Alsdann  ist  der  Bruch  Xi  :  X4  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse (OiOs  :  O4O1PE),  oder  weil  O4  der  unendlichferne 
Punkt  der  Geraden  OiX  ist  und  diese  Gerade  von  der  Ebene 
0;4  03P  in  Pi  und  von  der  Ebene  O^OsE  in  Ei  geschnitten  wird, 
gleich  dem  Bruch  OiEi  :  OiPi.     Ebenso  ist 

Xj  :  Xi  =  O^iEi  :  O^F^  und  X3  :  X4  =  O3E3  :  OjPs. 

Da  aber  die  Strecken  OiEj,  OjEs  und  OjEj  gleich  der  nega- 
tiven Längeneinheit  sind,  so  wird 

Xj  —    1         Xg  —   1         X3  -    1 

i;"ö;p;'  ^,~ö;p;'  :r,~o;p;' 

Die  reciproken  Abschnitte,  welche  die  durch  den  zu  bestim- 
menden Punkt  und  je  eine  der  drei  Geraden  OjOa,  O3O1  und 
OiOg  gelegten  Ebenen  auf  den  Axen  0,X,  O^Y  und  OsZ  ab- 
trennen, können  als  Koordinaten  des  Punktes  angesehen  werden; 
in  diesen  Gröfsen  ist  die  Gleichung  einer  jeden  Ebene  vom  ersten 
Grade. 

Nur  für  die  Punkte  der  Ebene  OiO^O»  mufs  man  die  Ver- 
hältnisse x^iXj,  XgiXj,  XgiXg  berücksichtigen;  über  ihre  Be- 
deutung brauchen  wir  nichts  mehr  zu  sagen. 
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3.  Besonderes  Interesse  gewähren  in  diesem  Falle  die  Koordi- 
naten einer  Ebene.  Der  angegebenen  Wahl  des  Einheitspunktes 
entspricht  es,  die  Einheitsebene  so  zu  wählen,  dafs  sie  die  Axen 
0,X,  0,Y,  O3Z  in  drei  Punkten  E^  E^,  E^  trifft,  für  welche 
die  Strecken  0<^^E^y  O^E^^  Os^'s  gleich  der  positiven  Längen- 
einheit sind.  Wenn  jetzt  die  zu  bestimmende  Ebene  diese  Axen 
bzw.  in  den  Punkten  F^,  F^,  T,  schneidet,  so  ist: 

u,        l^i'-'i^i^ii       ^.^O,  •  E,0^        0,E,  '  E,0, 

Der  letzte  Doppelbruch  hat  aber,  weil  der  Punkt  O^  ein 
unendlichferner  Punkt  und  die  Strecke  OiEi  gleich  der  Einheit 
ist,  den  Wert  OiFi,  Ebenso  ist  Ug  :u^  =-»Ojr,,  u«  :u4  s-OsA- 
Man  kann  also  jede  Ebene  durch  die  Abschnitte  bestimmen,  welche 
durch  dieselbe  auf  den  Axen  O^X,  O^Y,  OgZ  abgeschnitten 
werden.  Da  diese  Art  der  Bestimmung  einen  speciellen  Fall 
unserer  Tetraeder-Koordinaten  darstellt,  so  ist  bei  Benutzung  dieser 
Gröfsen  die  Gleichung  eines  jeden  Punktes  vom  ersten  Grade. 
(Schweringsche  Koordinaten.) 

Diejenigen  Ebenen,  welche  zu  der  Richtung  OiX  parallel 
sind,  werden  durch  die  angegebenen  Gröfsen  nicht  bestimmt; 
für  solche  Ebenen  mufs  man  die  Verhältnisse  u^  :  u,  :  u,  berück- 
sichtigen. 

4.  Es  ist  nicht  nötig,  die  geometrische  Bedeutung  der  Koordi- 
naten für  den  Fall  zu  ermitteln,  dafs  zwei  Eckpunkte  des  Koordi- 
naten-Tetraeders ins  ünendlichferne  fallen.  Von  praktischer 
Wichtigkeit  ist  nur  noch  der  Fall,  dafs  die  drei  Punkte  Oj,  O,,  O3 
uneigentliche  Punkte  sind  und  nur  die  Kanten  O4X  (— O4O1), 
O4Y  (=0^0^)  und  O4Z  (— O4O8)  im  Endlichen  liegen.  In 
diesem  Falle  nennen  wir  das  Dreikant  (O4  :  XYZ)  das  Koordi- 
naten-Dreikant und  fassen  jede  Ebene,  welche  zwei  seiner  Kanten 
verbindet,  als  die  der  dritten  Kante  gegenüberliegende  Koordinaten- 
ebene auf.  Wir  wählen  den  Einheitspunkt  so,  dafs  jede  Strecke, 
welche  von  ihm  aus  parallel  einer  Axe  bis  zur  gegenüberliegenden 
Koordinatenebene  gezogen  wird,  der  positiven  Längeneinheit  gleich 
ist.  Somit  schneidet  jede  Ebene,  welche  durch  den  Einheitspunkt 
parallel  zu  einer  Koordinatenebene  gelegt  wird,  von  der  nicht  in 
dieser  Ebene  enthaltenen  Axe  eine  Strecke  gleich  der  positiven 
Längeneinheit  ab.     Schneidet  also  die  durch  E  parallel  zu  O4YZ 
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gelegte  Ebene  die  Axe  O4X  in  Ei,  die  parallel  zu  O4X  gelegte 
Ebene  die  O4Y  in  Ej,  und  die  parallel  zu  O4XY  gelegte  Ebene 
die  O4Z  in  E3,  so  ist  O^E^  =«04E2  ^O^Eg  =—4-1. 

Um  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  anzugeben,  lege  man 
durch  ihn  die  Ebenen,  welche  zu  den  Koordinatenebenen  parallel 
sind,  und  bestimme  jedesmal  den  Schnittpunkt  mit  der  gegen- 
überliegenden Axe;  die  Ebene  parallel  zu  O4YZ  möge  O4X  in 
Pi,  die  Ebene  parallel  zu  O4ZX  möge  O4Y  in  P,  und  die  Ebene 
parallel  zu  O4XY  möge  O4Z  in  Ps  schneiden.  Nennen  wir  Xj, 
Xj,  Xg,  x^  die  Koordinaten  des  Punktes  P,  welche  unserer  Wahl 
des  Tetraeders  und  des  Einheitspunktes  entsprechen,  so  ist 

xi  :  X4  —  (OjOg  :  O^OiPE). 

Nun  ist  OjOg  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene  O4YZ; 
daher  sind  die  Ebenen  O^OgP  und  O^OgE  zur  Ebene  O4YZ 
parallel,  während  die  Ebene  OgOgOj  die  unendlichferne  Ebene 
ist.     Somit  ist: 

oder 

X|  :  X4  —  O4P1 , 
weil    Ol    der    unendlichferne    Punkt    der    Gerade    O4X    und 
O4E1  «—  1  ist. 

Setzen  wir  O4P1  —  x,  O4P,  «=y,  O4P3  =—z,  so  ist 
Xj  i  X4  «*  X,  Xj  *  X4  =  y,  X)  :  X4  ^=  z. 
Hiernach  sind  die  Cartesischen  Koordinaten  ein  specieller 
Fall  der  Tetraeder-Koordinaten;  man  gelangt  zu  ihnen,  indem 
man  drei  Eckpunkte  des  Tetraeders  in  der  unendlichfernen  Ebene 
annimmt  und  den  Einheitspunkt  in  einer  bestimmten  Weise  wählt. 
Statt  die  Gröfsen  x,  y,  z  durch  die  Abschnitte  auf  den  Axei^  zu 
bestimmen,  kann  man  sie  auch  gleich  den  Strecken  setzen,  welche 
vom  Punkte  aus  parallel  zu  je  einer  Axe  bis  zur  gegenüber- 
liegenden Koordinatenebene  gezogen  sind. 

5.  Die  Gröfsen  x,  v,  z  werden  für  unendlichferne  Punkte 
selbst  unendlich;  dagegen  können  ihre  Quotienten,  welche  mit 
den  Brüchen  Xi  :  x«  :  Xs  identisch  sind,  durch  endliche  Gröfsen 
dargestellt  werden.  Die  Verhältnisse  der  Gröfsen  x,  y,  z  be- 
stimmen eine  gerade  Linie,  welche  durch  den  Punkt  O4  geht. 
Demnach   kommt  die   Festsetzung  der  Verhältnisse   x  :  y  :  z   in 
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Verbindung  mit  der  Forderung  X4«»0  darauf  hinaus,  den  un- 
endlichfernen Punkt  einer  durch  O4  gehenden  Geraden  zu  be- 
stimmen. Da  man  jeden  unendlichfernen  Punkt  mit  dem  Punkte 
O4  durch  eine  gerade  Linie  verbinden  kann,  so  gelangt  man  durch 
die  angegebene  Festsetzung  zu  allen  unendlichfernen  Punkten. 

6.  Bei  der  getroffenen  Wahl  des  Einheitspunktes  schneidet 
die  Einheitsebene  die  drei  Axen  O4X,  O4Y,  O4Z  in  drei  Punkten 
Eu  E^y  Es,  für  welche  04^1  =-  04^,  =  O^E^  =  —  1  ist.  Wenn 
jetzt  die  zu  bestimmende  Ebene  dieselben  Axen  der  Reihe  nach 
in  fi,  r^y  jTs  schneidet,  so  ist 

""^-(OOrE)-^'^^  .o.E^^E.o,  .0^^, 

--(üiU4/i^i)--^^^  .  ;^04-  7\o,  •  o,r, 

Dieser  Bruch  hat  aber  den  Wert  —  1  :  O^F^,  weil  der  Punkt 
O,  der  unendlichferne  Punkt  der  Geraden  O4X  und  die  Strecke 
O^Ei  =  -  1  ist. 

Setzen  wir  Uj  :  u^  =  —  u,  Uj  :  u^  =  —  v,  Ug :  u^  »»  —  w, 
so  stellen  die  Gröfsen  u,  v,  w  die  reciproken  Strecken  dar,  welche 
auf  den  Axen  durch  die  Ebene  vom  Anfangspunkte  aus  abge- 
schnitten werden.  In  diesen  Gröfsen,  den  Plückerschen 
Koordinaten  einer  Ebene,  ist  die  Gleichung  eines  jeden 
Punktes  linear. 

7.  Die  angegebene  Bestimmung  einer  Ebene  versagt  für  jede 
Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  O4  geht.  Für  eine  solche 
Ebene  mufs  man  U4  «=■  0  setzen,  und  dann  genügen  die  Verhält- 
nisse Uj  :  Uj  :  Ug,  welche  wiederum  durch  endliche  Gröfsen  aus- 
gedrückt werden  können,  um  die  Ebene  eindeutig  zu  bestimmen. 
So  ist  der  Bruch  u^  :  Ug  für  jedes  Koordinatensystem  gleich  dem 
Doppelverhältnisse,  nach  welchem  die  Strecke  O^Og  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  zu  bestimmenden  und  der  Einheitsebene 
geteilt  wird.  Da  in  unserm  Falle  die  Kante  O^Oj  die  unendlich- 
ferne Gerade  der  Ebene  O^XY  ist,  so  ersetzt  man  dies  Doppel- 
verhältnis durch  das  von  vier  Geraden,  welche  von  einem  belie- 
bigen Punkte  aus  nach  den  vier  Punkten  der  Kante  gezogen 
werden  können.  Zu  diesem  Punkte  wählen  wir  den  Punkt  O4. 
Wir  nehmen  an,  die  zu  bestimmende  Ebene  gehe  durch  O4  hin- 
durch und  schneide  die  Ebene  O4XY  in  einer  Geraden  O4M3, 
die  Ebene  O4ZX  in  O^Mg  und  die  Ebene  O4YZ  in  04Mi.  Zu 
der  Schnittlinie  der  Einheitsebene  mit  der  Ebene  O4YZ  werde 
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durch  O4  die  Parallele  O^N^  gezogen,  und  in  entsprechender 
Weise  mögen  die  Geraden  O^Nj  und  O^Ng  bestimmt  werden. 
Dann  ist  für  eine  solche  Ebene: 

u,  :  u,  -  (O,  :  XYM3N3),  U3  :  u,  -  (O,  :  ZXM.N,), 

u,  :  Ug  ^{O^  :  YZMiNi). 

8.  Wenn  man  also  die  Möglichkeit  haben  will,  unter  Be- 
nutzung des  angegebenen  Koordinatensystems  alle  Ebenen  des 
Raumes  darzustellen,  so  kann  man  die  Verhältnisse  der  vier  Gröfsen 
Uj,  Uj,  U3,  u^  nicht  entbehren.  Es  fragt  sich  demnach,  ob  man 
nicht  auch  diesen  vier  Gröfsen  eine  selbständige  und  allgemein 
gültige  Bedeutung  beizulegen  vermag.  Um  diese  Frage  zu  beant- 
worten, gehen  wir  wieder  von  einer  Ebene  aus,  welche  nicht 
durch  den  Punkt  O^  geht,  welche  also  die  Axen  O4X,  O4Y, 
O4Z  der  Reihe  nach  in  den  drei  von  O.1  verschiedenen  Punkten 
i^j,  7^2,  r^  schneidet.  Es  sei  ferner  q  der  Abstand  des  Punktes 
O4  von  der  Ebene;  y^,  /g»  /s  seien  die  Winkel,  unter  denen 
die  Axen  O^X,  O^Y,  O^Z  gegen  die  Ebene  geneigt  sind.  Dann  ist 

(>  —  O^Ti  .  sin  7i  =  O^r,  .  sin  y^  —  O^F^  .  sin  Ys- 

Daher  gelten  auch  die  Beziehungen: 
^^     Ui 1 sin  ri    Uj 1 s[n  7j 


— , 


«i            0*^1  Q       "4  04^2  P 

u ,  1  sin  7  g 

wofern  man  die  Gröfse  q  und  die  Winkel  7^,  72,  73  in  der 
Weise  wählt,  dafs  auch  Übereinstimmung  in  den  Vorzeichen  be- 
steht.    Ist  dies  geschehen,  so  dürfen  wir  setzen: 

(2)     Uj  =  sin  7i,  U2  —  sin  7,,  U3  =  sin  73,  u^  =  q. 

Für  eine  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geht,  wird 
Q  und  damit  auch  u^  gleich  null;  auch  die  Gröfsen  7^,  7^,  73 
behalten  ihre  Bedeutung  bei.  Hiernach  ist  es  möglich,  durch  die 
Gröfsen  Uj,  Uj,  U3,  u^  jede  beliebige  Ebene  zu  bestimmen. 

9.  Um  die  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dafs  die  neuen  Werte 
der  Brüche  Uj  :  u^,  u^  :  u^,  u,  :  u^  auch  in  den  Vorzeichen 
übereinstimmen,  ersetzen  wir  die  Winkel  7^,  7,,  73  durch  ihre 
Komplementwinkel  rfj,  rf^,  rfg.  Demnach  sind  rfj,  rf,,  rfg  die 
Winkel,  welche  eine  beliebige  auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte 
mit  den  Axen  bildet,  und  es  handelt  sich  nur  darum,  die  Richtung 
festzulegen,  in  welcher  diese  Senkrechte  und  die  Koordinatenaxen 
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zu  nehmen  sind.  Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  den  einen  der 
beiden  Raumteile,  in  weiche  die  zu  bestimmende  Ebene  den  Raum 
zerlegt,  als  den  positiven,  den  andern  als  den  negativen.  Im 
positiven  Teile  ziehen  wir  eine  Halbgerade,  welche  auf  der  Ebene 
senkrecht  steht,  und  nennen  di,  d^,  6^  die  Winkel,  unter  denen 
diese  Halbgerade  gegen  die  positiven  Richtungen  der  Axen  ge- 
neigt ist.  Endlich  geben  wir  der  Senkrechten  q  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen,  jenachdem  diese  Strecke  der  Ebene 
gegenüber  im  positiven  oder  negativen  Teile  liegt.  Alsdann 
setzen  wir: 

(3)     Ui  =—  cos  dl ,  u<  =  cos  dj,  Us  =  cos  dj,  U4  s«  q. 

Bei  dieser  Wahl  werden  die  Gleichungen  (1)  auch  in  Bezug 
auf  das  Vorzeichen  befriedigt. 

Durch  eine  Vertauschung  der  positiven  und  der  negativen 
Seite  der  Ebene  erhalten  die  Gröfsen  Ui  .  .  .  U4  sämtlich  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen.  Um  volle  Eindeutigkeit  herbeizuführen, 
setzt  V.  Lilienthal  fest,  dafs  für  jede  Ebene,  welche  nicht  zur 
x-Axe  parallel  ist,  die  positive  Richtung  dieser  Axe  auch  im  posi- 
tiven Teile  des  Raumes  liegen  soll;  mit  andern  Worten,  für  eine 
solche  Ebene  soll  derjenige  Teil  dieser  Axe,  für  den  alle  Werte 
von  X  hinreichend  grofs  sind,  dem  positiven  Teile  angehören. 
Bei  Ebenen,  welche  zur  x-Axe,  aber  nicht  zur  y-Axe  parallel  sind, 
soll  die  gleiche  Forderung  für  die  y-Axe,  und  bei  Ebenen,  welche 
zur  Ebene  XOY  parallel  sind,  für  die  z-Axe  erfüllt  sein.  Dieser 
Forderung  entspricht  es,  dafs  von  den  Gröfsen  Ui,  u^,  Uj  die 
erste  nicht  verschwindende  ein  positives  Vorzeichen  erhalten  soll. 

10.  Zwischen  den  drei  Gröfsen  Ui,  Uj,  u»  besteht  eine  ge- 
wisse Beziehung.  Um  zu  derselben  zu  gelangen,  kann  man  von 
der  Gleichung  (4)  §  4,  H  (S.  25)  ausgehen.  Man  nehme  etwa 
an,  es  sei  040i  =  O4O2  =«»  O4O3  =  m,  und  lasse  m  unbegrenzt 
wachsen.  Dann  nimmt  auch  h^  proportional  m  zu,  während  ri 
ungeändert  bleibt.  Auch  die  Winkel  ändern  sich  nicht,  aber  die 
Quotienten  n  :  hi,  rj  :  h^,  r3  :  hj  nähern  sich  festen  Grenzwerten. 
Demnach  fällt  für  ein  unendlichgrofses  m  die  Gröfse  r4  ganz  aus 
und  es  bleibt  eine  Beziehung  zwischen  ri,  r«,  rs,  die  leicht  in 
eine  Gleichung  zwischen  Ui,  u^,  Ug  umgewandelt  werden  kann. 

Indessen  ist  es  nicht  nötig,  diesen  Weg  einzuschlagen.  Es 
genügt,  die  Beziehung  zwischen  U|,  u^,  Us  für  den  Fall  zu  kennen. 
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dafs  die  drei  Axen  O4O1,  O4O2,  O4OS  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Dann  stellen  aber  die  Gröfsen  Ui— cosdi,  u^^^cosdi^ 
U3  »B  cos  ds  die  Richtungscosinus  für  eine  Gerade  dar,  welche  auf 
der  Ebene  senkrecht  steht.  In  den  Anfängen  der  anal}^schen 
Geometrie  wird  aber  bewiesen,  dafs  die  Summe  aus  den  Qua- 
draten dieser  drei  Grölsen  gleich  eins  ist.  Somit  gilt  in  diesem 
Falle  die  Gleichung: 

(4)    uf+u|+u|  =  I. 

Die  in  dieser  Weise  für  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system bestimmten  Gröfsen  Ui  .  .  .  U4  heifsen  die  Hesseschen 
Koordinaten  einer  Ebene.  Ihre  Zusammengehörigkeit  mit  den 
rechtwinkligen  Canesischen  Koordinaten  x,  y,  z  tritt  besonders 
dadurch  zu  Tage,  dafs  der  Abstand  eines  Punktes  (x,  y,  z)  von 
einer  Ebene  (ui,  u<,  Us,  Ut)  auch  den  Vorzeichen  nach  durch 
die  Form 

(5)     UiX  +  u^y  +  usy  +  U4 
dargestellt  wird. 

Übungen: 

1)  In  den  Hesseschen  Koordinaten  kann  die  Gleichung  einer 
jeden  Kugel  in  der  Form  dargestellt  werden: 

aui  +  buj  +  cus  +  U4  —  ±  r, 
wo  a,   b,   c   die   rechtwinkligen    Cartesischen   Koordinaten    des 
Mittelpunktes,  r  der  Radius  und  U|  .  .  .  U4  die  Koordinaten  einer 
beliebigen  Tangentialebene  sind.     Man   gebe  die  Gleichung   des 
Berührungspunktes  der  Tangentialebene  (u/  .  .  .  U4')  an. 

2)  Welche  Ebenen  können  durch  die  Plückerschen  Koordi- 
naten nicht  dargestellt  werden?  Wie  hat  man  zu  verfahren,  um 
solche  Ebenen  unter  Anwendung  dieser  Bestimmungsgröfsen  der 
Untersuchung  zugänglich  zu  machen.^ 

3)  Man  lasse  zwei  Eckpunkte  des  Koordinaten-Tetraeders  in 
die  unendlichferne  Ebene  fallen;  speciell  nehme  man  an,  falls  0| 
und  O»  die  im  Endlichen  gelegenen,  aber  O3  und  O4  die  un- 
endlichfernen Eckpunkte  sind,  dafs  die  Ebenen  OiOjOj  und 
Ol  0*04  aufeinander  und  auf  den  Ebenen  O1O3O4  und  O2O3O4 
senkrecht  stehen.  Endlich  setze  man  fest,  dafs  die  Einheitsebene 
jede  der  Axen  O1O3,  O1O4,  O2O3,  O2O4  auf  der  negativen 
Seite  im  Abstände  gleich  eins  von  den  Punkten  Oi  und  O^ 
treflFen  soll. 
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a)  Welche  Lage  hat  jetzt  der  Einheitspunkt? 

b)  Welche  Bedeutung  haben  die  Brüche  Ui  :  Us,  u^  :  U3, 
Ui  :  U4,  U2  :  Ui  für  eine  beliebige  Ebene? 

c)  Welche  Bedeutung  haben  die  Bruche  Xi :  Xs,  Xs :  X3,  Xi :  X4, 
Xj  :  X4  für  einen  eigentlichen  Punkt? 

Ebene  Systeme  und  Strahlenbündel. 

1.  Um  Gebilde  zu  untersuchen,  die  in  einer  festen  Ebene 
liegen,  hat  man  in  der  Ebene  solche  Koordinaten  zu  benutzen, 
welche  es  ermöglichen,  die  räumlichen  Koordinaten  eines  jeden 
durch  seine  ebenen  Koordinaten  bestimmten  Punktes  unmittelbar 
anzugeben.  Das  gelingt  am  leichtesten  bei  Gebilden,  die  in  einer 
Seite  des  Koordinaten-Tetraeders  liegen.  Will  man  z.  B.  Figuren 
untersuchen,  die  in  der  Ebene  x^  =  0  liegen,  so  ist  es  am  natür- 
lichsten, die  Punkte  Ol,  O,,  O3  zu  Eckpunkten  des  Koordinaten- 
dreiecks zu  wählen  und  den  Einheitspunkt  in  den  Punkt  E4  zu 
legen,  in  welchem  die  Ebene  OiO^Oa  durch  die  Verbindungslinie 
des  Eckpunktes  O4  mit  dem  Einheitspunkte  E  getroffen  wird. 
Wenn  wir  yi,  y.^,  ys  die  auf  diese  Weise  gewonnenen  Dreiecks- 
koordinaten eines  Punktes  (xj,  x*,  xj,  0)  der  Ebene  X4  =«  0 
nennen,  so  ist 

yi  :y2-{Os  :0,OiPE). 

Zugleich  gilt  für  die  räumlichen  Koordinaten  dieses  Punktes 
die  Beziehung: 

Xi  :  X2  —  (OgO^  :  OgOiPE). 

Nun  wird  die  Ebene  O^OgOg  von  der  Ebene  O3O4P  in 
der  Geraden  OjjP  und  von  der  Ebene  OgO^E  in  der  Geraden 
O3E4  geschnitten;  daher  ist 

(O3  :  0,0,PEJ  -  (O3O,  :  0,0,PE). 

Ähnliche  Erwägungen  kann  man  für  die  Doppelverhältnisse 
anstellen,  durch  welche  die  Brüche  ys  :  yi  und  y^  :  y^  dargestellt 
werden.     Demnach  gelten  die  Gleichungen: 

X3       yg'    x^       y^'    Xj       y. 
Da   wir   bei   unsern   Untersuchungen    nur   homogene   Glei- 
chungen benutzen,  bei  denen  es  einzig  auf  die  Verhältnisse  der 
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Koordinaten  ankommt,  so  dürfen  wir  die  Koordinaten  x^,  Xj,  x, 
auch  als  die  ebenen  Koordinaten  eines  Punktes  (Xj,  x^,  Xj,  0) 
der  Ebene  x^  —  0  auffassen. 

2.  Um  daher  die  Schnittlinie  einer  Fläche,  welche  durch 
eine  homogene  Gleichung  ep  (x,,  Xj,  Xg,  x^)  =— 0  zwischen  den 
räumlichen  Koordinaten  x^,  x,,  Xg,  x^  bestimmt  ist,  mit  der 
Ebene  x^  =»  0  zu  finden,  darf  man  in  der  Gleichung  der  Fläche 
x^  =3  0  setzen.  Indem  man  für  diese  Fläche  die  Gleichungen 
x^  =  0,  g>  (xj,  X,,  Xg,  0)  =-  0  zu  Grunde  legt,  benutzt  man  ein 
ebenes  Koordinatensystem,  für  welches  die  Punkte  O^,  Oj,  Og 
Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks  und  der  soeben  bestimmte 
Punkt  E^  der  Einheitspunkt  ist. 

In  ähnlicher  Weise  darf  man  für  die  Untersuchung  der  Schnitt- 
linie der  Fläche  g>  (x^,  x^,  Xg,  x^)  =  0  mit  der  Ebene  Xg  =«  0 
die  Gleichung  (p  (x,,  x^,  0,  x^)  =  0  benutzen. 

3.  Um  in  entsprechender  Weise  eine  Ebene  zu  untersuchen, 
die  mit  keiner  Koordinatenebene  zusammenfällt,  kann  man  zwar 
eine  Änderung  der  Koordinaten  vornehmen  und  dann  dieselbe 
Methode  benutzen.  Aber  hierbei  tritt  die  geometrische  Bedeutung 
der  einzelnen  KoefKcienten  zu  wenig  hervor.  Daher  ist  es  weit 
besser,  die  in  den  Gleichungen  (6)  §  5,  2  angegebene  Methode 
anzuwenden. 

Sind  (x'),  (x"),  (x**)  drei  beliebige  Punkte,  so  kann  man  die 
Koordinaten  x^,  Xj,  Xg,  x^  eines  jeden  Punktes,  der  mit  ihnen 
in  einer  Ebene  liegt,  in  der  Form  darstellen: 

(2)     QXa  =«  2iXa'  +  X^Xa"  +  igX«'* 
ia  =  1,  2,  3,  4). 

Um  die  Bedeutung  der  Koefficienten  Jl^,  A^,  Jlg  bequem  an- 
geben zu  können,  bezeichnen  wir  die  vier  Punkte  (x),  (x'),  (x"j, 
(x**)  der  Reihe  nach  kurz  mit  0,  1,  2,  3,  nennen  i^j,  tj^^  tj^  die 
Höhen  des  Dreiecks  (1,  2,  3)  und  q^,  q^,  qg  die  Abstände  des 
Punktes  0  von  den  Seiten  (23),  (31),  (12).  Wofern  jetzt  die 
Koordinaten  sämtlicher  Punkte  aus  den  auf  die  Ebenen  des  Te- 
traeders gefällten  Senkrechten  durch  Multiplikation  mit  konstanten 
Faktoren  ^i  ...  ^4  erhalten  werden,  ist  nach  §  3,  3  (S.  15) 
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Wir  dürfen  aber  annehmen,  es  seien  x/,  x^ ,  Xj',  x^  erhalten 
durch  Multiplikation  mit  (>7'i>  iff^t^  Q'I^^j  PMi»  ^\\  x,',  Xg",  x^" 
durch  Multiplikation  mit  p"^i>  Q  t^^y  pVs>  Q  tU  "^^  ^i*>  ^t^y 
Xg'",  x^*  durch  Multiplikation  mit  g'^iiy^  (>*'^2»  C^Vs»  (Tt^i-  I^ 
diesem  Falle  ist 

Die  Werte  ^l^,  Jl,,  JI3  werden  also  erhalten,  indem  man  die 
Senkrechten,  welche  von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  0  auf 
die  Seiten  des  festen  Dreiecks  (1,  2,  3)  gefällt  werden  können, 
mit  konstanten  Faktoren  1  :  p'j^j,  1  :  p'V/j,  l  :  oTtj^  multipliziert; 
sie  stellen  demnach  allgemeine  Punktkoordinaten  dar.  Die  Quo- 
tienten je  zweier  Gröfsen  >l^,  X^y  X^  sind  daher  gewissen  Doppel- 
verhältnissen gleich,  welche  in  der  früher  angegebenen  Weise 
bestimmt  werden;  dabei  ist  derjenige  Punkt  zum  Einheitspunkte 
zu  nehmen,  für  den  X^^^X^^^ X^  ist. 

4.  Wollen  wir  die  Schnittlinie  der  durch  die  Punkte  (x), 
(x*),  (x"")  gehenden  Ebene  mit  der  durch  eine  homogene  Gleichung 

(4)     if>  (xi,  Xj,  X  ,  xj  —  0 

bestimmten  Fläche  erhalten,  so  müssen  wir  für  x^,  x,,  Xg,  x^ 
die  Werte  (2)  einsetzen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (4)  in  eine 
homogene  Gleichung  zwischen  X^^  X^^  X^  über,  etwa  in  die 
Gleichung : 

welche  in  den  Koordinaten  Jl^,  X^y  X^  die  Schnittkurve  darstellt. 

5.  Um  zu  den  in  1.  für  die  Ebene  X4 «» 0  eingeführten 
Punktkoordinaten  y^,  y^,  y,  die  zugehörigen  Linienkoordinaten 
^1'  ^8'  ^8  ^^  bestimmen,  hat  man  das  Koordinatendreieck 
O^OgOg  beizubehalten  und  die  Harmonikale  des  Punktes  E^  zur 
Einheitslinie  zu  wählen.  Nun  trifit  die  Harmonikaiebene  E  des 
Punktes  E  die  Ebene  x^  —  0  in  derjenigen  Geraden  JB^,  welche 
Harmonikale  des  Punktes  E^  für  das  Dreieck  O^OgOg  ist.  Daher 
hat  man  die  Schnittlinie  E^  der  Einheitsebene  mit  der  Ebene 
O^O^Og  zur  Einheitsgerade  für  die  neuen  Koordinaten  Vj,  v^, 
v,  zu  wählen,  falls  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (y^,  y^, 
yg)  in  die  Gerade  (v^,  v^,  Vg)  fällt,  die  Form  erhalten  soll: 

YiVi  +  y^vg  +  ygVg  —  0. 
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6.  Nun  werden  die  Axen  OiO^,  OiO;^  und  O^Og  von  der 
Geraden  A4  in  denselben  Punkten  tu,  6, j,,  tjs  geschnitten,  wie 
von  der  Einheitsebene  E,  Ebenso  hat  eine  beliebige  Ebene  (u) 
mit  diesen  drei  Axen  der  Reihe  nach  dieselben  Schnittpunkte 
7\t9  7i8>  7«3>  wie  ihre  Schnittlinie  (vj,  v^,  V3)  mit  der  Ebene 
X4  =  0.     Es  ist  daher : 

Uj  :  U2  —  (OjOjj/ijfi,),  Vi  :  Vjj  —  (O^O^y^^B^^)  u.  s.  w., 
oder  es  bestehen  die  Gleichungen: 

Ui  :  U2  :  Ug  —  Vj  :  v^  :  Vg. 
Da  es  uns  bei  unsern  Untersuchungen  nur  auf  die  Verhält- 
nisse und  nicht  auf  die  wahren  Werte  der  Koordinaten  ankommt, 
so  dürfen  wir  Ui,  U2,  Us  auch  als  die  Koordinaten  derjenigen 
Geraden  auffassen,  in  welcher  die  Ebene  (ui,  u^,  U3,  U4)  von  der 
Ebene  OiOgOs  geschnitten  wird. 

7.  Bei  dieser  Auffassung  der  Gröfsen  u,,  u^,  Us  stellt  die 
homogene  Gleichung  zwischen  ihnen 

(5)  *(u,,  Ui,  us)  =  0 
die  Bedingung  dafür  dar,  dafs  die  Gerade  (ui,  U2,  U3)  eine  gewisse 
ebene  Kurve  berührt,  die  in  der  Ebene  X4  =»  0  gelegen  ist;  die 
Gleichung  (5)  ist  die  Gleichung  dieser  Kurve  in  Linienkoordi- 
naten. Wenn  speciell  diese  Gleichung  homogen  vom  mten  Grade 
ist,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  im  allgemeinen  m 
Tangenten  der  Kurve;  diese  ist  also  von  der  mten  Klasse. 

Mit  jeder  Geraden  (Uj,  u,,  Ug)  dieser  Ebene  stellen  wir  eine 
Ebene  (u^,  u,,  Ug,  u^)  zusammen,  für  welche  die  drei  ersten 
Koordinaten  je  denselben  Wert  haben.  Dann  wissen  wir,  dafs 
jede  solche  Ebene  (u^,  u,,  Ug,  u^)  durch  die  Gerade  (u^,  u^,  Ug) 
hindurchgeht,  und  dafs  umgekehrt  jede  beliebige,  durch  die 
Gerade  (u^,  u,,  Ug)  hindurchgehende  Ebene  nach  passender  Wahl 
von  U4  durch  das  Quadrupel  (u^,  u^,  Ug,  u^)  dargestellt  wird. 
Jede  Ebene,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  (5)  genügen,  geht 
also  durch  eine  Tangente  der  ebenen  Kurve  hindurch. 

Wir  sagen,  eine  Ebene  berühre  eine  ebene  Kurve,  wofern 
sie  durch  eine  ihrer  Tangenten  hindurchgeht.  Hiernach  berühren 
alle  Ebenen,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  (5)  genügen,  die- 
jenige ebene  Kurve,  deren  Gleichung  in  Linienkoordinaten  die- 
selbe Form  hat. 

8.  Die  vorstehende  Entwicklung  läfst  eine  Erweiterung  zu. 
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Wir  wollen  annehmen,  die  Funktion  F  (u^,  u^,  Ug,  u^)  könne 
auf  die  Form  ?P  (w^,  Wg,  Wg)  gebracht  werden,  wo  Wj,  Wj, 
Wj  homogene  lineare  Funktionen  von  u^,  u^,  Ug,  u^  sind;  es 
sei  demnach: 

(6)    F  (u^,  U2,  Ug,  uj  =  y  (Wi,  Wg,  W3), 

^         Wi   —  -S^lPfUx,    W,   =  -S'/fj;rU;f,    Wg   =  -S^gxU^r. 

In  diesem  Falle  kann  man  nach  Hinzunahme  einer  beliebigen 
weiteren  Funktion  W4  von  Ui  .  .  .  U4  die  neuen  Gröfsen  Wj,  Wj, 
^'sj  w^  zu  Koordinaten  wählen.  Die  drei  ersten  Eckpunkte  des 
hierbei  benutzten  Tetraeders  fallen  der  Reihe  nach  mit  den  Punkten 
zusammen,  deren  Gleichungen  sind: 

2  fl^xMx  =  0,   £  fJ^xUx  =■  0,    U  fi^xUx  =  0. 

In  der  durch  diese  drei  Punkte  gehenden  Ebene  dürfen  wir 
die  Gröfsen  w^,  Wg,  Wg  als  Linienkoordinaten  auffassen;  dabei 
stellt  die  Gleichung  ?P  (w^,  Wg,  Wg)  =  0  eine  ebene  Kurve  dar. 
Diese  wird  von  jeder  Ebene  (w^,  w^,  Wg,  w^)  berührt,  welche 
durch  eine  Tangente  der  Kurve  hindurchgeht,  also  von  jeder 
Ebene,  für  welclie  die  Koordinaten  Wi  .  .  .  W4  der  Gleichung 
?P(wi,  Wg,  Wg)  =  0  und  somit  die  Koordinaten  u,,  Uj,  Ug,  u^ 
der  Gleichung  F  (u^,  Uj,  Ug,  u^)  »  0  genügen. 

Liegt  umgekehrt  eine  ebene  Kurve  vor,  so  wählt  man  drei 
in  ihrer  Ebene  gelegene  Punkte  zu  den  drei  ersten  Eckpunkten 
Wj=0,  Wj^O,  w,=0  eines  Koordinaten-Tetraeders,  wobei 
die  vierte  Koordinate  mit  W4  bezeichnet  werden  soll.  Die  Glei- 
chung, der  alle  Tangentialebenen  dieser  Kurve  genügen  sollen, 
kann  die  Variabele  W4  nicht  enthalten;  sie  mufs  daher  eine  blofse 
Funktion  von  w^,  Wj,  Wg  sein  und  somit  in  beliebigen  Koordi- 
naten Uj,  Ug,  Ug,  U4  durch  drei  lineare  Formen  darstellbar  sein. 

9.  Die  Gesamtheit  der  Geraden  und  Ebenen,  welche  durch 
einen  festen  Punkt  gehen,  nennt  man  einen  Strahlenbündel; 
den  festen  Punkt,  durch  welchen  alle  seine  Strahlen  und  Ebenen 
hindurchgehen,  bezeichnet  man  als  den  Mittelpunkt  oder  den 
Scheitel  des  Bündels.  Um  einen  Strahlenbündel  analytisch  zu 
untersuchen,  kann  man  etwa  den  Eckpunkt  O4  des  Koordinaten- 
Tetraeders  mit  dem  Mittelpunkte  zusammenfallen  lassen  und  nur 
solche  Gleichungen  zwischen  den  Punktkoordinaten  in  Betracht 
ziehen,  in  denen  die  Variabele  X4  nicht  vorkommt.  Nun  hat 
jeder  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktes  (0,  0,  0,   l) 
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mit  dem  Punkte  (x/,  X|',  Xs",  0)  bei  passend  bestimmtem  Werte 
von  fi  die  Koordinaten  (x^',  x,',  Xj',  ^);  durch  die  Verhältnisse 
Xj' :  X,'  :  Xj'  ist  uns  somit  eine  Gerade,  welche  durch  den  Punkt 
(0,  0,  0,  1)  hindurchgeht,  oder  ein  Strahl  des  Bündels  gegeben. 
Ebenso  stellt  die  Gleichung  ajXj+ajXj-f-agXg  —  O  bei  belie- 
bigen KoefHcienten  ai,  a2,  aj  eine  Ebene  dar,  welche  dem  Bündel 
angehört. 

10.  Um  jetzt  die  Bedeutung  einer  beliebigen  Gleichung 

(7)      f(Xi,X„X3)  —  0 

zu  erkennen,  welche  nur  die  Variabein  x^,  x„  Xg  enthält,  wollen 
wir  sie  mit  der  Gleichung  X4  =—  0  zusammenstellen.  Die  Ver- 
bindung der  Gleichungen 

(8)    X4  —  0,  f  (xi,  xj,  X3)  —  0 

stellt  aber  nach  den  obigen  Darlegungen  eine  in  der  Ebene 
Ol 0,0 8  gelegene  Kurve  dar.  Wenn  ein  Punkt  (x^',  x,',  Xg',  0) 
dieser  Kurve  angehört,  so  wird  die  Gleichung  (7)  auch  für  die 
Koordinaten  (x^',  x^',  Xg',  ^)  bei  beliebigem  Werte  von  [i  befrie- 
digt. Der  Fläche  (7)  gehört  jeder  Punkt  auf  der  Verbindungslinie 
des  Punktes  (0,  0,  0,  1)  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Kurve 
(8)  an;  sie  enthält  alle  geraden  Linien,  welche  vom  Eckpunkte  O4 
aus  nach  den  Punkten  der  Kurve  gezogen  werden  können.  Alle 
diese  geraden  Linien  sind  Strahlen  des  Bündels,  welches  seinen 
Scheitel  im  Punkte  O4  hat. 

11.  Will  man  dem  Mittelpunkte  des  Strahlenbündels  eine 
beliebige  Lage  geben,  so  ist  es  am  besten,  Ebenenkoordinaten  zu 
benutzen.  Es  seien  (u'),  (u'),  (u*')  drei  beliebige  Ebenen  des 
Bündels.  Die  Koordinaten  (ui  .  .  .  U4)  einer  beliebigen  Ebene 
desselben  lassen  sich  unter  Benutzung  von  drei  Parametern  /Mj, 
/lg,  /ig  vermittelst  der  Gleichungen  darstellen: 

(9)     Ua  —  fl^Ma '  -f  ii^Ma  "  -f  ^gU«  "" 

{a  =  1,  2,  3,  4). 

Man  kann  daher  die  Parameter  ^j,  ^„  ^g  als  die  Koordi- 
naten der  entsprechenden  Ebene  auffassen.  Um  die  geometrische 
Bedeutung  dieser  Koefficienten  kennen  zu  lernen,  beachte  man 
den  Schnitt  der  Ebene  (9)  mit  einer  Ebene  des  Koordinaten- 
Tetraeders,  in  welcher  der  Scheitel  des  Bündels  nicht  liegt.  Da- 
durch gelangen  wir  zu  folgendem  Resultate.     Die  drei  Ebenen, 

Killing,  Lehrbach  der  analyt  Geometrie.    IL  6 


66  5  9*    Ebene  Systeme  und  Strahlenbündel. 

welche  den  Werten  (1,  0,  0),  (0,  1,  0)  und  (0,  0,  1)  von  ^j,  jm„ 
fi^  entsprechen,  bilden  ein  Dreikant,  dessen  Kanten  der  Reihe 
nach  mit  I,  U,  III  bezeichnet  werden  sollen.  Die  Ebene,  für 
welche  f^i^^f^^'^ft^  ist,  schneide  die  Ebene  (III)  in  einem 
Strahle  e^,,  die  Ebene  (IUI)  in  e^,  und  die  Ebene  (II III)  in  e^g. 
Ebenso  möge  eine  beliebige  Ebene  (fi^,  /i,,  ^3)  des  Bündels  die 
drei  genannten  Ebenen  der  Reihe  nach  in  l^,,  l^«,  1,3  schneiden. 
Dann  ist: 

f^i  '1^2  =  (inii,ei,),  ^1  :^3  —  (Illllijeig), 

Übungen  : 

1)  Man  untersuche  die  Schnittlinie  der  Fläche 

xf  +  x|  +  xi  —  x}  +  4xiX,  +  6x^X3  +  axjX^  +  ixgx^  —  0 

a)  mit  jeder  der  vier  Koordinatenebenen, 

b)  mit  der  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  (1,  1,  1,  —  1)> 
(1,  —  1,  1,  —  1),  (2,  — 4,  1,  0)  gelegt  werden  kann. 

2)  Um  einen  Strahlenbündel  zu  bestimmen,  lasse  man  von 
einem  Scheitel  drei  zu  einander  senkrechte  Strahlen  ausgehen  und 
bezeichne  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  ein  beliebiger  Strahl 
mit  ihnen  bildet,  durch  X^,  X^y  ^s- 

a)  Welche  Beziehung  besteht  zwischen  diesen  drei  Gröfsen.^ 

b)  Welchen  Winkel  bilden  die  zwei  Strahlen  (Jlj,  >l,,  A3)  und 
(X^'y  X^\  X^')  mit  einander? 

c)  Welches  ist  der  Einheitsstrahl? 

d)  Welche  Strahlen  genügen  der  Gleichung 

bei  konstanten  Werten  von  a^,  ag,  ag? 

e)  Welches  ist  die  Einheitsebene  dieses  Systems? 

f)  In  welcher  Beziehung  steht  die  Ebene,  deren  Koordinaten 
^i>  ^2>  ^8  sind,  zu  dem  Strahle,  für  den  X^  =  a^,  X^  ■— a^, 
JI3  =  ag  ist? 

g)  Welche  Strahlen  genügen  der  Gleichung:  >lf +>l|  — Ag^ 
h)  Für  welche  Strahlen  ist  JI3  =»0? 

i)    Welche    Ebene    wird    durch    die    Gleichung    dargestellt: 

Xj       -j-     Xj      "     Xg. 

3)  Indem  man  um  den  Scheitel  eines  Strahlenbündels  als 
Mittelpunkt  eine  Kugel  beschreibt  und  jeder  vom  Mittelpunkte 
ausgehenden  Flalbgeraden   ihren  Schnittpunkt,  jeder  Ebene   des 
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Bündels  ihre  Schnittlinie  mit  der  Kugel  zuordnet,  kann  man  die 
Sätze  über  den  Strahlenbündel  unmittelbar  auf  die  Kugel  über- 
tragen. Dabei  wird  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  eines 
Hauptkreises  und  von  vier  Hauptkreisen  eines  Büschels,  dem  §  1 
entsprechend,  durch  die  Verhältnisse  der  Sinus  definiert.  Für  die 
analytische  Behandlung  kann  man  den  Eckpunkt  O4  des  Koordi- 
naten-Tetraeders in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  legen;  dann  wird 
durch'  das  Verhältnis  von  xi,  x«,  xs  ein  Punkt  der  Kugel  und 
sein  Gegenpunkt  bezeichnet,  während  jede  homogene  lineare  Glei- 
chung zwischen  diesen  Gröfsen  einen  Hauptkreis  darstellt. 

Hiemach  beweise  man  folgende  Sätze. 

a)  Wenn  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  durch 
einen  Hauptkreis  schneidet,  auf  jeder  Seite  zum  Schnittpunkte 
den  vierten  harmonischen  Punkt  konstruiert  und  die  so  erhaltenen 
Punkte  jedesmal  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  verbindet, 
so  gehen  die  drei  Hauptkreise  durch  einen  Punkt. 

b)  Die  drei  Hauptkreise,  durch  welche  die  Eckpunkte  eines 
sphärischen  Dreiecks  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Kugelfläche 
verbunden  werden,  schneiden  die  gegenüberliegenden  Seiten  so, 
dafs  die  drei  zu  ihnen  je  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Seite 
harmonisch  zugeordneten  Punkte  auf  einem  Hauptkreise  liegen. 

c)  Wenn  der  eine  von  vier  harmonischen  Punkten  auf  einem 
Hauptkreise  einer  Kugel  in  der  Mitte  zwischen  den  Punkten  des 
anderen  Paares  liegt,  so  hat  er  von  dem  zugeordneten  harmo- 
nischen Punkte  den  sphärischen  Abstand  ^jt, 

d)  Wenn  umgekehrt  die  Punkte  des  einen  Paares  von  vier 
harmonischen  Punkten  auf  einer  Kugel  von  einander  die  sphä- 
rische Entfernung  jrJi  haben,  so  liegt  der  eine  dieser  Punkte  in 
der  Mitte  zwischen  den  Punkten  des  andern  Paares. 

e)  Entsprechend  den  in  der  Ebene  getroffenen  Festsetzungen 
hat  das  vollständige  Viereck  auf  der  Kugel  vier  Eckpunkte,  sechs 
Seiten  und  drei  Paare  von  Diagonalpunkten.  Wenn  man  von 
verschiedenen  Diagonalpuukten  spricht,  so  meint  man  solche, 
welche  nicht  Gegenpunkte  von  einander  sind.  Hiernach  gelten 
die  beiden  Sätze: 

Die  Verbindungslinie  zweier  Diagonalpunkte  in  einem  voll- 
ständigen sphärischen  Viereck  wird  durch  die  Schnittpunkte  mit 

ö* 
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den  beiden  Seiten,  die  nicht  durch  die  Diagonalpunkte  gehen, 
harmonisch  geteilt. 

Jede  Seite  eines  vollständigen  sphärischen  Vierecks  wird  durch 
einen  auf  ihr  gelegenen  Diagonalpunkt  und  den  Schnittpunkt  mit 
der  Verbindungslinie  der  anderen  Diagonalpunkte  harmonisch 
geteilt. 

f)  Ebenso  besitzt  ein  sphärisches  vollständiges  Vierseit  vier 
Seiten,  sechs  Paare  von  Eckpunkten  und  drei  Diagonalen.  Hier- 
für dürfen  wir  die  Sätze  aufstellen: 

Zwei  Seiten  eines  vollständigen  sphärischen  Vierseits  liegen 
harmonisch  zu  der  durch  ihre  Schnittpunkte  gehenden  Diagonale 
und  dem  Hauptkreise,  welcher  diese  Punkte  mit  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  andern  Diagonalen  verbindet. 

Jede  Diagonale  eines  vollständigen  sphärischen  Vierseits  wird 
durch  die  beiden  anderen  Diagonalen  harmonisch  geteilt. 

§  10. 
Der  Kegel  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

1.  Von  den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  wollen 
wir  eine  wichtige  Anwendung  auf  die  Kegelfläche  zweiter  Ord- 
nung machen.     Wir  gehen  wieder  von  der  Gleichung 

(1)  f(xi,X2,  xa)  =  0 
aus  und   betrachten  zugleich    die  Verbindung    der  beiden   Glei- 
chungen : 

(2)      X4=0,     f(Xi,X2,X3)  —  0. 

Wie  wir  bereits  nachgewiesen  haben,  gehört  der  durch  die 
Gleichung  (1)  dargestellten  Fläche  jede  gerade  Linie  an,  welche 
den  Punkt  (0,  0,  0,  1)  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  durch  die 
Gleichungen  (4)  bestimmten  Kurve  verbindet.  Nun  nennen  wir 
einen  Kegel  jede  Fläche,  welche  dadurch  entsteht,  dafs  sich  eine 
gerade  Linie  um  einen  festen  Punkt  längs  einer  gegebenen  Kurve 
bewegt.  Der  feste  Punkt  heifst  der  Scheitel  oder  der  Mittel- 
punkt, die  gegebene  Kurve  die  Leitlinie  des  Kegels.  Die 
Gleichung  (1)  stellt  also  einen  Kegel  dar,  dessen  Scheitel  der 
Punkt  O4  des  Koordinaten-Tetraeders  und  dessen  Leitlinie  die 
Kurve  (2)  ist. 

2.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Gleichung  (1)  sei  homogen 
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vom  nten  Grade.  Alsdann  ist  die  Kurve  (2)  eine  ebene  Kurve 
nter  Ordnung  und  wird  als  solche  von  jeder  Geraden  g  der  Ebene 
O1O2O8  in  n  Punkten  geschnitten.  Die  Verbindungslinie  des 
Punktes  O4  mit  einem  beliebigen  Schnittpunkte  gehört  dem  Kegel 
an.  Somit  hat  die  Ebene,  welche  den  Punkt  O4  mit  der  Geraden  g 
verbindet,  mit  der  Fläche  n  gerade  Linien  gemein,  oder  jede  durch 
den  Scheitel  gehende  Ebene  schneidet  den  Kegel  in  n  Geraden. 

Hiernach  hat  jede  beliebige  Gerade  1  des  Raumes  n  Punkte 
mit  dem  Kegel  gemeinschaftlich.  Denn  die  Ebene,  welche  die 
Gerade  1  mit  dem  Scheitel  verbindet,  schneidet  den  Kegel  in  n 
Geraden,  und  jede  von  diesen  wird  von  1  in  einem  Punkte  ge- 
schnitten. 

Dafs  der  Kegel  (1)  von  jeder  durch  den  Scheitel  gelegten 
Ebene  in  n  geraden  Linien  geschnitten  wird,  erkennen  wir  auch 
auf  folgendem  Wege. 

Wenn  die  Gleichung  der  Ebene  ist  miXi  +  n^iX^ +mjjX8=0, 
und  wenn  hier  m^  von  null  verschieden  ist,  so  gestattet  sie  uns, 
xs  durch  Xi  und  X2  auszudrücken.  Dadurch  geht  die  Gleichung 
(1)  in  eine  Gleichung  nten  Grades  für  die  Unbekannte  Xi  :  xj  über 
und  liefert  uns  für  diesen  Bruch  n  Werte.  Jeder  derartige  Wert 
in  Verbindung  mit  dem  entsprechenden  Werte  für  X3  :  x^  stellt 
aber  eine  gerade  Linie  dar. 

3.  Wenn  speciell  die  Gleichung  (1)  vom  zweiten  Grade  ist 
und  die  Form  hat: 

(3)      £  Ztx  X£  X;f  —  0, 

(/,  X  =  1,  2,  3) 
so  ist  der  Kegel  von  der  zweiten  Ordnung.  Die  Gleichungen  (2) 
stellen  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  dar,  falls  die  aus 
den  KoefHcienten  dnx  gebildete  Determinante  von  null  verschieden 
ist.  Nun  kann  man,  nachdem  der  Kegel  (3)  gegeben  ist,  die 
Ebene  X4  =s  0  noch  willkürlich  wählen,  ohne  dafs  dadurch  die 
Gleichung  (3)  geändert  wird.  Bei  jeder  solchen  Wahl  stellen  die 
Gleichungen  (2)  einen  eigentlichen  Kegelschnitt  dar;  jede  solche 
Ebene  schneidet  also  den  Kegel  in  einem  eigentlichen  Kegel- 
schnitte. Das  gilt  von  jeder  Ebene,  welche  nicht  durch  den 
Schnittpunkt  der  drei  andern  Koordinatenebenen,  mit  andern 
Worten,  nicht  durch  den  Scheitel  des  Kegels  hindurchgeht.  Einen 
Kegel,  in  dessen  Gleichung  die  KoefHcienten  Zix  die  angegebene 
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Forderung  erfüllen,  nennen  wir  einen  eigentlichen  Kegel 
zweiter  Ordnung.  Aus  unserer  Darlegung  ergiebt  sich  der  Satz: 
Ein  Kegel,  der  von  einer  einzigen  Ebene  in  einer 
eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  geschnitten  wird, 
ist  ein  eigentlicher  Kegel  zweiter  Ordnung  und  wird 
von  jeder  nicht  durch  seinen  Scheitel  gehenden  Ebene 
in  einem  eigentlichen  Kegelschnitte  geschnitten. 

4.  Aus  jedem  Satze  über  Kegelschnitte  können  wir  einen 
entsprechenden  Satz  für  den  Kegel  herleiten.  Das  ist  in  doppelter 
Weise  möglich.  Entweder  gehen  wir  von  der  ebenen  Figur  aus, 
die  in  unserm  Falle  in  der  Ebene  x*  «=  0  liegt,  oder  wir  benutzen 
diejenigen  Gleichungen,  aus  denen  der  für  die  Ebene  geltende 
Satz  hervorgeht,  zur  Begründung  räumUcher  Eigenschaften.  Auf 
jedem  der  beiden  angegebenen  Wege  erhalten  wir  unmittelbar 
folgende  Sätze: 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  seiner  Erzeu- 
genden, oder  wenn  man  lieber  will,  durch  seinen  Scheitel  und 
fünf  seiner  Punkte  bestimmt.  Sollen  sechs  durch  einen  Punkt 
gehende  gerade  Linien  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  angehören, 
so  müssen,  dem  Pascalschen  Satze  entsprechend,  die  Gegenseiten 
des  von  ihnen  gebildeten  Sechskantes  einander  je  in  drei  Geraden 
schneiden,  welche  in  einer  Ebene  liegen. 

5.  Eine  durch  den  Scheitel  gehende  Gerade  fällt  entw^eder 
ganz  in  die  Fläche  hinein  oder  sie  hat  keinen  Punkt  mit  ihr  ge- 
meinschaftlich. Eine  andere  Gerade  trifft  die  Fläche  im  allgemeinen 
in  zwei  Punkten.  Damit  der  Punkt  (x'  +  cöx")  der  Fläche  ange- 
hört, mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

S  Aix  (X/  '  +  CO  Xi")  (Xat  '  +  CO  Xjf  ")  »—  0 

oder 
(4)     CO«  SZixxrxx'  +  2co  ^ae^xi'x;."  +  SZixXi'yjc'  —  0. 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade  in  cd;  sie  kann  nach 
I  §  13,  12  (S.  82,  83)  nur  dann  für  alle  Werte  von  co  erfüllt 
werden,  falls  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  gleich  null  ist. 

Das  Doppelverhältnis  der  beiden  Schnittpunkte  zu  den  Punkten 
(x)  und  (x")  wird  durch  den  Bruch  co'  :  co"  dargestellt,  wo  co' 
und  co"  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  sind.  Die  Schnittpunkte 
liegen  also  zu  den  gegebenen  Punkten  harmonisch,  falls 

a>'  +  o>"  =  0 
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ist,  oder  wenn  zwischen  den  Koordinaten  (x')  und  (x")  die  Be- 
dingung besteht: 

(5)  ^ZixXi'xx"  ~0. 

Zwei  solche  Punkte  heifsen  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf 
den  Kegel. 

Alle  konjugierten  Pole  (x)  zu  einem  gegebenen  Punkte  (x') 
liegen  auf  der  Ebene: 

(6)  J:a,;rx,xx'=«0, 

der  Polarebene  des  Punktes. 

Diese  Gleichung,  welche  eine  durch  den  Scheitel  gehende 
Ebene  darstellt,  ändert  sich  nicht,  wenn  man  der  Koordinate  X4' 
andere  Werte  beilegt;  hiernach  haben  alle  Punkte  eines  jeden 
durch  den  Scheitel  gehenden  Strahles  dieselbe  Polarebene.  Zwei 
vom  Scheitel  ausgehende  Strahlen  heifsen  konjugierte  Polare 
in  Bezug  auf  den  Kegel,  wenn  ein  Punkt  des  einen  konjugierter 
Pol  zu  einem  Punkte  des  andern  ist.  Sobald  nämlich  diese  Be- 
dingung erfüllt  wird,  ist  jeder  Punkt  des  einen  Strahles  konjugierter 
Pol  zu  jedem  Punkte  des  andern.  Wir  dürfen  daher  jedem  durch 
den  Scheitel  gehenden  Strahle  eine  bestimmte  Polarebene  und 
jeder  durch  diesen  Punkt  gelegten  Ebene  einen  bestimmten  Strahl 
als  Polare  zuordnen. 

6.  Die  Polarentheorie  des  Kegels  kann  direkt  aus  der  des 
Kegelschnitts  hergeleitet  werden,  sobald  man  nur  berücksichtigt, 
dals  vier  harmonische  Punkte  einer  Geraden  von  jedem  beliebigen 
Punkte  aus  durch  vier  harmonische  Strahlen  projiziert  werden. 
Es  wird  genügen,  im  Folgenden  die  wichtigsten  Sätze  anzuführen, 
welche  in  dieser  Beziehung  für  den  Kegel  gelten,  und  es  dem 
Leser  zu  überlassen,  ob  er  sie  aus  den  §§  13 — 15  des  ersten 
Bandes  oder  direkt  aus  der  Gleichung  (6)  herleiten  will. 

Wenn  eine  Gerade  sich  so  in  einer  Ebene  bewegt,  dafs  sie 
stets  durch  den  Scheitel  des  Kegels  hindurchgeht,  so  dreht  sich 
ihre  Polarebene  um  einen  festen  Strahl,  die  Polare  der  Ebene; 
und  wenn  sich  eine  Ebene  um  eine  durch  den  Scheitel  gehende 
Gerade  dreht,  so  bewegt  sich  ihre  Polare  in  einer  Ebene,  der 
Pobrebene  der  Geraden. 

Die  Polarebene  eines  auf  dem  Kegel  gelegenen  Punktes  geht 
in   die  Tangentialebene  über.     Alle   Punkte  einer  Erzeugenden 
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haben  dieselbe  Polarebene,  also  auch  dieselbe  Tangentialebene; 
jede  Tangentialebene  eines  Kegels  berührt  längs  einer  Erzeugenden. 

Legt  man  in  den  Schnittlinien  einer  durch  den  Scheitel 
gehenden  Ebene  die  Tangentialebenen  an  denselben,  so  schneiden 
sie  sich  in  der  Polare  der  Ebene. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  und  somit  auch  durch  jede 
vom  Scheitel  ausgehende  Gerade  lassen  sich  zwei  Tangentialebenen 
an  den  Kegel  legen;  es  sind  das  diejenigen  Ebenen,  welche  längs 
der  Schnittlinien  der  Polarebene  berühren. 

Man  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  drei  Strahlen  be- 
stimmen, welche  zu  je  zweien  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kegel  sind;  jede  Ebene  eines  solchen  Dreikants  ist  die  Polar- 
ebene der  gegenüberliegenden  Kante.  Wählt  man  drei  solche 
gerade  Linien  zu  Axen  eines  Koordinaten-Tetraeders,  während 
die  vierte  Ebene  desselben  willkürlich  bleibt,  so  erhält  man  eine 
Darstellung  des  Kegels  durch  drei  Quadrate. 

7.  Der  Einteilung  der  eigentlichen  Kegel  zweiter  Ordnung 
legt  man  am  besten  die  Darstellung  durch  drei  Quadrate  zu 
Grunde.  Diese  drei  Quadrate  haben  entweder  sämtlich  dasselbe 
Vorzeichen,  oder  zwei  von  ihnen  haben  ein  anderes  Vorzeichen 
als  das  dritte.  Demnach  erhalten  wir  zwei  verschiedene  Arten, 
jenachdem  die  Gleichung  in  einer  der  beiden  Formen  dargestellt 
werden  kann: 

A)  xf  -f  x|  +  xj  =  0. 

B)  xf  -f  x|  -  xj  -  0. 

Im  ersten  Falle  ist  nur  die  Spitze  des  Kegels  reell;  die  Fläche 
enthält  keine  reellen  Geraden  und  keine  reellen  Tangentialebenen ; 
kein  von  der  Spitze  ausgehender  Strahl  fällt  in  seine  Polarebene. 
Die  durch  den  Scheitel  gehenden  Ebenen  haben  mit  der  Fläche 
ein  imaginäres  Geradenpaar,  alle  andern  Ebenen  einen  eigentlichen 
imaginären  Kegelschnitt  gemeinschaftlich. 

8.  Die  Gleichung  B)  stellt  einen  reellen  Kegel  dar,  der  von 
jeder  nicht  durch  den  Scheitel  gehenden  Ebene  in  einem  eigent- 
lichen reellen  Kegelschnitte  geschnitten  wird.  Eine  durch  den 
Scheitel  gelegte  Ebene  hat  mit  dem  Kegel  entweder  ein  reelles 
Geradenpaar  gemeinschaftlich  (die  Ebene  schneidet  den  Kegel), 
oder  die  gemeinsame  Linie  ist  eine  Doppelgerade  (die  Ebene  be- 
rührt den  Kegel),  oder  das  gemeinsame  Geradenpaar  ist  imaginär. 


$  10.    Der  Kegel  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  73 

Um  die  Lage  eines  Punktes  dem  Kegel  gegenüber  zu  cha- 
rakterisieren, legen  wir  durch  den  Punkt  eine  Ebene.  Liegt  der 
gegebene  Punkt  im  Innern  des  von  dieser  Ebene  ausgeschnittenen 
Kegelschnittes,  so  mufs  jede  in  der  Ebene  durch  den  Punkt  ge- 
zogene Gerade  den  Kegelschnitt  und  somit  auch  den  Kegel  treffen. 
Es  schneidet  also  jede  durch  den  Punkt  und  den  Scheitel  des 
Kegels  gelegte  Ebene  aus  demselben  zwei  gerade  Linien  aus,  und 
hiernach  schneidet  jede  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  den 
Kegel  in  zwei  Punkten.  Der  Punkt  liegt  innerhalb  einer  jeden 
Kurve,  in  der  eine  durch  ihn  gelegte  Ebene  den  Kegel  schneidet; 
er  ist  ein  Innenpunkt  desselben.  In  gleicher  Weise  fuhren  wir 
die  Aufs enpunkte  ein;  es  sind  dies  Punkte,  von  denen  aus  sich 
sowohl  schneidende  als  nicht-schneidende  Gerade  ziehen  lassen. 

Da  jede  durch  einen  Innenpunkt  gehende  Gerade  den  Kegel 
schneidet,  so  liegt  jede  Gerade,  welche  den  Kegel  nicht  schneidet, 
ganz  in  seinem  Aufsern. 

Die  Polarebene  zu  einer  geraden  Linie,  welche  vom  Scheitel 
aus  in  sein  Inneres  gezogen  wird,  gehört  ganz  dem  Aufsern  an, 
weil  durch  die  Gerade  keine  Tangentialebene  gelegt  werden  kann; 
dagegen  schneidet  die  Polarebene  zu  einem  Aufsenpunkte  den 
Kegel  in  zwei  Erzeugenden.  Von  jedem  Tripel  konjugierter 
Durchmesser  liegen  zwei  im  Aufsern,  einer  im  Innern  des  Kegels. 

9.  Wenn  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (6)  ge- 
bildete Determinante  gleich  null  ist,  so  stellt  diese  Gleichung  in 
Verbindung  mit  der  Gleichung  X4  —  0  ein  Geradenpaar  dar.  Die 
Verbindungslinien  des  Punktes  O4  mit  den  Punkten  dieser  beiden 
Geraden  füllen  zwei  Ebenen  an;  somit  wird  in  diesem  Falle  durch 
die  Gleichung  (6)  ein  Ebenenpaar  dargestellt.  Die  Ebenen  dieses 
Paares  sind  reell  oder  imaginär,  jenachdem  die  beiden  in  der 
Ebene  X4  «—  0  gelegenen  Geraden  reell  oder  imaginär  sind.  Auch 
kann  man  in  Anwendung  der  in  I  §  16,  7  gegebenen  Regel  die 
linke  Seite  von  (6)  durch  zwei  Quadrate  darstellen;  jenachdem 
diese  dasselbe  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben,  ist  das  Ebenen- 
paar imaginär  oder  reell. 

Die  Gleichung  (6)  gilt  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
X4  —  0  für  eine  Doppelgerade,  falls  nicht  nur  die  aus  den  Koeffi- 
cienten Zix  gebildete  Determinante  selbst,  sondern  auch  alle  ihre 


74  S  10.    Der  Kegel  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

zweireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden.  Demnach  stellt 
in  diesem  Falle  die  Gleichung  (6)  für  sich  eine  Doppelebene  dar. 

10.  Den  Gleichungen 

(7)    S aixXi  xx  —  0,   S  hix Xi  xx  =»  0 
(£,  X  -  1,  2,  3) 
entsprechen  zwei  konzentrische  Kegel.    Jeder  Kegel,  welcher  bei 
einem  konstanten  Werte  von  fi  durch  die  Gleichung 

(8)  2  (aix  +  fihtx)  Xx  Xx  —  0 
dargestellt  wird,  gehört  dem  durch  die  beiden  Kegel  (9)  bestimmten 
Büschel  an.  Auf  einen  solchen  Büschel  kann  man  alle  Sätze 
übertragen,  die  für  einen  Kegelschnittsbüschel  gelten.  Die  Polar- 
ebenen zu  einer  jeden  durch  den  Scheitel  gehenden  Geraden 
schneiden  sich  in  einer  zweiten  Geraden,  der  gemeinschaftlichen 
Polaren  der  gegebenen  Geraden.  Wenn  sich  die  Polarebenen  des 
Strahles  p  in  Bezug  auf  die  Kegel  des  Büschels  in  dem  Strahle 
p'  schneiden,  so  gehen  auch  die  Polarebenen  des  Strahles  p'  durch 
den  Strahl  p  hindurch. 

Unter  den  durch  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  gehenden 
Geraden  sind  im  allgemeinen  drei  dadurch  ausgezeichnet,  dafe 
jede  von  ihnen  für  alle  Kegel  dieselbe  Polarebene  besitzt;  diese 
drei  geraden  Linien  bilden  die  Kanten  eines  dem  Büschel  gemein- 
schaftlichen Polardreikants.  Sobald  diese  drei  Kanten  als  Axen 
einem  Koordinaten-Tetraeder  angehören,  werden  alle  Kegel  des 
Büschels  durch  dieselben  drei  Quadrate  dargestellt. 

Dem  Büschel  gehören  drei  Ebenenpaare  an ;  die  Schnittlinien 
der  Ebenen  eines  Paares  bilden  die  Kanten  des  gemeinschaftlichen 
Polardreikants. 

11.  Der  Kegel  kann  auch  vermittelst  Ebenenkoordinaten  be- 
handelt werden.  Wie  wir  gesehen  haben,  genügen  der  in  Ui,  U2, 
U3  homogenen  Gleichung 

(9)      *(Ui,U„U3)  =  0 

alle  Ebenen,  welche  eine  in  der  Ebene  OiOj^Os  gelegene  Kurve 
berühren.  Fügen  wir  jetzt  noch  die  Bedingung  U4  =»  0  hinzu, 
verbinden  wir  demnach  die  Gleichungen: 

(10)      U4  —0,    *(Ui,U2,  U3)  =  0, 

so  erhalten  wir  alle  Berührungsebenen  der  Kurve,  welche  durch 
den  Punkt  O4  hindurchgehen.  Gleichwie  die  Tangenten  einer 
ebenen  Kurve  diese  selbst  einhüllen,  so  umhüllen  auch  die  den 
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Gleichungen  (10)  genügenden  Ebenen  einen  Kegel,  welcher  den 
Punkt  O4  zum  Scheitel  und  die  Kurve  (y)  zur  Leitlinie  hat.  Wenn 
die  Gleichung  (9)  vom  mten  Grade  ist,  so  lassen  sich  von  jedem 
Punkte  der  Ebene  (0,  0,  0,  1)  aus  m  Tangenten  an  sie  legen; 
somit  gehen  auch  durch  jeden  vom  Punkte  O4  ausgehenden  Strahl 
m  Tangentialebenen  an  den  Kegel;  wir  sagen  in  diesem  Falle, 
er  sei  von  der  mten  Klasse. 

12.  Hiemach  stellt  die  Vereinigung  der  beiden  Gleichungen: 
(11)    U4  —  0,  -S  AixUi  ux  —  0    (für  /,  X  —  1,  2,  3) 

einen  Kegel  zweiter  Klasse  dar.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Ein  Kegel  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  Tangentialebenen 
bestimmt,  die  durch  denselben  Punkt  gehen.  Damit  sechs  solche 
Ebenen  einen  Kegel  berühren,  müssen  die  drei  Ebenen,  durch 
welche  je  zwei  Gegenkanten  der  von  ihnen  gebildeten  körper- 
lichen Ecke  mit  einander  verbunden  werden,  durch  dieselbe  gerade 
Linie  gehen. 

Wenn  die  aus  den  Koefficienten  Atx  gebildete  Determinante 
von  null  verschieden  ist,  so  ist  die  Leitlinie  eine  eigentliche  Kurve 
zweiter  Klasse  und  somit  auch  von  der  zweiten  Ordnung.  In 
diesem  Falle  hat  jede  vom  Scheitel  ausgehende  Gerade  eine  be- 
stimmte Polarebene  und  jede  durch  den  Scheitel  gelegte  Ebene 
eine  bestimmte  Polare. 

13.  Verschwindet  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  Aix, 
ohne  dafs  alle  ihre  Unterdeterminanten  gleich  null  sind,  so  stellt 
die  zweite  Gleichung  (11),  falls  man  in  ihr  die  Gröfsen  Ut,  Ut, 
Uj  als  Linienkoordinaten  in  der  Ebene  OiO^Os  auffafst,  ein 
Punktepaar  dar.  Den  beiden  Gleichungen  (11)  genügen  also  alle 
Ebenen,  welche  durch  einen  der  dargestellten  Punkte  und  den 
Punkt  O4  gelegt  werden  können.  In  diesem  Falle  ist  der  Kegel 
zweiter  Klasse  durch  ein  Geradenpaar  zu  ersetzen,  nämlich  durch 
die  beiden  geraden  Linien  li  und  I2,  welche  den  Punkt  O4  mit 
den  Punkten  des  Punktepaares  verbinden.  Wir  dürfen  auch  sagen, 
der  Kegel  sei  in  zwei  Ebenenbüschel  übergegangen,  deren  Axen 
sich  im  Punkte  (0,  0,  0,  1)  schneiden. 

In  diesem  Falle  kann  man  die  zweite  Gleichung  (11)  auf  die 
Form  zweier  Quadrate  bringen.  Wenn  diese  Quadrate  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben,   so   sind  die   beiden  Ebenenbüschel 
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reell.  Sind  aber  die  Quadrate  mit  demselben  Vorzeichen  ver- 
sehen, so  sind  die  Träger  und  damit  auch  die  Büschel  imaginär; 
den  Gleichungen  (11)  genügt  nur  eine  einzige  reelle  Ebene. 

14.  Die  durch  die  zweite  Gleichung  (11)  dargestellte  ebene 
Kurve  geht  in  einen  Doppelpunkt  über,  sobald  die  sämtlichen 
Unterdeterminanten  der  aus  den  Koefficienten  Ai«  gebildeten 
Determinante  verschwinden.  Demnach  wird  der  Kegel  in  diesem 
Falle  durch  eine  Doppelgerade  oder,  wenn  man  lieber  will,  durch 
einen  doppelt  zu  zählenden  Ebenenbüschel  venreten. 

15.  Alle  Kegel,  welche  bei  beliebigem  Werte  von  X  durch 
die  Gleichungen 

(12)     U4  —  0,  -S  {Aix  +  ABix)  u.  ux  —  0, 

(£,  X  -  1,  2,  3) 
dargestellt  werden,  bilden  eine  Schar  konzentrischer  Kegel. 
Die  Sätze,  welche  für  eine  solche  Schar  gelten,   lassen  sich  un- 
mittelbar aus  den  Sätzen   über  eine  Kegelschnittsschar  herleiten; 
es  genügt  daher,  sie  ohne  Beweis  auszusprechen. 

Die  Polaren  zu  einer  jeden  durch  den  Scheitel  gelegten  Ebene 
liegen  auf  einer  zweiten  Ebene.  Nur  drei  solche  Ebenen  haben 
im  allgemeinen  für  alle  Kegel  der  Schar  dieselbe  Polare;  diese 
drei  Ebenen  bilden  ein  gemeinschaftliches  Polardreikant  für  die 
Kegel  der  Schar.  Für  ein  Koordinaten-Tetraeder,  dem  diese  drei 
Ebenen  als  Seiten  angehören,  gehen  die  zweiten  Gleichungen  (12) 
in  die  Summe  von  drei  Quadraten  über. 

Der  Schar  gehören  im  allgemeinen  auch  drei  specielle  Kegel 
zweiter  Klasse,  drei  Geradenpaare  an.  Jede  Ebene,  welche  die 
beiden  Geraden  eines  solchen  Paares  enthält,  hat  für  alle  Kegel 
der  Schar  dieselbe  Polare. 

Konzentrische  Kegel  einer  Schar  haben  im  allgemeinen  vier 
Tangentialebenen  gemeinsam. 

16.  Bei  der  Darstellung  eines  Kegels  kann  man  auch  die  in 
§  9,  3  angegebene  Methode  benutzen.  Wir  wollen  annehmen, 
der  Scheitel  des  Kegels  habe  die  Koordinaten  gi,  g«,  gs,  g«.  Die 
Leitlinie  soll  in  der  Ebene  liegen,  welche  durch  die  Punkte  (x'), 
(x"),  (x"")  hindurchgeht.  Jeder  einzelne  Punkt  dieser  Ebene  kann 
auf  die  durch  die  Gleichung  (2)  angegebene  Art  bestimmt  werden ; 
seine  Koordinaten  verhalten  sich  also  wie  die  Gröfsen 

(11)     AiXi'  -|-  l^xi"  -f-  ^3X1'",  .  .  .  -I1X4'  +  A2X4"  +  Xz^a"* 
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Der  Leitlinie  mögen  alle  Punkte  angehören,  für  welche 
zwischen  den  KoefHcienten  Xi,  I«,  X^  eine  homogene  Gleichung 
besteht: 

(12)    F(;ii,2„a»)-o. 

Ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktes 

(11)  mit  dem  Punkte  (g)  hat  die  Koordinaten: 

(13)     Xa  «»  fi^a  +  XiXa   +  A«Xa'  +  X^Xcc'^. 

(a  -  1,  2,  3,  4) 
Diese  Gleichungen  gestatten,  die  vier  Koefficienten  ^,  ii, 
Jls,  As  linear  durch  xi  .  .  .  X4  auszudrücken;  wir  erhalten: 
(14)    Xi  =  JScivXv,  ig  =  S Civxv,  Xi  =—  -ScjvXv, 

(r  =  1,  2,  3,  4) 
wo   die  Koefficienten  von  den  Koordinaten  (|),  (x),   (x"),   (x*^) 
abhangen.   Indem  wir  diese  Werte  für  ii,  il«,  Jls  in  die  Gleichung 

(12)  einsetzen,  erhalten  wir  eine  Beziehung  zwischen  den  Koordi- 
naten, welche  erfüllt  sein  mufs,  wenn  der  Punkt  (x)  auf  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  (|)  mit  einem  Punkte  der  durch 
die  Gleichung  (12)  bestimmten  Leitlinie  liegen  soll;  die  neue 
Gleichung  ist  also  die  Gleichung  des  Kegeis. 

Für  diese  Gleichung  ist  es  charakteristisch,  dafs  sie  nur  die 
drei  linearen  Formen  enthält,  welche  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichungen  (14)  stehen.  Jede  homogene  Gleichung  zwischen 
drei  Formen,  in  denen  die  Punktkoordinaten  linear  homogen 
auftreten,  stellt  auch  umgekehrt  einen  Kegel  dar,  wie  man  durch 
.ähnliche  Erwägungen  zeigen  kann. 

17.  Um  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  eine  beliebige  Lage  hat, 
durch  Ebenenkoordinaten  darzustellen,  hat  man  folgendes  zu  be- 
achten. Einer  beliebigen  Gleichung  *  (ui  .  .  .  U4)  =  0  zwischen 
den  Koordinaten  Ui,  Ug,  us,  U4  genügen  alle  Ebenen,  welche  eine 
gewisse  Fläche  berühren.  Fügt  man  noch  eine  lineare  Gleichung 
Ü^LiUi  a- 0  hinzu,  so  beschränkt  man  sich  auf  diejenigen  Tan- 
gentialebenen der  Fläche,  welche  durch  den  Punkt  (ai,  a»,  aj,  a4) 
hindurchgehen,  also  auf  die  Tangentialebenen  eines  Kegels,  der 
diesen  Punkt  zum  Scheitel  hat.  Daher  stellt  die  Verbindung  der 
Gleichungen: 

(15)    JSZiUi  —  Oy  *  (u,  ...  U4)  —  0 
einen  Kegel  dar,  welcher  den  Punkt  (ai  .  .  .  a4)  zum  Scheitel  hat 
und  die  Fläche  *  (u)  —  0  berührt. 
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Hierbei  möchten  wir  eine  Bemerkung  beifügen,  die  freilich 
in  den  folgenden  Untersuchungen  kaum  benutzt  wird,  aber  doch 
einige  Beachtung  verdient.  Da  für  alle  Ebenen  des  Kegels  die 
erste  Gleichung  (15)  befriedigt  wird,  welche  wir  kurz  -4  —  0 
schreiben  wollen,  so  ändert  sich  der  Kegel  nicht,  wenn  man  zu 
der  zweiten  Gleichung  eine  beliebige  Funktion  von  Ui  .  .  .  U4 
hinzufügt,  welche  für  ^  =»  0  selbst  verschwindet,  wofern  nur  die 
Gleichung  auch  in  der  neuen  Form  wiederum  homogen  ist.  Wenn 
also  etwa  die  Funktion  *  homogen  vom  mten  Grade  ist,  so  darf 
man  eine  beliebige  homogene  Funktion  B  {ui  .  .  .  U4)  vom  Grade 
m  —  1  bilden  und  dann  *  durch  die  Summe  *  -f-  ^ß  ersetzen. 
Unter  der  gemachten  Annahme  wird  demnach  der  Kegel  (15) 
auch  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  dargestellt: 

^  =  0,  *  +  .4B  «.  0. 

Übungen : 

1)  Wie  lautet  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Ebene  (ui,  U2, 
Us,  0)  den  Kegel 

v  2  Y  2  V  2 

„I    -L     _2     -1-     — ^l   sa»   0 

«1  «2  «8 

a)  in  zwei  reellen,  oder 

b)  in  zwei  imaginären  Geraden  schneidet,  oder 

c)  längs  einer  Erzeugenden  berührt.^ 

2)  Von  einem  Punkte  aus  die  Tangentialebenen  an  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  zu  legen. 

3)  Vier  Strahlen,  welche  vom  Scheitel  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  ausgehen  und  in  einer  Ebene  liegen,  haben  dasselbe 
Doppelverhältnis  wie  ihre  Polarebenen. 

4)  Alle  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  ein  gemeinsames 
Polardreikant  besitzen  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  haben 
vier  Erzeugende  gemeinschaftlich. 

5)  Die  Einteilung  der  Kegel  zweiter  Ordnung  stimmt  voll- 
ständig überein  mit  der  in  I  §  18  (S.  110)  gegebenen  Einteilung 
der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

6)  Man  soll  folgende  Kegel  bei  Benutzung  desselben  Koordi- 
natensystems durch  Punktkoordinaten  darstellen: 

a)  U4  =  0,  a^uf  +  aguj  +  agU«  =  0, 

b)  u,  =  0,  u?  +  u«  +  u|  -  0, 

c)  U4  =  0,  UjUg  +  U3U1  +  UjU,  =  0. 
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7)  Die  Flächen  eines  konzentrischen  Kegelbüschels  werden 
von  jeder  durch  den  Scheitel  gelegten  Ebene  in  Strahlen  einer 
Involution  geschnitten. 

8)  Einen  Kegel  zu  konstruieren,  der  einen  gegebenen  Mittel- 
punkt hat,  durch  vier  Punkte  hindurchgeht  und  eine  gegebene 
Gerade  berührt. 

9)  Einen  Kegel  mit  vorgeschriebenem  Scheitel  zu  konstru- 
ieren, der  vier  gegebene  Gerade  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

10)  Man  untersuche  den  Kegelbüschel,  dem  die  Kegel  an- 
gehören : 

xf  +  x|  +  TLl  =  0,  xf  -  2x|  +  xi  -  0. 

a)  Welches  ist  das  gemeinsame  Polardreikant  .'^ 

b)  Welche  Ebenenpaare  gehören  dem  Büschel  an? 

c)  Welche  Kanten  sind  sämtlichen  Kegeln  gemeinschaftlich  ? 

d)  In  welcher  Geraden  durchschneiden  sich  die  Polarebenen 
des  Strahles  (xi',  x^',  xs',  0)? 

e)  Man  untersuche  die  Strahleninvolution,  welche  durch  die 
Schnittlinien  der  Kegel  gebildet  werden 

a)  auf  einer  jeden  der  drei  Ebenen  xi  —  0,  xg  =«  0,  xa  «■  0, 
ß)  auf  der  Ebene  Xi  -|-  xj  +  x»  =  0, 
/)  auf  der  Ebene  Xi  —  X2  +  x^  «=*  0. 

11)  In  entsprechender  Weise  untersuche  man 

a)  den  Büschel  der  Kegel 

xf  +  x|  +  xj  -  0,   xf  -  2x1  ~  x|  =  0, 

b)  den  Büschel  der  Kegel 

xf  —  x2  —  6x^X2  =0,  x|  —  2x^X2  =  0. 

12)  Die  Schnittlinie  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  mit  einer 
konzentrischen  Kugel  heifst  ein  sphärischer  Kegelschnitt.  Man 
beweise  für  eine  solche  Kurve  die  im  folgenden  angegebenen 
Lehrsätze  und  löse  die  gestellten  Aufgaben. 

a)  Ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  Punkte  auf  der 
Kugel  bestimmt. 

b)  Welche  Lage  müssen  sechs  Punkte  auf  der  Kugel  zu  ein- 
ander haben,  damit  es  möglich  wird,  durch  sie  einen  sphärischen 
Kegelschnitt  zu  legen. 

c)  Wenn  auf  der  Kugel  fünf  Punkte  und  ein  von  dem  letzten 
Punkte  ausgehender  Hauptkreis  gegeben  sind,  so  soll  der  Schnitt- 
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punkt  dieses  Hauptkreises  mit  dem  durch  die  fünf  Punkte  gehenden 
Kegelschnitte  gesucht  werden. 

d)  In  einem  von  fünf  gegebenen  Punkten  einer  Kugel  an  den 
durch  sie  bestimmten  Kegelschnitt  die  Tangente  zu  legen. 

e)  Man  soll  an  einen  gezeichnet  vorliegenden  sphärischen 
Kegelschnitt  von  einem  Punkte  der  Kugel  aus  die  Tangenten 
legen. 

f)  Die  Einteilung  der  sphärischen  Kegelschnitte  ist  identisch 
mit  der  in  I  §  18  (S.  110)  angegebenen  Einteilung  der  ebenen 
Kurven  zweiter  Ordnung. 

g)  Auf  der  Kugel  besteht  eine  uneigentliche  Kurve  zweiter 
Ordnung  aus  zwei  Hauptkreisen,  eine  uneigentliche  Kurve  zweiter 
Klasse  aus  zwei  Paaren  von  Gegenpunkten. 

h)  Jeder  reelle  eigentliche  Kegelschnitt  besteht  aus  zwei  ge- 
trennten Zweigen. 

i)  Die  Schnittpunkte  eines  Hauptkreises  der  Kugel  mit  den 
Gegenseiten  eines  vollständigen  sphärischen  Vierecks  bilden  eine 
Involution. 

k)  Die  vier  Seiten  eines  vollständigen  sphärischen  Vierseits 
mögen  einander  so  in  den  sechs  Punkten  a,  a',  ß,  /?',  y,  y' 
schneiden,  dafs  unter  diesen  sechs  Punkten  keine  zwei  Gegen- 
punkte vorkommen  und  dafs  weder  a  und  a,  noch  ß  und  ß', 
noch  7  und  y  auf  derselben  Seite  des  Vierseits  liegen.  Dann 
werden  die  drei  Punktepaare  ««',  ßß'  und  yy'  von  jedem  Punkte 
der  Kugel  aus  in  Strahlen  einer  Involution  projiziert. 

§  11- 
Die  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Wir  untersuchen  diejenigen  Flächen,  welche  durch  eine 
homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Punktkoordi- 
naten Xi  .  .  .  X4  dargestellt  werden.  Diese  Gleichung  wird  in 
folgender  Form  zu  Grunde  gelegt: 

(1)    ^iix?  +  aggxf  +  agjxf  +  a^^xl  + 

2a^2^i^2  ~r  ^a^gXjXg  -}-  za^^x^x^  +  Sa^gXgX^  -f- 

2^^^x^x^  +  äag^XgX^  ==»  0. 
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Da  wir  hier  wieder  annehmen  wollen^  dafs  an  den  Koeffi- 
cienten  die  untern  Marken  vertauscht  werden  können,  ohne  dafs 
der  Wert  sich  ändert,  dafs  also 

ai2  "^  a^i,  ais  ^  asi   .  .  .  aa^  «■  a43, 
allgemein  a^r  «->  Zxi  ist,  so  können  wir  die  Gleichung  (1)  auch 
in  der  Form  schreiben: 

Xi  -TaixXx  +  X2  -TajxXjf  +  xj  -Sajxx«  +  X4  Sa^xXx  »-  0; 

dafür  benutzen  wir  auch  vielfach  folgende  Form: 

(2)        S       aixxixx  — 0.^ 

I,  x^  1 ...  4 

Jede  Fläche,  welche  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellt 
wird,  nennen  wir  eine  Fläche  zweiter  Ordnung.  Da  die 
rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  nur  ein  specieller  Fall 
der  Tetraeder-Koordinaten  sind,  so  gehören  zu  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  jedenfalls  das  EUipsoid,  das  ein-  und  das  zweischalige 
Hyperboloid,  das  elliptische  und  das  hyperbolische  Paraboloid. 

2.  Wenn  die  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellte  Fläche 
durch  den  Punkt  (xi'  .  .  .  x«)  hindurchgehen  soll,  so  mufs  die 
Gleichung  erfüllt  sein: 

2  a<x  Xi '  xx '  —  0. 

Es  ist  dies  eine  homogene  lineare  Gleichung  zwischen  den 
zehn  Koefficienten  an,  a««  .  .  .  as4.  Daher  sind  neun  Gleichungen 
der  letzten  Art  erforderlich,  um  die  Verhältnisse  der  KoefEcienten 
zu  bestimmen.  Wenn  man  daher  neun  Punkte  kennt,  durch 
welche  die  Fläche  hindurchgehen  soll,  so  lassen  sich  die  Werte 
für  diese  Verhältnisse  angeben;  wir  erhalten  zehn  Determinanten 
und  dürfen  jeden  der  zehn  KoefEcienten,  bis  auf  einen  beliebigen 
gemeinschaftlichen  Faktor,  einer  unter  diesen  Determinanten  gleich- 
setzen. Nur  wenn  diese  zehn  Determinanten  sämtlich  ver- 
schwinden,  bleiben  die  Koefficienten  unbestimmt.    Daraus  folgt: 

Durch  neun  Punkte  ist  im  allgemeinen  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  bestimmt; 

mit  andern  Worten: 


^  Wenn  in  einer  Summe  mehrere  Summationsbuchstaben  vorkommen, 
so  soll  jedesmal  über  alle  diese  summiert  werden,  falls  das  Gegenteil  nicht 
ausdrücklich  dadurch  angedeutet  wird,  dafs  dem  Summationszeichen  nur  ein 
einziger  Buchstabe  angehängt  wird. 

Kill  in  AT,  Lehrbuch  der  analyt  Geometrie.    II.  G 
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Durch  neun  Punkte,  die  nicht  eine  specieile  Lage 
gegen  einander  haben,  läfst  sich  eine  einzige  Fläche 
zweiter  Ordnung  legen. 

3.  Bezieht  man  die  Schnittlinie  der  Fläche  (1)  mit  der  Ebene 
X4  8-»  0  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen  Eckpunkte  mit  den 
drei  in  dieser  Ebene  liegenden  Eckpunkten  des  Koordinaten- 
Tetraeders  zusammenfallen  und  dessen  Einheitspunkt  in  derjenigen 
Geraden  liegt,  welche  den  vierten  Eckpunkt  mit  dem  Einheits- 
punkte des  räumlichen  Systems  verbindet,  so  wird  die  Gleichung 
dieser  Linie  (nach  §  9,  1  S.  60)  erhalten,  indem  man  in  der 
Gleichung  (1)  x*  =  0  setzt.  Die  Gleichung  der  Schnittlinie  ist 
also: 

xf  +x|  +x|  -f  2ai,XiX,  +  äaljXiXg  +  2a,3X,X3  —0, 
oder  in  anderer  Form: 

S  Oix  Xi  Xx  —  0. 

4,  X  —  1,  2.  3 

Die  Schnittlinie  ist  somit  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 
In  gleicher  Weise  zeigt  man,  dafs  jede  Koordinatenebene  aus 
der  Fläche  einen  Kegelschnitt  ausschneidet. 

4.  Wenn  man  von  dem  gegebenen  Koordinatensysteme  zu 
irgend  einem  andern  System  von  Tetraeder-Koordinaten  yi,  y«, 
ys»  y4  übergeht,  so  mufs  man  (nach  §  6,  7)  die  Gröfsen  Xi,  xi, 
Xs,  X4  durch  homogene  lineare  Funktionen  von  yi,  y«,  ys,  y* 
ersetzen.  Die  Gleichung  (1)  bleibt  also  homogen  vom  zweiten 
Grade  und  nimmt  etwa  die  Form  an: 

2  hix  y*  yx  —  0. 

Aus  dieser  Gleichung  wird  die  Gleichung  der  Schnittlinie 
mit  der  Ebene  y^  —  0  erhalten,  indem  man  die  Summation  nur 
auf  die  Marken  1,  2,  3  ausdehnt;  die  Schnittlinie  ist  also  wiederum 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung.  Nun  kann  man  jede  beliebige  Ebene 
des  Raumes  zu  der  einen  Seite  eines  Koordinaten -Tetraeders 
nehmen;  daher  gilt  allgemein  der  Satz: 

Jede  Ebene  schneidet  aus  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung eine  Kurve  zweiter  Ordnung  aus. 

5.  Dieser  Satz  läfst  sich  auch  auf  folgendem  Wege  erhärten. 
Wenn  eine  Ebene  durch  die  drei  Punkte  (x'),  (x"),  (x**)  gehen 
soll,  so  gelten  für  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  die  Beziehungen : 

(3)     Xa  =  XiXa'  +  X2^a'  +  X^Xa'^  («  —  1,  2,  3,  4). 
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Hier  bedeuten  (nach  §  9,  3)  die  Koefficienten  Ai,  Xf,  k^  die 
Koordinaten  in  der  durch  die  drei  Punkte  gelegten  Ebene.   Indem 
man  die  Werte  (3)  in  die  Gleichung  (2)  einsetzt,  erhält  die  Schnitt- 
linie die  Gleichung: 
Süix  UiXt'  +  X^xr  +  isXi")  (iixx'  +  iaxx"  +  isxx")  —  0. 

Diese  Gleichimg  kann  man  in  einer  andern  Eorm  schreiben. 
Man  setze  : 

Cii  «»-TatxXi'x/,  C22 «— l^aixx/'xx",  C38  —  l^a^xX/ "'xx*', 

C12  ^^-SaixXi'xx",  C21  —  2^aixXt"xx', ; 

dann  ist  Ci2  =  c»i,  Cis=»Csi,  Cjs^—Cs»;   die  vorstehende  Glei- 
chung nimmt  also  die  einfachere  Gestalt  an: 

+  2c,32,23-0; 
sie   stellt   in   den  Dreieckskoordinaten   ili,   X^,   X^   einen  Kegel- 
schnitt dar. 

6.  Die  Gerade  X3  —  X4  «-•  0  schneidet  die  Fläche  in  den 
beiden  Punkten,  welche  sich  aus  der  Gleichung: 

a^xf  -f  2ai2XiXj  -f  a,,x|  —  0 
ergeben.  Hat  man  irgend  ein  anderes  Koordinatensystem  zu 
Grunde  gelegt,  so  erhält  man  für  die  Bestimmung  der  Schnitt- 
punkte irgend  einer  Kante  mit  der  Fläche  wiederum  eine  Gleichung 
zweiten  Grades.  In  dieser  Gleichung  können  sämtliche  Koeffi- 
cienten verschwinden;  dann  gehört  die  Gerade  ganz  der  Fläche 
an.  Im  andern  Falle  hat  die  Gleichung  zwei  reelle  oder  zwei 
imaginäre  oder  zwei  gleiche  Wurzeln.     Daher  gilt  der  Satz: 

Eine  Gerade  hat  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
entweder  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  oder  zwei 
zusammenfallende  Punkte  gemein  oder  fällt  ganz  in  sie 
hinein. 

7.  Für  die  Untersuchung  der  Schnittpunkte  selbst  ist  folgender 
Weg  geeigneter.  Wenn  (x')  und  (x")  zwei  beliebige  Punkte  sind, 
so  verhalten  sich  die  Koefficienten  eines  jeden  Punktes  ihrer 
Schnittlinie  wie 

(4)     Xi   +  ^Xi    :  Xa  -|-  o>X2    :  X3  -|-  (0x3    :  X4  +  C0X4  , 
wo  CD  die  früher  angegebene  Bedeutung  hat.     Zu  jedem  Werte 
von  CO  gehört   ein   einziger  Punkt   der  Geraden   und   zu  jedem 
Punkte  der  Geraden  ein   einziger  Wert  von  co.     Wenn  wir  die 

6* 
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Punkte  finden  wollen,  welche  diese  Gerade  mit  der  Fläche  (2) 
gemeinschaftlich  hat,  so  haben  wir  die  Werte  (4)  in  die  Gleichung 
(2)  einzusetzen.    Dadurch  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

(5)      S^Lix  (Xi  '  +  OXt")  (Xjc'  +  0?Xx")  =—  0. 

Da  aber  SzixXi'  xx"  =^  SzixXi" xx  ist,  so  können  wir  die 
Gleichung  (5)  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

(6)     Ol«  S^iixxrxx"  +  2a}S2iixXi'x/  +  SzixXi'xx  =  0. 

Wenn  hier  -Ta^xx^^xZ  —  O,  JSaixx/x/  — 0,  -Ta^x/xx'— 0 
ist,  so  wird  die  Gleichung  für  jeden  Wert  von  e»  befriedigt;  die 
Gerade  liegt  dann  ganz  in  der  Fläche.  In  allen  andern  Fällen 
werden  die  Schnittpunkte  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
bestimmt. 

8.  Schon  aus  dem  in  6.  bewiesenen  Satze,  dessen  Richtig- 
keit auch  aus  7.  unmittelbar  hervorgeht,  folgt,  dafs  eine  gerade 
Linie  ganz  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  hineinfällt,  sobald  sie 
mit  ihr  drei  Punkte  gemein  hat.  Wir  wollen  diesen  Satz  seiner 
Wichtigkeit  wegen  nochmals  beweisen. 

Angenommen,  die  Fläche  habe  die  drei  Punkte  (x),  (x"), 
(x'  +  (d'x)  mit  der  Geraden  (x'),  (x")  gemeinschaftlich.  Dann 
mufs  die  Gleichung  (6)  erfüllt  sein,  wenn  man  darin  m  durch  cd' 
ersetzt.  Da  aber  die  Punkte  (x')  und  (x")  auf  der  Fläche  liegen, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

-Sa^xx/  xx'  —  0,  Szixx/'x/  —  0. 

Demnach  geht  die  neue  Gleichung  über  in 

cd'  U^ixXi'x/  =  0. 

Hier  ist  co'  von  null  verschieden;  also  mufs -SaixXi'xx"««  0 
sein  oder  die  Gleichung  (6)  wird  für  alle  Werte  von  <o  erfüllt. 

9.  Man  sagt,  eine  Fläche  sei  von  der  nten  Ordnung, 
wenn  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  jeden  geraden  Linie  durch 
eine  Gleichung  nten  Grades  gefunden  werden.  Es  sei  eine  Fläche 
durch  eine  homogene  Gleichung  n^en  Grades  zwischen  den  Ko- 
ordinaten Xi  .  .  .  Xi  bestimmt.  Dann  bleibt  die  Gleichung  auch 
für  beliebige  andere  Tetraeder-Koordinaten  homogen  vom  nten 
Grade.  Wir  sehen  also  auf  den  beiden  Wegen,  welche  wir  so- 
eben für  n  =  2  durchgeführt  haben,  dafs  die  Bestimmung  der 
Schnittpunkte  mit  einer  geraden  Linie  von  einer  Gleichung  nten 
Grades  abhängt.     Somit  ist  jede  Fläche,   deren  Gleichung 
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in  Tetraeder-Koordinaten  homogen  vom  nten  Grade  ist, 
auch  von  der  nten  Ordnung. 
Übungen : 

1)  Man  bestimme  die  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
folgende  neun  Punkte  geht: 

a)  (1,  0,  0,  0),  (0,  1,  0,  0),  (0,  0,  1,  0),  (0,  0,  0,  l), 
(1,  1,  1,  1),  (1,  0,  1,  0),  (1,  0,  0,  -  1),  (0,  1,  -  1,  0), 
(0,  1,  0,  ~  1). 

b)  (1,  0,  0,  1),  (1,  0,  0,  -  1),  (0,  1,  0,  1),  (0,  1,  0,  -  1), 
(0,  0,  1,  1),  (0,  0,  1,  -  1),  (3,  4,  0,  5),  (3,  0,  -  4,  ^  5), 
(0,  3,  4,  -  5). 

c)  (1,  0,  1,  0),  (1,  0,  -  1,  0),  (1,  0,  0,  1),  (1.  0,  0,  -  1), 
(0,  1,  1,  0),  (0,  1,  -  1,  0),  (1,  1,  1,  1),  (1,  1,  1,  -  1), 
(1,  1,  -  1,  1). 

2)  Man  suche  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 

a)  welche  die  geraden  Linien  Xi  =»  Xs  =■  0  und  X2  =  X4  =»  0 
enthält  und  durch  die  Punkte  (1,  0,  0,  1),  (1,  1,  1,  1)  und 
(1,  1,  -  1,  ~  1)  geht; 

b)  welche  die  drei  geraden  Linien  enthält: 

Xi  —  Xs  »■  0,  x»  +  X4  «a  0,  sowie  Xi  +  xs  =  0,  xj  —  X4  =«  0 
und  Xi  +  X2  —  X3  —  X4  =  0,  Xi  —  Xg  +  X5  —  X4  =«  0. 

3)  a)  Wenn  die  durch  die  Gleichung  (l)  dargestellte  Fläche 
durch  den  Punkt  (1,  0,  0,  0)  gehen  soll,  so  mufs  au  =-0  sein. 

b)  Wenn  diese  Fläche  den  Punkt  (1,  1,  0,  0)  enthalten  soll, 
so  mufs  sein:  au  +  agg  +  2ai2  «=  0- 

c)  Diese  Fläche  kann  durch  die  Punkte  (1,  1,  0,  0)  und 
(1,  — 1,  0,  0)  nur  dann  hindurchgehen,  wenn  ai2  *«  0, 
^11  +  ajj  =»  0   ist. 

4)  Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  Fläche 

xf  +  x|  -  xg  ~  x|  =  0 
mit  folgenden  Ebenen: 

a)  mit  jeder  Koordinatenebene, 

b)  mit  der  Ebene  xi  —  xj  —  0, 

c)  mit  der  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  (1,  0,  0,  0), 
(0,  1,  1,.  1)  und  (0,  2,  1,  1)  gelegt  werden  kann. 

5)  Man  bestimme  die  Schnittlinien  der  in  4)  angegebenen 
Ebenen  mit  folgenden  Flächen: 

a)  xf  +  x|  +  xi  -  x|  -  0, 


86  J  12.    Pol  und  Polarebene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung, 

b)  xf +XI-2X3X,  —  0, 

C)    Xj  —  X|  +  äXjX^  =—  0. 

6)  Man  steUe  die  in  4)  und  5)  angegebenen  Flächen  mit 
folgenden  geraden  Linien  zusammen: 

a)  xi  =«  Xj  =  0,       b)  X|  =*  xs  =»  0,      c)  Xi  «■  X4  =*  0, 
d)  xj  =-  xs »—  0,       e)  X2  s—  X4  =«  0,       f )  xs  «»  X4  =«  0, 

g)  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (0,  1,  1,  1)  und 
(1,  2,  1,  1), 

h)  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte 

(1,  1,  0,  0)   und  (0,  0,  1,  1), 
und  bestimme  jedesmal  die  Schnittpunkte. 

§  12. 
Pol  und  Polarebene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

1.  Wie  wir  soeben  gesehen  haben,  ergeben  sich  die  Schnitt- 
punkte derjenigen  Geraden,  welche  die  Punkte  (x')  und  (x")  ver- 
bindet, mit  der  Fläche: 

(1)    JSa^XiXx  — 0 
aus  der  Gleichung: 

(2)     CO«  i;a,xx/'xx"  +  2(ö  2;a«x/  xx"  +  -Sa,xx, '  xx'  —  0. 

Wir  wollen  diese  Gleichung  zunächst  unter  der  Annahme 
eingehender  betrachten,  dafs  weder  der  Punkt  (x')  noch  der  Punkt 
(x'')  der  Fläche  angehört.  In  diesem  Falle  hat  die  Gleichung  (2) 
zwei  (reelle  oder  imaginäre  oder  gleiche)  Wurzeln  c»i  und  cof. 
Der  Quotient  coi  :  co^  stellt  das  Doppelverhältnis  dar,  in  welchem 
die  beiden  Schnittpunkte  zu  den  gegebenen  Punkten  stehen.  Sollen 
die  gegebenen  Punkte  zu  den  Schnittpunkten  harmonisch  liegen« 
so  mufs  der  Quotient  ©i  :  a>2  —  —  1  werden,  oder  es  mufs  sein: 

coi  +  coj  «■  0. 

Dieser  Forderung  wird  aber  nur  genügt,  wenn  in  der  Glei- 
chung (2)  der  Koefficient  von  co  verschwindet,  wenn  also  zwischen 
den  Koordinaten  (x')  und  (x")  die  Beziehung  besteht: 

(3)      £  2Ltx  Xi  '  Xx"  =  0. 

Zwei  Punkte  heifsen  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wenn  sie  zu  den  Schnittpunkten  ihrer 
Verbindungslinie  mit  der  Fläche  harmonisch  liegen.  Demnach 
stellt  die  Gleichung  (3)  die  Bedingung  dafür  dar,  dafs  die  Punkte 
(x)  und  (x'O  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Fläche  (1)  sind. 


$  12.    Pol  und  Polarebene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  87 

Die  angegebene  Definition  lehrt  unmittelbar,  dafs,  wenn  der 
Punkt  (x")  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x)  ist,  auch  der  Punkt 
(x)  konjugierter  Pol  von  (x'')  ist.  Dasselbe  folgt  auch  daraus,  dafs 
in  der  Gleichung  (3)  die  Koordinaten  (xi '  .  .  .  x^')  mit  den  Ko- 
ordinaten (xi "...  X4")  vertauscht  werden  können. 

2.  Denken  wir  den  Punkt  (x')  gegeben,  so  können  wir  zu 
ihm  unendlich  viele  konjugierte  Pole  bestimmen;  wenn  der  Punkt 
(x")  ein  solcher  sein  soll,  so  brauchen  wir  die  Koordinaten 
(xi*...X4")  nur  in  einer  solchen  Weise  zu  wählen,  dafs  die 
Gleichung  (3)  befriedigt  wird.  Zu  dem  festen  Punkte  (x')  sind 
daher  alle  Punkte  (x)  konjugierte  Pole,  deren  Koordinaten  der 
Gleichung  genügen: 

(4)    ÜÄixXi'xx  —0. 
Diese  Gleichung  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 
xi  -Sax  1  Xi '  +  xj  S^i «  Xi '  +  xs  -Sai  s  Xi '  +  X4  -Sa^  Xi'  =»  0. 
Hier  können  im  allgemeinen  die  KoefEcienten  von  Xi,  x^, 
Xs,  X4    nicht  sämtlich   verschwinden.     Damit   nämlich   die   vier 
Gleichungen  zusammen  bestehen  können: 

a, iXi '  -[-  a,, xj'  +  asixj'  +  a4i X4'  =«  0 
(5) 

ai4Xi'  +  a,4X8'  +  a84X3'  +  a44X4'  =  0, 

mufs  die  aus  ihren  KoefEcienten  gebildete  Determinante  ver- 
schwinden. Diesen  Fall  schliefsen  wir  vorläufig  aus.  Dann  stellt 
die  Gleichung  (4)  für  jedes  Wertsystem  (xi' .  .  .  X4')  eine  Ebene 
dar.  Jeder  Punkt  (x)  dieser  Ebene,  als  Punkt  (x")  betrachtet, 
genügt  der  Gleichung  (3),  ist  also  konjugierter  Pol  zu  dem  ge- 
gebenen Punkte  (x').  Indem  wir  diejenigen  Flächen  (1),  in  deren 
Gleichung  die  Koefficienten  die  Eigenschaft  haben,  dafs  ihre 
Determinanten  von  null  verschieden  sind,  als  eigentliche  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  bezeichnen,  ergiebt  sich  aus  der  vor- 
stehenden Entwicklung  der  Satz: 

Alle  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  eine  eigentliche 
Fläche  zweiter  Ordnung  konjugierte  Pole  zu  einem 
gegebenen  Punkte  sind,  liegen  in  einer  festen  Ebene, 
der  Polarebene  des  Punktes. 

3.  Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  unter  der  gemachten 
Annahme  auch  umgekehrt  jede  Ebene  als  Polarebene  betrachtet 
werden  kann.    Soll  nämlich  die  Ebene 
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(6)     c,xi  +  CjXj  +  CsXs  +  C4X4  —  0 

die  Polarebene  des  Punktes  (x')  sein,  so  dürfen  sich  die  Koeffi- 
cienten  von  xi,  x«,  xs,  X4  in  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  nur 
um  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  unterscheiden.  Es  mufs 
daher  sein: 

anXi'  +  a,|X,'  +  aisx«'  +  a^x/  —  (>Ci 
/^N     ajiXi'  +  a^gx«'  +  a^sXö'  +  ^aU  —  pcj 
asiXi' +  as«x,' +  assXs' +  ^34X4' =»  pCs 
a4iXi'  +  a42Xj'  +  a^sxs'  +  a44X4"  «=»  QC^. 

Da  wir  ausdrücklich  angenommen  haben,   dafs   die  Deter- 
minante 

au     ais     .     ai4 


^41        ^42        •       ^44 

von  null  verschieden  ist,  so  lassen  sich  nach  beliebiger  Wahl  von 
Q,  Ci,  Cg,  Ca,  C4  die  Werte  von  Xi ',  x»",  xs',  X4' berechnen.  Unter 
der  gemachten  Annahme  hat  jeder  Punkt  als  Pol  eine  bestimmte 
Polarebene  und  jede  Ebene  einen  bestimmten  Pol. 

4.  Zu  dem  Punkte  1  sei  die  Ebene  I  und  zu  dem  Punkte  2 
die  Ebene  II  die  Polarebene.  Dann  ist  jeder  Punkt  der  Schnitt- 
linie von  I  und  11  konjugierter  Pol  sowohl  zum  Punkte  I  wie 
zum  Punkte  2.  Die  Polarebene  zu  irgend  einem  Punkte  der 
Geraden  (I II)  mufs  also  diese  beiden  Punkte  und  somit  auch  ihre 
Verbindungslinie  enthalten;  bewegt  sich  ein  Punkt  auf  der  Schnitt- 
linie (in),  so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  1  und  2.  Daher  ist  jeder  Punkt  der  Geraden 
(III)  konjugierter  Pol  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  (12);  die 
Polarebene  zu  irgend  einem  Punkte  der  Geraden  (12)  mufs  somit 
auch  durch  die  Gerade  (IE)  hindurchgehen.  Wir  nennen  zwei 
solche  Linien  konjugierte  oder  reciproke  Polare  von  ein- 
ander und  können  den  Satz  aussprechen: 

Die  Gerade-,  in  welcher  sich  die  Polarebenen  zweier 
Punkte  schneiden,  ist  die  reciproke  Polare  zu  der  Ver- 
bindungslinie der  gegebenen  Punkte.  Die  Polarebenen 
zu  den  Punkten  der  ersten  Geraden  gehen  durch  die 
zweite,  und  die  Polarebenen  zu  den  Punkten  der  zwei- 
ten  gehen   durch   die   erste   Gerade   hindurch.    Bewegt 
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sich  ein  Punkt  auf  der  einen  von  zwei  konjugierten 
Polaren,  so  dreht  sich  seine  Polarebene  jedesmal  um 
die  andere  Gerade;  dreht  sich  eine  Ebene  um  die  eine 
dieser  beiden  Linien,  so  bewegt  sich  der  Pol  auf  der 
anderen. 

5.  Sind  I,  II,  lü  der  Reihe  nach  die  Polarebenen  von  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  1,  2,  3,  so  ist  der 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  gemeinschaftlicher  Pol  der  drei 
Punkte  1,  2,  3;  die  Polarebene  des  Schnittpunktes  mufs  die  drei 
gegebenen  Punkte  enthalten,  somit  diejenige  Ebene  sein,  welche 
durch  die  drei  Punkte  hindurchgeht.  Hiernach  ist  aber  auch  der 
Schnittpunkt  der  Ebenen  I,  II,  III  konjugierter  Pol  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  (I,  2,  3);  die  Polarebene  zu  jedem  solchen 
Punkte  geht  also  durch  den  Schnittpunkt  hindurch.  Wenn  sich 
jetzt  ein  Punkt  auf  der  Ebene  (1,  2,  3)  bewegt,  so  dreht  sich  die 
Polarebene  um  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  I,  11,  III,  und  wenn 
umgekehrt  eine  Ebene  um  einen  festen  Punkt  gedreht  wird,  so 
bewegt  sich  ihr  Pol  auf  einer  festen  Ebene,  der  Polarebene  des 
Punktes. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Ebene,  so  dreht 
sich  seine  Polarebene  um  einen  festen  Punkt,  den  Pol 
der  Ebene,  und  umgekehrt. 

6.  Die  letzten  Sätze,  welche  soeben  rein  begrifflich  hergeleitet 
sind,  lassen  sich  auch  leicht  durch  Rechnung  erweisen.  Die  Polar- 
ebene des  Punktes  (x')  hat  die  Gleichung:  ^atxXi'xx  =  0;  ebenso 
ist  die  Polarebene  des  Punktes  (x")  durch  die  Gleichung: 
-Taixx/xjf  —  0  und  die  des  Punktes  {yi-\'kx)  durch  die  Gleichung: 

(8)     -£a,x  (x/ +  Ax/')  xx  =  0 
bestimmt.     Die  letzte  Gleichung  kann  man  aber  auch  schreiben: 

-SaixXt'xx  +  A  -SaixXt'xx  —  0. 
Ist  A^— 0  die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  (x'), 
B  =■  0  die  der  Polarebene  des  Punktes  (x'),  so  hat  die  Polarebene 
des  Punktes  (x'  +  Jlx')  die  Gleichung:  A  +  ilB  =  0. 

Es  seien  (x  +  Jlix"),  (x'  +  ;i,x"),  (x'  +  Jtjx"),  (x'  +  ;i4x")  vier 
in  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte  liegende 
Punkte;  die  Polarebenen  haben  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

A  +  ;iiB  —  0,  B  +  ;i,B  =  0,  A  +  ilaB  —  0,  A  +  k,B  -=  0. 
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Die  vier  Punkte  haben  das  Doppelverhältnis: 

A3   A\  X4   Aj 

— ^^.^-^^— — —       •      -  . 

Xf  —  Xz      If  —  X4 

Dieser  Bruch  stellt  aber  auch  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Ebenen  dar.  Die  Polarebenen  zu  vier  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkten  haben  demnach  dasselbe  Doppelver- 
hältnis wie  die  vier  Punkte.  Konstruieren  wir  zu  allen 
Punkten  einer  geraden  Linie  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  bilden  diese  Ebenen  einen 
Büschel,  welcher  der  Punktreihe  projektiv  zugeordnet  ist. 

Übungen : 

1)  a)  Ist  O1O2O8O4  das  Koordinaten-Tetraeder,  und  sollen 
die  Polarebenen  der  Punkte  Oi  und  Oj  in  Bezug  auf  die  Fläche 
(1)  durch  die  Kante  OsO«  hindurchgehen,  so  mufs  sein 

ai8  «*ai4  —  as8  =«»24  =«0. 

b)  Man  zeige,  dafs  für  ais  «»  ai4  »»  ags  »>  as4  »»  0  die  Polar- 
ebene eines  jeden  Punktes  der  Kante  OiOg  durch  O3O4  und 
die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  von  O8O4  durch  OiO«  hin- 
durchgeht. 

c)  Welches  ist  unter  der  in  b)  gemachten  Annahme  die 
Polarebene  des  Punktes  (fi,  r,  0,  0)  und  welches  die  Polarebene 
des  Punktes  (0,  0,  p,  0).^ 

2)  Wenn  die  Punkte  (1,  0,  0,  0)  und  (0,  1,  0,  0)  konjugierte 
Pole  für  die  Fläche  (1)  sein  sollen,  so  mufs  ai2  —0  sein.  Wie 
lautet  die  entsprechende  Bedingung  dafür,  dafs  irgend  zwei  an- 
dere Eckpunkte  des  Koordinaten-Tetraeders  konjugierte  Pole  sind? 

3)  a)  Welche.  Bedingungen  müssen  die  Koefjßcienten  der 
Gleichung  (1)  erfüllen,  damit  die  Ebene  O8OJ1O4  die  Polarebene 
des  Punktes  Oi   ist? 

b)  Man  zeige,  dafs  jetzt  auch  die  Polarebene  zu  jedem  Punkte 
(0,  xj',  xs',  X4')  der  Ebene  O2O8O4  durch  den  Punkt  Oi  geht. 

4)  a)  Der  Punkt  Ol  soll  die  Ebene  -STmixXx  — 0,  der  Punkt 
O2  die  Ebene  -S'm2xXx«=0,  der  Punkt  08  die  Ebene  2^msxXx««0 
und  der  Punkt  O4  die  Ebene  Sm^x  xx  =-»  0  zur  Polarebene  in 
Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  haben.  Welche  Be- 
ziehungen müssen  zwischen  den  Koefficienten  dieser  vier  Ebenen 
bestehen?  Wieviel  Bedingungen  erhalten  wir  hierfür?  Sind  diese 
von  einander  unabhängig? 
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b)  Können  drei  beliebige  Ebenen  Polarebenen  zu  drei  will- 
kürlich gewählten  Punkten  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  sein,  oder  mufs  eine  Bedingung  dafür  bestehen,  dafs 
der  Punkt  (x')  die  Polarebene  (u'),  der  Punkt  (x")  die  Polarebene 
(u")  und  der  Punkt  (x*")  die  Polarebene  (u*^)  hat? 

5)  a)  Zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  0^0804  suche 
man  die  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  die  Polare  in  Bezug  auf  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  dieser 
Ebene.    Welche  Lage  hat  die  Polare  der  Polarebene  gegenüber? 

b)  Man  leite  hieraus  einen  allgemeinen  Satz  her. 

c)  Man  beweise  diesen  Satz  aus  dem  Begriflfe  der  Polare  und 
der  Polarebene. 

6)  a)  Man  bringe  die  in  4)  und  5)  gefundenen  Bedingungen 
in  Beziehung  zu  einander. 

b)  Wieviel  Bedingungsgleichungen  müssen  zwischen  den 
Koefficienten  der  Gleichung  (1)  bestehen,  damit  die  Ebene  (u) 
die  Polarebene  des  Punktes  (x')  wird? 

7)  a)  Wenn  f  (Xi  ...  X4)  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  in  Xi,  Xg,  xs,  x«  ist  und  wenn  gesetzt  wird 

d{  (xi  .  ,  .  X4)       r,  ,    .  df  (xi  .  .  .X4)       ^,  , 

so  ist 

Xif  (Xt)  +  x^f  (x,)  +  Xsf  (Xs)  +  X4f'  (X4)  -  2f  (X). 

b)  Wenn  (xi  . . .  X4)  und  (yi  ...  74)  zwei  beliebige  Wert- 
systeme und  f  (x)  homogen  vom  zweiten  Grade  ist,  so  ist 

2;x*f'(y0— -Sy^f'Cx,). 
Für  f  (x)  =»  UzixXiXx  wird  jeder  der  beiden  Ausdrücke  gleich 
-Sa/xXiyx. 

c)  Damit  die  Gleichung  f  (xi  . . .  X4)  =  0  eine  eigentliche 
Fläche  zweiter  Ordnung  darstellt,  müssen  die  vier  linearen  Formen 
f  (xi),  f  (x,),  f  (xs),  f  (X4)  von  einander  unabhängig  sein;  es  darf 
daher  nicht  möglich  sein,  vier  Konstante  Ci,  c«,  Cs,  C4  so  zu 
bestimmen,  dafs  die  Gleichung 

C|  f '  (X» )  +  C,r  (X,)  +  Csf '  (Xs)  +  C4f '  (X4)  -  0 

für  alle  Wertsysteme  xi  . . .  X4  befriedigt  wird. 

d)  Unter  derselben  Bedingung  müssen  die  vier  Ebenen 
f  (xi)  — 0,  f'(x2)  — 0,  f'(x3)  — 0,  r(x4)  — 0  ein  Tetraeder  be- 
grenzen. 
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e)  Die  Polarebene  des  Punktes  (x)  in  Bezug  auf  die  Fläche 
f  (xi  . . .  Xi) «« 0  kann  in  den  beiden  Formen  geschrieben  werden: 

Xjf  (Xi')  +  X,f  (X,')  +  Xsf  (Xs')  +  X4f  (X4')  -  0 

und 

Xt'f  (XO  +  X,T  (X,)  +  X,  f  (X.)  +  X4'f  (X4)  -  0. 

f)  Speciell  hat  der  Punkt  (1, 0, 0, 0)  die  Polarebene  f  (xi )  —  0, 
der  Punkt  (0,  1,  0,  0)  die  Polarebene  f  (xj)=«0  u.  s.  w. 

g)  Soll  die  Ebene  (u')  den  Pol  (x')  haben,  so  müssen  die 
Gleichungen  bestehen: 

ui' :  u,' :  Us' :  U4'  -  f  (xi')  :  f  (x,') :  f  (x,') :  f  (X4'). 

§  13. 
Die  Tangentialebenen  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Wie  wir  gesehen  haben,  ergeben  sich  die  Punkte,  welche 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  (x')  und  (x")  mit  der  Fläche 

(1)    -SaixXiXx  — 0 
gemeinschaftlich  hat,  aus  der  Gleichung 

(2)    a>«  SZix  Xi "  xx"  +  2a)  -Saix  Xi '  Xx"  +  JSa.x  Xi '  xx'  —  0. 
Wenn  die  Gleichung  befriedigt  wird: 

(3)  2?aixX/'xx'  — 0, 

wenn  also  der  Punkt  (x)  der  Fläche  angehört,  so  hat  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (2)  den  Faktor  cd.  Tritt  jetzt  noch  die 
weitere  Bedingung  hinzu: 

(4)  -Sa/xxt'xx"  — 0, 
so  geht  die  Gleichung  (2)  über  die 

©«-SaixX£"xx''  — 0. 

Wofern  der  Punkt  (x")  nicht  ebenfalls  der  Fläche  angehört, 
ist  die  Gleichung  (4)  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Gleichung  (2) 
nur  die  eine  Wurzel  aia-0  hat,  oder  dafs  die  Verbindungslinie 
des  auf  der  Fläche  liegenden  Punktes  (x')  mit  dem  Punkte  (x") 
nur  den  Punkt  (x')  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat,  sie  im 
Punkte  (x')  berührt. 

Für  einen  der  Fläche  angehörenden  Punkt  (x')  giebt  also  die 
Gleichung  (4)  die  Bedingung  dafür  an,  dafs  der  Punkt  (x")  auf 
einer  Geraden  liegt,  von  welcher  die  Fläche  (1)  im  Punkte  (x) 
berührt  wird.  Da  die  Gleichung  (4)  auch  befriedigt  wird,  wenn 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  (x')  und  (x")  ganz  auf  der  Fläche 
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liegt,  müssen  wir  die  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden  auch  zu 
ihren  Tangenten  rechnen. 

2.  Indem  wir  den  Punkt  (x')  als  gegeben,  den  Punkt  (x") 
als  veränderlich  ansehen,  stellt  die  Gleichung  (4)  die  Bedingung 
dar,  dafs  der  Punkt  (x')  auf  einer  im  Punkte  (x)  der  Fläche  (1) 
an  sie  gelegten  Tangente  liegt.    Die  Gleichung 

f5)    JSa«x/x;^  =-0, 
die  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

xi  -SaixXx'  +  Xg  JSZixXx  +xs  l^asxxx'  +  X4  -Sa4acXjf'  =  0, 
stellt  eine  Ebene  dar.  Wir  können  daher  sagen :  Alle  Tangenten, 
die  in  einem  gegebenen  Punkte  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
gelegt  werden  können,  liegen  in  einer  festen  Ebene,  der  Tan- 
gentialebene des  Punktes;  die  Gleichung  der  Tangentialebene 
des  Punktes  (x'j  an  die  Fläche  (1)  hat  die  Form  (5). 

3.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  1  ziehen  wir  Sekanten  an 
die  Fläche  zweiter  Ordnung  und  lassen  die  zugehörige  Sehne 
immer  kleiner  werden;  dann  rückt  auch  der  dem  Punkte  1  in 
Bezug  auf  die  Schnittpunkte  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt 
immer  näher  an  die  Schnittpunkte  heran.  Geht  also  vom  Punkte  1 
eine  Tangente  der  Fläche  aus,  so  fällt  der  auf  der  Tangente 
liegende  Pol  des  gegebenen  Punktes  mit  dem  Berührungspunkte 
zusammen. 

Sollen  umgekehrt  die  Punkte  a  und  ß  harmonisch  liegen  zu 
den  Punkten  y  und  rf,  welche  ihre  Verbindungslinie  mit  der 
Fläche  gemein  hat,  und  soll  der  Punkt  ß  mit  dem  Punkte  6  zu- 
sammenfallen, ohne  dafs  a  der  Fläche  angehört,  so  mufs  auch  7 
mit  ö  zusammenfallen.  Wenn  daher  von  zwei  konjugierten  Polen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  der  eine  der  Fläche  angehört,  so 
mufs  der  andere  auf  einer  Tangente  liegen,  die  von  dem  ersten 
Punkte  ausgeht.  Zu  einem  Punkte  der  Fläche  sind  also  alle  die- 
jenigen Punkte  konjugierte  Pole,  welche  auf  einer  die  Fläche  in 
dem  gegebenen  Punkte  berührenden  Geraden  liegen.  Die  Polar- 
ebene eines  Punktes  der  Fläche  fällt  mit  ihrer  Tangen- 
tialebene zusammen. 

4.  Hiernach  geht  die  Polarebene  zu  einem  Punkte  der  Fläche 
durch  ihren  Pol  hindurch.  Umgekehrt  liegt  jeder  Punkt,  der 
seiner  Polarebene  angehört,  auf  der  Fläche.  Die  Gleichung 
2Jaijf XiXx'  =•  0  stellt  die  Polarebene  des  Punktes  (x)  dar;  soll  der 
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Punkt  (x)  in  dieser  Ebene  liegen ,  so  mufs  die  Gleichung  auch 
erfüllt  werden,  wenn  man  in  ihr  (x»  .  .  .  X4)  durch  (x/  .  .  .  Xi') 
ersetzt.  Dadurch  geht  die  Gleichung  über  in  JSaixx/xx' =»0, 
und  daraus  folgt,  dafs  der  Punkt  (x)  der  Fläche  angehört. 

5.  Wir  suchen  die  Kurve,  welche  die  Tangentialebene  der 
Fläche  im  Punkte  (x)  mit  ihr  gemeinschaftlich  hat.  Zu  dem  Ende 
nehmen  wir  auf  der  Tangentialebene  noch  zwei  beliebige  Punkte 
(x")  und  (x'")  an  und  stellen  die  Koordinaten  der  übrigen  Punkte 
dieser  Ebene  in  der  Form  dar: 

Xi    —  ^1X1'  +  ^2X1"  +  ^3X1'*' 


X4    s^  ^1X4      -f-   X2X4     -f-   ^3X4     . 

Die  Gleichung  der  Schnittlinie  erhalten  wir,  indem  wir  diese 
Werte  für  Xi  .  .  .  X4  in  die  Gleichung  (1)  einsetzen.  In  den 
ebenen  Koordinaten  Ai,  Xiy  X^  wird  demnach  die  Gleichung  dieser 
Kurve  : 

kl  Uai^xi'xx  +  kl  2;a«x/'xx"  +  XI  -Sa^xx."  xx" 

+  2X,k2  -Saixx,'  xx"  +  2kik,  Szi^cXi'xx" 

+  2X^Xs  -Sa,xx/'xx'"~0. 

Weil  aber  der  Punkt  (x)  auf  der  Fläche  liegt  und  die  Punkte 
(x")  und  (x'")  der  Tangentialebene  angehören,  so  mufs  sein: 

(6)     2!2iix  xx '  xx  =  0,  Uaix  x* '  xx'  =»  0,  2zix  xi '  xx'"  «»  0. 

Die  Gleichung  der  Schnittlinie  hat  also  die  Form: 
(7)     C22AI  +  2c^^ia^  +  C33il  —  0; 
sie  stellt  ein  reelles  oder  imaginäres  Linienpaar  dar,  dessen  sin- 
gulärer  Punkt  der  Punkt  JI2  =  ^»  =  0  oder  der  Punkt  (x')  ist. 

Wenn  umgekehrt  eine  Ebene  mit  der  Fläche  ein  Linienpaar 
gemein  hat,  so  wählt  man  den  singulären  Punkt  als  Punkt  (x), 
nimmt  noch  zwei  beliebige  andere  Punkte  (x')  und  (x'")  hinzu 
und  drückt  die  Koordinaten  der  Punkte  der  Ebene  in  der  ange- 
gebenen Weise  vermittelst  der  Gröfsen  Jli,  X{^  X^  aus.  Da  der 
Punkt  (x')  oder  der  Punkt  {X^  =  Aj,  =  0)  der  singulare  Punkt  des 
Linienpaares  sein  soll,  so  mufs  die  Schnittlinie  die  Gleichung  (7) 
haben.  Demnach  sind  die  Gleichungen  (6)  erfüllt  oder  die  Punkte 
(x")  und  (x'")  liegen  auf  der  Tangentialebene  des  Punktes  (x'). 

Jede  Tangentialebene  an  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung hat  mit  ihr  ein  Linienpaar  gemeinschaftlich,  und 
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umgekehrt   berührt   eine  Ebene   die  Fläche,  sobald  die 
Schnittlinie  in  ein  Linienpaar  übergeht. 

6.  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Ebene  bewegt,  so  dreht 
sich,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  seine  Polar- 
ebene um  den  Pol  der  Ebene.  Beschränken  wir  die  Beweglich- 
keit so,  dafs  der  Punkt  stets  auf  der  Schnittlinie  der  Ebene  mit 
der  Fläche  verbleibt,  so  bleibt  die  Polarebene  eine  Tangential- 
ebene; daher  gehen  die  Tangentialebenen  zu  allen  Punkten,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  durch  einen 
festen  Punkt,  den  Pol  der  Ebene. 

Umgekehrt  liegen  die  Pole  zu  allen  Ebenen,  die  durch  einen 
festen  Punkt  gehen,  in  der  Polarebene  des  Punktes.  Speciell  sind 
die  Berührungspunkte  für  die  durch  einen  festen  Punkt  gehenden 
Tangentialebenen  die  Schnittpunkte  seiner  Polarebene  mit  der 
Fläche. 

Hiernach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Tangentialebenen,  von  denen  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  den  Punkten  eines  Kegelschnitts  berührt 
wird,  gehen  durch  einen  festen  Punkt,  den  Pol  der 
Ebene  des  Kegelschnitts,  und  alle  durch  einen  festen 
Punkt  gehenden  Tangentialebenen  berühren  die  Fläche 
längs  der  Schnittlinie  mit  seiner  Polarebene. 

7.  Wie  jeder  Punkt  ji  auf  einer  im  Punkte  a  die  Fläche 
berührenden  Geraden  Pol  zum  Berührungspunkte  a  ist,  so  ist 
umgekehrt  der  Berührungspunkt  a  einer  jeden  vom  Punkte  ^ 
ausgehenden  Tangente  Pol  zum  Punkte  x.  Daher  liegen  die 
Berührungspunkte  aller  dieser  Tangenten  in  der  Polarebene  des 
Punktes  jr;  sie  gehören  einem  Kegelschnitte  an,  nämlich  der 
Schnittlinie  <ler  Fläche  mit  der  Polarebene  des  Punktes.  Demnach 
sind  alle  vom  Punkte  ji  ausgehenden  Tangenten  Erzeugende  eines 
Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  den  Punkt  zum  Scheitel  und 
den  angegebenen  Kegelschnitt  zur  Leitlinie  hat. 

Derjenige  Kegel,  welcher  alle  von  einem  festen  Punkte  aus- 
gehenden Tangenten  einer  Fläche  zu  Erzeugenden  hat,  heifst 
der  Tangentialkegel  des  Punktes.  Wir  haben  somit  den 
Satz  gefunden: 

Der  Tangentialkegel  eines  Punktes  für  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher 
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die    Schnittlinie    der   Fläche    mit    der   Polarebene    des 
Punktes  zur  Leitlinie  hat. 

8.  In  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  von  zwei  reciproken 
Polaren  sind  drei  Fälle  möglich: 

a)  zwei  solche  Linien  fallen  zusammen, 

b)  sie  schneiden  einander, 

c)  sie  haben  keinen  Punkt  gemein,  liegen  also  windschief  zu 
einander. 

Soll  eine  Gerade  mit  ihrer  reciproken  Polaren  zusammen- 
fallen, so  mufs  jeder  ihrer  Punkte  in  seiner  Polarebene  liegen; 
die  Gerade  mufs  also  der  Fläche  angehören.  Umgekehrt  ist  jede 
auf  der  Fläche  liegende  Gerade  ihre  eigene  Polare.  Bewegt  sich 
ein  Punkt  auf  einer  solchen  Geraden,  so  dreht  sich  die  Polarebene 
um  die  Gerade,  und  umgekehrt. 

Wenn  zwei  reciproke  Polaren  einen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben,  so  ist  dieser  Punkt  konjugierter  Pol  zu  den  Punkten  der 
beiden  Geraden;  also  berührt  die  durch  die  beiden  Geraden  ge- 
legte Ebene  die  Fläche  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden. 
Damit  eine  Gerade  ihre  reciproke  Polare  schneidet,  mufs  sie  eine 
Tangente  der  Fläche  sein. 

9.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  zwei  reciproke  Polare  g  unJ 
g'  zu  betrachten,  welche  windschief  zu  einander  liegen.  Die 
Polarebenen  zu  den  Punkten  von  g  gehen  durch  g',  und  die  Pole 
zu  allen  durch  g  gelegten  Ebenen  liegen  in  g'.  Soll  eine  durch 
g  gelegte  Ebene  Tangentialebene  sein,  so  mufs  ihr  Berührungs- 
punkt auf  g'  liegen,  und  umgekehrt  geht  jede  Ebene,  von  welcher 
die  Fläche  in  einem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  g'  berührt 
wird,  durch  g  hindurch.  Da  nach  unserer  Annahme  die  Geraden 
g  und  g  weder  ganz  der  Fläche  angehören,  noch  dieselbe  be- 
rühren, so  schneidet  jede  von  ihnen  die  Fläche  in  zwei  reellen 
oder  imaginären  Punkten;  demnach  gehen  auch  durch  jede  der 
beiden  Geraden  zwei  Tangentialebenen  hindurch.  Nun  können 
wir  eine  der  beiden  Geraden  ganz  willkürlich  wählen;  w-ir  erhalten 
also  den  Satz: 

Durch  jede  Gerade  des  Raumes  gehen  im  allgemeinen 
zwei  Tangentialebenen  der  Fläche;  durch  eine  Tangente 
läfst  sich  nur  eine  Tangentialebene  legen,  dagegen  wird 
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die  Fläche  von  jeder  Ebene  berührt,  welche  durch  eine 
ganz  in  ihr  gelegene  Gerade  hindurchgeht. 

10.  Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  die 
Bedingung  aufsuchen,  unter  der  eine  durch  ihre  Koordinaten  ge- 
gebene Ebene  Tangentialebene  an  die  Fläche  (1)  ist.  Diejenige 
Ebene,  durch  welche  die  Fläche  im  Punkte  (xi' .  .  .  X4')  berührt 
wird,  hat  die  Gleichung: 

xi  (aiiXi'  -f  ai2X2'  +  aisXs'  +  ai4X4') 

+  xj  (ajixi'  +  a22X2'  +  ajsXs'  +  »24X4') 
+  xj  (asjXi'  +  a32X2'  +  ajsXs'  +  aj^Xi') 

+  X4  (a4ixi'  +  a42X2'  +  a48X8'  +  a44X4')  =  0. 

Die  Koordinaten  Ui,  U2,  Us,  U4  dieser  Ebene  müssen  den 
Koefficienten  der  Gleichung  proportional  sein;  es  müssen  daher 
die  Gleichungen  bestehen: 

^iiXi'  +  a^jx^'  +  a^jXg'  +  a^^x/  —  qu^ 
/gx     a,iXi   +  a,,Xj  +  a^gXg   +  aj4X^  =»  puj 

^81^1     "1^82^«       l~  ^8  8^8       I     ^84^4     **"  (*^8 
^41^1     "r^42^2     "1^43^3       1     ^44^4     "^  (^^4- 

Wenn  die  Determinante 


(9)    A 


an     .     .     .    ai4 


^41        •       •       •       ^44 

von  null  verschieden  ist,  so  ergeben  sich  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  die  folgenden: 

Axi'  —  Q  (A^Ui  +  Ajju,  +  Aj^Ug  +  A^^uJ 

(10)    ^*  ^  ^  ^^^*"^  "^  "^""^  ''■  ^«'"»  "^  A42U4) 
Ax,'  —  Q  (A^gUi  +  AjgU,  +  AgjUg  +  A^gUj 

AX4'  —  Q  (Ai4Ui  +  Ag^Uj  +  Ag^Ug  +  A^^uJ, 

wo   jedesmal  Aix  gleich  ist  dem   Koefficienten   von   2iix  in   der 
Determinante  A.     Zugleich  ist  Aix  =»  Axi- 

Nun  liegt  der  Punkt  (x)  als  Berührungspunkt  in  der  Ebene 
(u),  also  besteht  die  Gleichung: 

(11)    u^x/  +  UgX^'  +  UgXg'  +  u^x^'  —  0. 

Wenn  wir  also  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit 
Ui,  uj,  U8,  U4  multiplizieren  und  die  Produkte  addieren,  so  ver- 
schwindet die  linke  Seite;  man  erhält  also  die  Gleichung: 

KilliDff,  Lehrbach  der  analyt.  Oeometrie.    IL  7 
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(12)  Ui  (A^iUi  +  A,iU,  +  AgiUg  +  A^iuj 

+  "a  (AijUi  +  A,,U2  +  AjgUg  +  A^guj 
+  "8  (Ais^i  +  AjjUj,  +  A33U3  +  A^guj 
+  "4  (A14U1  +  Aj^Uj  +  Ag^Us  +  A^^uJ  —  0 
oder 

(13)  A,,uf +A,,ui+A33u|+A,,u| 

+  2A12U1U,  +  2A13U1U8  +  2Ai4UiU^ 
+  2A,3UjU3  +  2A24U2U^  +  2A3,U3U4  —  0 
oder  kurz 

(14)    SAtxUiUx  -=^0.      - 
Ist  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
Punktkoordinaten 

2!  aix  X£  xx  —  0, 
und  ist  die  Determinante  ihrer  Koefficienten  von  null 
verschieden,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenen- 
koordinaten 

2  Aix  Ui  ux  =^  0, 
wo   jeder  Koefficient  Atx  die   zu   a<x  gehörende  Unter- 
determinante ist. 

11.  Dieser  Satz  kann  erst  dann  als  vollständig  erwiesen 
gelten,  nachdem  gezeigt  ist,  dafs  jede  Ebene,  deren  Koordinaten 
der  Gleichung  (14)  genügen,  eine  Tangentialebene  der  Fläche  (1) 
ist.  Davon  überzeugt  man  sich  durch  folgende  Erwägung.  Aus 
den  gegebenen  Werten  (ui  .  .  .  U4)  kann  man  vermittelst  der 
Gleichungen  (10)  die  Verhältnisse  x/ :  xg' :  xj' :  X4'  berechnen; 
diese  Gleichungen  kommen  aber  auf  die  Gleichungen  (8)  hinaus; 
folglich  ist  der  Punkt  (x')  der  Pol  der  Ebene  (u).  Jetzt  schreibe 
man  die  Gleichung  (14)  in  der  Form  (12)  und  ersetze  die  ein- 
zelnen Klammerausdrücke  durch   — —y  — —,  — -^  — -:  dadurch 

Q         Q         Q         Q 

geht  diese  Gleichung  in  die  Gleichung  (11)  über,  welche  besagt^ 
dafs  der  Punkt  (x')  in  seiner  Polarebene  und  somit  (nach  G.)  in 
der  Fläche  liegt. 

12.  Um  die  Gleichung  der  Fläche  (1)  in  Ebenenkoordinaten 
darzustellen,  können  wir  auch  folgenden  Weg  einschlagen.  Mit 
den  Gleichungen  (8)  stellen  wir  die  Gleichung  (11)  zusammen. 
Dadurch  erhalten  wir  fünf  homogen  lineare  Gleichungen  mit  den 
Unbekannten  Xi',  xg',  Xg',  X4',  und  — q.   Diese  können  nur  dann 
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mit  einander  bestehen,  wenn  die  aus  ihren  Koefficienten  gebildete 
Determinante  gleich  null  ist.  Demnach  erscheint  die  Beziehung 
zwischen  den  Koordinaten  einer  Tangentialebene  (d.  h.  mit  andern 
Worten,  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenenkoordinaten)  in  der 
Form: 


(15) 


12 


U 
U 
U 

^4  1        ^4  2       ^4  8        ^4  4       ^4 
U,  U«         Uo  U.  0 


11 


'21 
8  1 


a 


22 
82 


18 

'28 

83 


14 


24 
84 


0. 


1  «2  "8  **4 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  diese  Gleichung  mit  (13) 
identisch  ist. 

13.  Man  sagt,  eine  Fläche  sei  von  der  nten  Klasse, 
wenn  die  Bestimmung  der  durch  eine  beliebige  Gerade  gehenden 
Tangentialebenen  auf  eine  Gleichung  nten  Grades  führt.  Sind 
(u)  und  (u")  zwei  beliebige  Ebenen,  so  findet  man  die  Koordi- 
naten der  durch  ihre  Schnittlinie  an  die  Fläche  (14)  gelegten 
Tangentialebenen,  indem  man  in  der  Gleichung  (14)  die  Koordi- 
naten Ui,  Uj,  U3,  U4  der  Reihe  nach  durch  u/  +  ^^i'\  Uj'  -l-coug", 
U3'  +  CÖU5",  U4'  +  C0U4''  ersetzt.  Dadurch  geht  diese  Gleichung 
über  in: 

a>*  UAixUi' ux "  +  2a) üAix Ui ' u/  +  Shix u* ' Ux'  =»  0. 

Da  diese  Gleichung  in  w  vom  zweiten  Grade  ist,  lassen  sich 
im  allgemeinen  durch  eine  Gerade  zwei  Tangentialebenen  an  die 
gegebene  Fläche  legen.  Dies  Resultat,  welches  wir  in  9.  auf 
einem  andern  Wege  gefunden  haben,  drücken  wir  jetzt  in  fol- 
gender Weise  aus: 

Jede  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  auch 
von  der  zweiten  Klasse. 

Übungen : 

1)  Man  stelle  für  die  folgenden  Flächen  die  Gleichung  der 
Tangentialebene  in  jedem  der  angegebenen  Punkte  auf: 

a)  an  die  Fläche  xf+x|+x|  —  x|=Oin  den  Punkten 
(1,  0,  0,  1),  (1,  0,  0,  -  1),  (1,  2,  2,  3),  (1,  -  2,  2,  -  3); 

b)  an  die  Fläche  xf  +  x|  —  x|  —  x|  =  0  in  den  Punkten 
(1,  0,  0,  1),  (1,  0,  - 1,  0),  (1,  1,  1,  1),  (1,  2,  -  2,  1); 

c)  an  die  Fläche  xix»  —  xsX4  —  0  in  den  Punkten  (1,  0,  0,  0), 
(0,0,1,0),  (1,1,1,1),  (1,  -1,-1,1). 


7* 


100         S  13.    Die  Tangentialebenen  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Man  gebe  in  den  einzelnen  Fällen  die  Kurve  an,  welche  die 
Tangentialebene  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat. 

2)  Man  gebe  die  Gleichung  des  Tangentialkegels  an,  welcher 
an  die  folgenden  Flächen  von  je  einem  Eckpunkte  des  Koordi- 
naten-Tetraeders gelegt  werden  kann: 

a)  an  die  Fläche  xf  -f-  x|  +  x|  —  x|  —  0, 

b)  an  die  Fläche  xj  -j-  x|  —  x J  —  x|  =»  0, 

c)  an  die  Fläche 

xf  +x|  +  2x,X3  —  4XjX3  —  x|  +  6x8X^  +x|  =0. 

d)  an  die  Fläche 

xj  +  4xjX,  +  2x|  —  x|  —  tiXgX^  —  4x|  —  0. 

3)  Man  bestimme  die  reciproken  Polaren  der  Kanten  des 
Koordinaten-Tetraeders  für  die  unter  2)  angegebenen  Flächen. 

4)  Man  gebe  die  Tangentialebenen  an  eine  der  unter  2)  mit- 
geteilten Flächen  an,  welche  durch  je  eine  Kante  des  Koordinaten- 
Tetraeders  gehen. 

5)  Man  stelle  die  in  2)  angegebenen  Flächen  in  den  zuge- 
hörigen Ebenenkoordinaten  dar,  sowie  die  Flächen: 

a^xf  -f  ajx|  +  a^xl  +  a^xf  —  0, 
ajXj  -[-  a^Xj  +  JagXjXg  =  ü, 

6)  Gehören  alle  Punkte  einer  geraden  Linie  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  an,  so  gehen  auch  die  Tangentialebenen,  die 
in  den  Punkten  der  Geraden  berühren,  durch  diese  Linie  hindurch. 

7)  Wenn  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
der  Form  f  (xi  .  .  .  X4)  «»  0  gegeben  ist,  so  ist  die  Gleichung  der 
Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  (x): 

Xif  (X,0  +  X,f  (X,')  +  Xsf  (Xs')  -f  X.if  (X4')  -  0 

oder 

xi'f  (xO  -h  x/f  (x,)  +  xs'f  (xa)  -f  X4T  (X4)  =  0. 

8)  Die  Tangentialebenen  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  den  Punkten  (g),  (r;),  (£),  (^)  haben  nur  dann  einen 
Punkt  gemeinschaftlich,  wenn  die  vier  Berührungspunkte  in  einer 
Ebene  liegen. 

Aus  welchem  Satze  des  Textes  folgt  unmittelbar  die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung?  Ein  zweiter  Beweis  ergiebt  sich  aus  der 
zweiten  in  Übung  7)  angegebenen  Form  der  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene.     Einen    dritten    Beweis   stütze    man    auf  folgende 
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Erwägung  unter  Benutzung  der  ersten  Form:  Damit  die  Tangential- 
ebenen durch  einen  Punkt  gehen,  mufs  die  Determinante 

f  (gl)  .  .  •  f  (§4) 
f  (fji)  .  .  .  f  (7/4) 

f'(£i)  .  .  .  f(£4) 

verschwinden;  diese  ist  aber  das  Produkt  aus  der  nicht  ver- 
schwindenden Determinante  A  in  die  aus  den  Koordinaten  der 
vier  Punkte  gebildete  Determinante. 

§  14. 

Polartetraeder  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

1.  Wir  legen  unserer  Untersuchung  wieder  eine  eigentliche 
Fläche  zweiter  Ordnung  zu  Grunde  und  denken  ihre  Gleichung 
wieder  in  der  Form  (1)  §  13  gegeben.  Die  aus  den  Koefficienten 
dieser  Gleichung  gebildete  Determinante  soll  also  von  null  ver- 
schieden sein.  Wenn  ein  Punkt  1  der  Fläche  nicht  angehört,  so 
geht  seine  Polarebene  nicht  durch  ihn  hindurch;  auch  kann  diese 
Ebene  nicht  ganz  der  Fläche  angehören.  Sobald  man  daher  den 
Punkt  2  in  dieser  Ebene  I  so  wählt,  dafs  er  nicht  der  Schnitt- 
linie angehört,  geht  seine  Polarebene  II  durch  den  Punkt  1,  aber 
nicht  durch  den  Punkt  2  hindurch.  Auch  ist  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  I  und  II  nicht  ihre  eigene  Polare,  kann  also  (nach 
§  13,  8)  nicht  ganz  in  der  Fläche  liegen.  Man  wählt  in  dieser 
Geraden  einen  Punkt  3  so,  dafs  er  der  Fläche  nicht  angehört; 
die  Polarebene  ÜI  von  3  geht  durch  die  Punkte  1  und  2,  aber 
nicht  durch  den  Punkt  3  hindurch.  Der  Schnittpunkt  4  der 
Ebenen  I,  II,  III  liegt  nicht  in  der  die  drei  Punkte  1,  2,  3  ver- 
bindenden Ebene  IV.  Da  er  aber  zu  den  Punkten  1,  2,  3  kon- 
jugierter Pol  ist,  so  ist  die  Ebene  IV  die  Polarebene  des  Punktes  4. 
Jetzt  liegen 

die  Punkte  2,  3,  4  in  der  Ebene  I, 

die  Punkte  1,  3,  4  in  der  Ebene  II, 

die  Punkte  1,  2,  4  in  der  Ebene  III, 

die  Punkte  1,  2,  3  in  der  Ebene  IV. 
Die  vier  Punkte  sind  also  die  Ecken  eines  Tetraeders,  von 
dem  jeder  Eckpunkt  der  Pol  der  durch  die  drei  andern  Ecken 
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gelegten  Ebene  ist.  Ein  Tetraeder,  welches  diese  Eigenschaft  hat, 
heifst  ein  Polartetraeder  der  Fläche,  auch  wohl  ein  zu  sich 
selbst  reciprokes  Tetraeder. 

2.  Einen  Eckpunkt  des  Tetraeders  kann  man  ganz  willkürlich 
wählen;  nur  sind  die  Punkte  der  Fläche  auszuschliefsen.  Der 
zweite  Eckpunkt  mufs  dann  auf  einer  bestimmten  Ebene  liegen, 
hat  aber  auf  ihr  im  wesentlichen  eine  willkürliche  Lage.  Nach- 
dem die  beiden  ersten  Punkte  gewählt  sind,  kann  man  den  dritten 
Eckpunkt  nur  noch  in  einer  geraden  Linie  wählen.  Nach  der 
Wahl  der  drei  ersten  Eckpunkte  ist  der  vierte  vollständig  bestimmt. 

Die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  hängt  von  drei  willkür- 
lichen Gröfsen  ab;  ebenso  wird  die  Lage  eines  Punktes  in  der 
Ebene  durch  zwei,  und  die  Lage  in  einer  Geraden  durch  eine 
willkürliche  Gröfse  bestimmt.  Bei  der  Bestimmung  der  Lage 
eines  Polartetraeders  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung 
kann  man  über  sechs  Gröfsen  willkürlich  verfügen. 

Der  in  I  §  15,  2  (S.  93)  getroffenen  Festsetzung  entsprechend, 
bildet  die  Gesamtheit  der  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  sechsfache  Unendlichkeit. 

3.  Statt  von  den  Eckpunkten  dürfen  wir  auch  von  den  Ebenen 
eines  Polartetraeders  ausgehen.  Wir  dürfen  die  Ebene  I  will- 
kürlich wählen,  wenn  wir  nur  die  Tangentialebenen  der  Fläche 
ausschliefsen.  Dann  müssen  die  drei  andern  Ebenen  durch  einen 
bestimmten  Punkt  1  hindurchgehen.  Nachdem  wir  aber  die 
Ebene  II  beliebig  so  gewählt  haben,  dafs  sie  durch  den  Punkt  1 
hindurchgeht  und  die  Fläche  nicht  berührt,  mufs  die  Ebene  III 
einem  bestimmten  Büschel  angehören.  Nach  Annahme  der  Ebenen 
I,  II,  III  ist  die  Ebene  IV  vollständig  bestimmt. 

Auch  bei  dieser  Art  der  Bestimmung  überzeugt  man  sich, 
dafs  die  Gesamtheit  der  Polartetraeder  eine  sechsfache  Unend- 
lichkeit bildet. 

4.  Wenn  ein  Polartetraeder  zum  Koordinatentetraeder  ge- 
wählt wird,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Fläche  eine  bemerkens- 
werte Form  an.  Wie  wir  früher  (§  11,  4)  gesehen  haben,  bleibt 
die  Gleichung  auch  in  den  neuen  Koordinaten  homogen  vom 
zweiten  Grade.  Wenn  wir  die  neuen  Koordinaten  yi,  y«,  ys,  y4 
nennen,  so  wird  die  Gleichung: 

S  hix  yt  yx  =  0. 
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Jetzt  sollen  die  Punkte  (1,  0,  0,  0)  und  (0,  1,  0,  0)  konjugierte 
Pole  zur  Fläche  sein;  es  mufs  daher  die  Gleichung 

JShixyi'  y/  —  0 
befriedigt  werden,  wenn  man  yi'^-l,  y^' =«  y,' a-iy^' —  0  und 
yj"  a»  1,  yj"  aa  yj"  mm  y^"  aa  0   sctzt.     Hiemach  mufs  bi2  —  0 
sein.     Da  aber  irgend  zwei  Eckpunkte  des  Polartetraeders  kon- 
jugierte Pole  für  die  Fläche  sind,  so  ist  auch 

bis  ™*  bi4  — ■  bgs  ««  bai  *-■  bj4  —  0. 
Es  bleiben  nur  die  vier  KoefEcienten  bn,  b«»,  bss,  b44.     Von 
diesen  darf  keiner  gleich  null  sein,  weil  sonst  die  Determinante 
aus   den  Koefficienten  verschwindet.    Die  Gleichung  der  Fläche 
in  den  neuen  Koordinaten  ist  also 

(1)     W,yJ+b„y|+b„yH-b,,y|-0. 

5.  Wenn  umgekehrt  in  der  Gleichung  der  Fläche  nur  die 
vier  Quadrate  der  Variabein  vorkommen,  so  bilden  die  Koordi- 
natenebenen ein  Polartetraeder  der  Fläche.  Hat  nämlich  die  Glei- 
chung die  Form  (1),  so  ist  die  Polarebene  des  Punktes  (1,  0, 0,  0) 
die  Ebene  yi  — >  0,  die  des  Punktes  (0,  1,  0,  0)  die  Ebene  y«  =-0, 
die  des  Punktes  (0,  0,  1,  0)  die  Ebene  ys  =-  0  und  die  des  Punktes 
(0,  0,  0,  1)  die  Ebene  y*  — ■  0.  Jeder  Eckpunkt  des  Tetraeders 
hat  also  die  gegenüberliegende  Seite  zur  Polarebene. 

6.  Indem  wir 

yi  yWi—  Z| ,  y,  Vbif  —  zg,  ys  Kbss  =  Z3,  y*  Vh^^,  —  Z4 
setzen,  geht  die  Gleichung  über  in 

zf  +  z|  +  z|  +  z|  -  0. 

Demnach  ist  durch  die  vorstehende  Untersuchung  die  Auf- 
gabe gelöst: 

Eine  homogene  quadratische  Form  ^a^xx^x«  in  den  vier 
Variabein  xi  .  .  .  X4  als  Summe  von  vier  Quadraten  darzustellen. 

Man  betrachtet  diejenige  Fläche,  deren  Gleichung  durch  das 
Verschwinden  der  gegebenen  Form  erhalten  wird.  Zu  dieser 
Fläche  sucht  man  ein  beliebiges  Polartetraeder  und  setzt  die  Glei- 
chung der  vier  Ebenen  dieses  Tetraeders  der  Reihe  nach  gleich 
yi  ="0,  yt  =—  0,  y3  —  0,  y4  =-  0.  Alsdann  kann  man  vier  reelle 
oder  imaginäre  Konstante  mi,  mj,  ms,  mi  derartig  bestimmen, 
dais  für 

z,  a.  m,yi,  z^  —  mjy»,  Zj  —  msy»,  Z4  —  m4y4 
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die  gegebene  Form  der  Summe  der  Quadrate  von  Zi,  zj,  Zs,  z^ 
identisch  gleich  wird,  dafs  also  ist: 

-Taixxtxx  —  zf  +  z|  +  z§  +  z|. 

Zugleich  erkennt  man ,  dafs  die  neuen  Gröfsen  Zi  .  .  .  z« 
homogen  lineare  Ausdrücke  in  xt  .  .  .  X4  sind,  deren  Koefficienten 
noch  sechs  willkürliche  Gröfsen  enthalten. 

7.  Wenn  die  unendlichfeme  Ebene  keine  Tangentialebene  an 
die  Fläche  ist,  so  darf  ihr  Pol  der  Ebene  nicht  angehören;  er 
mufs  also  ein  eigentlicher  Punkt  sein.  Wir  nennen  ihn  den 
Mittelpunkt  der  Fläche,  weil  jede  hindurchgehende  Sehne,  jeder 
Durchmesser  der  Fläche,  in  ihm  halbiert  wird.  Die  vom 
Mittelpunkte  ausgehenden  Tangenten  der  Flächen  erzeugen  (nach 
§  13,  6)  einen  Kegel,  den  Asymptotenkegel  der  Fläche.  Jede 
Ebene,  welche  in  einem  unendlichfernen  Punkte  die  Fläche  be- 
rührt, geht  durch  den  Mittelpunkt. 

Jede  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  von  der  un- 
endlichfernen Ebene  nicht  berührt  wird  und  aus  diesem  Grunde 
einen  Mittelpunkt  besitzt,  heifst  eine  Mittelpunktsfläche  zweiter 
.Ordnung. 

8.  Da  man  jede  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  nicht  berührt 
wird,  als  die  eine  Ebene  eines  Polartetraeders  wählen  kann,  so 
darf  man  für  eine  Mittelpunktsfläche  die  unendlichfeme  Ebene 
einem  Polartetraeder  angehören  lassen.  Dann  fällt  der  ihr  gegen- 
überliegende Eckpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  zusammen.  Das 
Polartetraeder  hat  in  diesem  Falle  einen  eigentlichen  und  drei 
uneigentliche  Eckpunkte,  drei  eigentliche  und  eine  uneigentliche 
Seiten,  drei  eigentliche  und  drei  uneigentliche  Kanten.  Die  drei 
eigentlichen  Kanten  gehen  vom  Mittelpunkte  aus;  sie  bilden  ein 
Tripel  konjugierter  Durchmesser,  Die  Ebene,  welche  durch 
irgend  zwei  dieser  Durchmesser  gelegt  werden  kann,  heifst  die 
zum   dritten   Durchmesser   konjugierte  Durchmesserebene. 

Es  giebt  dreifach  unendlichviele  Tripel  konjugierter  Durch- 
messer. Denn  einer  der  drei  Durchmesser  kann  ganz  willkürlich 
gewählt  werden,  wofern  nur  die  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels ausgeschlossen  werden.  Dadurch  ist  die  konjugierte  Durch- 
messerebene bestimmt;  in  ihr  darf  der  zweite  Durchmesser  noch 
beliebig  gewählt  werden. 
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Indem  man  drei  konjugierte  Durchmesser  zu  Axen  eines 
Cartesischen  Koordinatensystems  nimmt,  wird  die  Gleichung  der 
Fläche : 

(5)    ax»  +  iSy«  +  rz«-i. 

9.  Aus  dem  Begriff  der  konjugierten  Durchmesser  folgen 
unmittelbar  die  beiden  Sätze: 

Alle  Sehnen,  welche  zu  einem  Durchmesser  parallel 
sind,  werden  durch  die  konjugierte  Durchmesserebene 
halbiert. 

Die  Mittelpunkte  der  Kurven,  in  denen  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  von  parallelen  Ebenen  geschnitten 
wird,  liegen  auf  einem  Durchmesser. 

Da  jede  durch  eine  Gerade  gelegte  Ebene  ihren  Pol  in  der 
konjugierten  Polaren  hat,  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Die  Polarebenen  zu  den  auf  einem  Durchmesser  gelegenen 
Punkten  sind  unter  einander  und  zu  der  konjugierten  Durchmesser- 
ebene parallel. 

Die  Ebene,  in  welcher  die  Berührungspunkte  der  von  einem 
festen  Punkte  ausgehenden  Tangenten  liegen,  ist  parallel  zu  der 
Durchmesserebene,  welche  zu  dem  nach  dem  Punkte  führenden 
Durchmesser  konjugiert  ist. 

Der  nach  der  Spitze  eines  Tangentialkegels  führende  Durch- 
messer geht  durch  den  Mittelpunkt  desjenigen  Kegelschnitts,  längs 
dessen  der  Kegel  berührt. 

Alle  Tangenten,  welche  einer  festen  Richtung  parallel  sind, 
berühren  längs  der  Schnittlinie  derjenigen  Durchmesserebene, 
welche  zu  dem  in  der  gegebenen  Richtung  gezogenen  Durch- 
messer konjugiert  ist. 

Parallele  Tangentialebenen  berühren  in  den  Endpunkten  des- 
jenigen Durchmessers,  welcher  konjugiert  ist  zu  der  den  Tan- 
gentialebenen parallelen  Durchmesserebene. 

Die  Ebenen  derjenigen  Kegelschnitte,  längs  deren  die  von 
verschiedenen  Punkten  desselben  Durchmessers  ausgehenden  Tan- 
gentialkegel  berühren,  sind  zur  konjugierten  Durchmesserebene 
parallel. 

10.  Jeder  Kegel,  dessen  Scheitel  im  Unendlichfernen  liegt, 
heifst  ein  Cy lind  er.  Derselbe  entsteht,  indem  sich  eine  gerade 
Linie  längs  einer  gegebenen  Kurve,  der  Leitlinie,  so  bewegt,  dafs 
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sie  stets  einer  festen  Richtung  parallel  bleibt.  Der  Cylinder 
zweiter  Ordnung  hat  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  zur  Leitlinie. 
Aus  §  13  ergiebt  sich,  dafs  alle  Tangenten  an  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  zu  einer  festen  Richtung  parallel  sind, 
als  Erzeugende  einem  Cylinder  zweiter  Ordnung  angehören  und 
längs  der  Schnittlinie  mit  einer  Ebene,  der  Polarebene  des  un- 
endlichfernen  Scheitels,  berühren.  Hat  die  Fläche  einen  Mittel- 
punkt, so  geht  diese  Ebene  durch  ihn  hindurch,  und  der  zu  der 
Ebene  konjugierte  Durchmesser  ist  der  Kante  des  Cylinders  pa- 
rallel. Man  sagt  in  diesem  Falle  auch,  der  Cylinder  berühre  die 
Fläche. 

Übungen : 

1)  Man  bestimme  Polartetraeder  zu  folgenden  Flächen: 

a)  XjX^  +  X3X4  —  0. 

b)  xf  +  2x,x,  +  2x|  +  5x§  -I-  4X3X,  +  x|  —  0, 

c)  xf-|-x|  —  2X3X^  =0. 

2)  a)  Wenn  zwei  Eckpunkte  eines  Polartetraeders  der  Fläche 

a^xf  +  a^x«  +  agxf  -|-  a^xf  =  0 

auf  der  Geraden  xi  —xg  =«0  gewählt  sind,  wo  liegen  die  beiden 
andern  ? 

b)  Wenn  der  eine  Eckpunkt  ist  (0,  0,  1,  a),  darf  man  dann 
als  zweiten  den  Punkt  {ß,  1,  0,  0)  wählen,  und  welche  Punkte 
darf  man  als  dritten  und  vierten  Eckpunkt  wählen? 

3)  a)  Man  stelle  die  allgemeine  quadratische  Form  2^ a<xXiXx 
in  den  Variabein  Xi  .  .  .  X4  durch  vier  Quadrate  dar. 

(Wenn  an  4=  0  ist,  so  ist 
UüixXiXx (auXi  +  aijx^  -f-  ^13X3  +  ^14X4)  * 

=  bgjxf  4-  bggxl  +  b^^xf  -I-  2b,8X,X3 
+  2bj4XjjX4  +  2b34X3X^. 
Ist  hier  auch  b2  2  4=  0,  so  ist  die  rechte  Seite  gleich 

c—  (^22X2  +  b23X8  +  bj^xJ2  +  C33XI  +  2C34X3X4  -I-  c^^xf 
D22 

u.  s.  w.     Man  drücke  die  Koefficienten   bix,   Cix  durch   die  ge- 
gebenen Koefficienten  aus.) 
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b)  Man  führe  dieselbe  Operation  mit  der  Form 
xj  +  XjXj  +  x|  +  3x|  —  8x3X4  +  x| 
und  mit  der  Form 

2xJ  +  3xiXj  +  x|  —  2x3X3  +  2x|   -  2x^X4  +  4x3X4  —  x| 
aus. 

4)  Man  suche  für  die  Fläche 

xf  +  2xiXj  —  x^x«  —  8x3^X4  +  3x|  —  4x,X3  +  2x^X4 

+  2x|  -  5x3X4  +  4x|  —  0 
ein  Polartetraeder,  von  dem  ein  Eckpunkt  in  den  Eckpunkt  O4, 
ein  zweiter  in  die  Kante  Os04  des  Koordinaten-Tetraeders  fällt, 

5)  a)  Welches  ist  die  konjugierte  Polare  zu  einem  Durch- 
messer einer  Fläche  zweiter  Ordnung?    . 

b)  Wie  liegen  die  Polarebenen  zu  den  Punkten  eines  Durch- 
messers.^ 

c)  Wenn  zwei  Punkte  eines  Durchmessers  gleich  weit  vom 
Mittelpunkte  entfernt  sind,  welche  Lage  haben  ihre  Polarebenen 
zu  der  konjugierten  Durchmesserebene? 

6)  a)  Die  Gleichung  einer  Fläche  in  Cartesischen  Koordi- 
naten sei 

ßx«  +  |Sy*  +  yz«  =  l; 
man   soll   die   zum    Durchmesser   x'  :  y'  :  z'   konjugierte   Durch- 
messerebene angeben. 

b)  Man  bestimme  mehrere  Tripel  von  konjugierten  Durch- 
messern. 

7)  a)  Wenn  von  zwei  Durchmessern  der  erste  in  der  zum 
zweiten  konjugierten  Durchmesserebene  liegt,  so  gehörtauch  der 
zweite  der  dem  ersten  zugeordneten  Durchmesserebene  an.  Zwei 
solche  Durchmesser  heifsen  konjugierte  Durchmesser  der  Fläche. 

b)  Welche  Eigenschaft  haben  zwei  konjugierte  Durchmesser 
für  den  Kegelschnitt,  welchen  ihre  Verbindungsebene  aus  der 
Fläche  ausschneidet? 

c)  Konjugierte  Durchmesser  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
sind  konjugierte  Polare  für  den  Asymptotenkegel  der  Fläche. 

8)  Man  gebe  die  allgemeinen  Sätze  an,  von  denen  die  in 
9.  mitgeteilten  Lehrsätze  nur  besondere  Fälle  sind. 

9)  a)  Alle  Tangenten  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
zu  einer  festen  Richtung  parallel  sind,  liegen  auf  einem  Cylinder 
zweiter  Ordnung. 
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b)  Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten  an  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  zu  einem  festen  Durchmesser  parallel 
sind,  liegen  in  der  zu  dem  Durchmesser  konjugierten  Durch- 
messerebene. 

c)  Durch  alle  Punkte  der  Schnittlinie  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  einer  ihrer  Durchmesserebenen  kann  man  Tangenten 
an  die  Fläche  legen,  welche  dem  zur  Ebene  konjugierten  Durch- 
messer parallel  sind. 

d)  Die  Tangentialebenen  in  der  Schnittkurve  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  mit  einer  ihrer  Durchmesserebenen  umhüllen 
einen  Cylinder  zweiter  Ordnung,  dessen  Kanten  parallel  sind  dem 
zur  Ebene  konjugierten  Durchmesser. 

e)  Alle  Tangentialebenen  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  mit  der  Schnittlinie  von  zweien  ihrer  Tangentialebenen 
keinen  (eigentlichen)  Punkt  gemein  haben,  berühren  in  Punkten 
derjenigen  Durchmesserebene,  welche  durch  die  Berührungspunkte 
der  gegebenen  Ebenen  gelegt  werden  können. 

10)  a)  Wenn  eine  gerade  Linie  zwei  reciproke  Polaren  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  schneidet,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
mit  den  geraden  Linien  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten  mit 
der  Fläche. 

b)  Jede  Sehne,  welche  durch  einen  Punkt  eines  Durchmessers 
parallel  zur  konjugierten  Durchmesserebene  gelegt  ist,  wird  in 
dem  Punkte  halbiert. 

11)  a)  Wenn  zwei  gerade  Linien  g  und  h  einander  schneiden^ 
so  schneiden  sich  auch  diejenigen  geraden  Linien  g'  und  h',  welche 
zu  ihnen  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
konjugierte  Polare  sind.  Zugleich  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
g  und  h  der  Pol  der  durch  g'  und  h'  gelegten  Ebene,  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  g'  und  h'  der  Pol  der  Ebene  (g,  h). 

b)  Die  reciproke  Polare  einer  Tangente  an  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  berührt  in  demselben  Punkte,  wie  die  erste  Gerade. 

c)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dafs  sie  stets 
Tangente  an  die  Schnittkurve  einer  festen  Ebene  mit  einer  ge- 
gebenen Fläche  zweiter  Ordnung  bleibt,  so  beschreibt  ihre  kon- 
jugierte Polare  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  die  Fläche 
längs  jener  Kurve  berührt;  umgekehrt  sind  die  reciproken  Polaren 
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ZU  den  Erzeugenden  eines  Tangentialkegels  der  Fläche  Tangenten 
an  diejenige  ebene  Kurve,  längs  deren  der  Kegel  berührt. 

d)  Wie  ändert  sich  der  in  c)  aufgestellte  Satz,  wenn  die 
Ebene  der  ersten  Kurve  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  geht? 

e)  Wenn  eine  Gerade  a  zwei  konjugierte  Polare  s  und  s' 
triflft,  so  begegnet  auch  die  reciproke  Polare  a'  von  a  denselben 
beiden  Geraden. 

(Die  Polarebene  des  Schnittpunktes  von  a  und  s  geht  durch 
die  Geraden  a'  und  s'.) 

f)  Wenn  von  einem  Tetraeder  zwei  Paare  Gegenkanten 
konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  sind, 
so  sind  auch  die  Kanten  des  dritten  Paares  konjugierte  Polare 
und  das  Tetraeder  selbst  ist  ein  Polartetraeder. 

§  15. 
Der  Kegel  zweiter  Ordnung. 

1.  Bisher  haben  wir  angenommen,  dafs  die  vier  Gleichungen 
(5)  §  12,  2  (S.  87)  nicht  durch  die  Koordinaten  eines  Punktes 
befriedigt  werden  können.  Wir  wollen  jetzt  den  Ausnahmefall 
ins  Auge  fassen  und  voraussetzen,  es  gebe  einen  Punkt  (g),  für 
den  die  Gleichungen  erfüllt  sind: 

aiigi  +  aijg,  +  ais&  +  ^14^4  =•  0 

asigi  +  a32g5»  +  assgs  +  ^^a^  ^  0 
a4igi  +  a42gsj  +  aisgs  +  a44g4  =0. 
Einen  solchen  Punkt  nennen  wir  einen  singulären  Punkt 
der  Fläche: 

(2)  S  zix  xi  xx  —  0. 
Wir.  beschränken  uns  zunächst  auf  den  Fall,  dafs  die  Glei- 
chungen (1)  nur  eine  einzige  Lösung  haben  oder  dafs  alle  ihnen 
genügenden  Wertsysteme  aus  einem  einzigen  durch  Multiplikation 
mit  demselben  Faktor  erhalten  werden;  für  die  Fläche  soll  also 
nur  ein  einziger  singulärer  Punkt  existieren. 

2.  Da  die  Gleichung: 

(3)     2;ai^x*&r  —  0 
auch  geschrieben  werden  kann: 

xi  -Saixgjc  +  xj  JSajxgx  +  X3  J^ajxgx  +  X4  -5:a4xgx  —  0, 
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und  diese  wegen  der  Gleichungen  (1)  für  alle  Wertsysteme  (x) 
befriedigt  wird,  so  folgt  unmittelbar,  dafs  zum  singulären 
Punkte  der  Fläche  jeder  Punkt  des  Raumes  konjugierter 
Pol  ist. 

Die  letzte  Gleichung  wird  auch  befriedigt,  wenn  man  die 
Koordinaten  xi  .  .  .  x^  durch  gt  ...  §4  ersetzt;  dasselbe  darf  auch 
in  der  Gleichung  (3)  geschehen,  oder  es  besteht  die  Gleichung: 

-^aixgilx  —  0, 
welche  aussagt,  dafs  der  singulare  Punkt  der  Fläche  angehön. 

Da  die  Gleichungen  (1)  nur  für  den  Punkt  (g)  befriedigt 
werden,  so  stellt  die  Gleichung 

(4)     Xi   SZixXx'  +  X2  -2a2xX;f'  +  X»  Uz^xXx    +  X4  22L^xXx'  =  0 

oder  die  Gleichung 

(4')    2;a,xx*xx'  — 0 
für  jeden  vom  singulären  Punkte  verschiedenen  Punkt  eine  Ebene 
dar;  jeder  Punkt  mit  alleiniger  Ausnahme  des  singulären 
Punktes  hat  eine  bestimmte  Polarebene. 

Der  Gleichung  (4)  genügt  man,  wenn  man  darin  die  Koordi* 
naten  (xi  ...X4)  durch  (gi  ...§4)  ersetzt,  weil  man  die  Gleichung 
auch  in  der  Form 

Xi'  J^aixXx  +  Xjj   -TajxXx  +  X3'  -SaaxXx  +  X4'  -^a4xXx  —  0 
schreiben  kann   und  in   dieser  Gleichung  die  Koefficienten  von 
Xi'  .  .  .  X4'    nach    der   angegebenen  Vertauschung   null   werden. 
Somit  geht  die  Polarebene   eines  jeden  Punktes   durch 
den  singulären  Punkt. 

3.    Offenbar  ist  für  beliebige  Wene  von  fi  und  v: 

SZtx  (Xt '  +  fl^i)  (xx"  +  i^gx)  = 

2^aixx/xx"  +  fi^Ztx^ix/  +  vSzix^iXx  +  fivSzix^i^. 
Hier  verschwinden  die  Koefficienten  von  //,  v  und  von  (it\ 
Sobald  also 

(5)    -5:a/xxi'xx"  — 0 
ist,  mufs  auch 

(6)  2:a.x  (x, '  +  ^§0  (xx"  +  //&)  -  0 
sein.  Die  Gleichung  (5)  sagt  aus,  dafs  die  Punkte  (x')  und  (x") 
konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Fläche  sind.  Der  Punkt 
(x'  +  i^S)  ist  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  des 
Punktes  (x')  mit  dem  singulären  Punkte,  und  ebenso  liegt  der 
Punkt  (x"  +  rg)  auf  der  Geraden,  welche  den  Punkt  (x")  mit  dem 
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singulären  Punkte  verbindet.  Hieniach  folgt  aus  der  Gleichung  (6), 
dafs,  sobald  auf  zwei  vom  singulären  Punkte  ausgehenden  Geraden 
zwei  konjugierte  Pole  liegen,  auch  jeder  Punkt  der  einen  Geraden 
konjugierter  Pol  zu  jedem  Punkte  der  andern  ist. 

Somit  haben  alle  Punkte  einer  beliebigen,  durch  den  singu- 
lären Punkt  gehenden  Geraden  dieselbe  Polarebene.  Man  sieht 
dies  auch  an  der  Gestalt  der  Gleichung.  Die  Polarebene  des 
Punktes  (x'  +  /ug)  hat  die  Gleichung : 

Da  hier  Six  xxgx  wegen  der  Gleichungen  (1)  verschwindet, 
so  wird  die  vorstehende  Gleichung  mit  (4')  identisch. 

4.  Auch  erkennt  man  hieraus,  dafs  jede  gerade  Linie,  welche 
einen  Punkt  (x')  der  Fläche  mit  dem  singulären  Punkte  verbindet, 
ganz  der  Fläche  angehört,  und  dafs  die  Polarebene  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Fläche  auch  seine  Verbindungslinie  mit  dem 
singulären  Punkte  enthält.  Will  man  diesen  Satz  direkt  beweisen, 
so  nimmt  man  an,  dafs 

HZucXi'  Xx   =  0 

ist,  und  folgert  daraus  in  der  angegebenen  Weise,  dafs  auch 

JSaix  (x. '  +7ig. )  {xx  +  fi^x)  —  0 
ist.   Unter  der  gemachten  Annahme  wird  also  auch  die  Gleichung 
(2)  für  die  Koordinaten  (xi+^gi  .  .  .  xi  -^  (1^4)  befriedigt. 

Nun  schneidet  eine  beliebige  Ebene  die  Fläche  in  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung.  Die  Fläche  entsteht  also  dadurch,  dafs  man 
den  singulären  Punkt  mit  allen  Punkten  eines  Kegelschnittes  ver- 
bindet; sie  ist  ein  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  einen  singu- 
lären Punkt  enthält,  ist  eine  Kegelfläche. 

5.  Die  Gleichungen  (1)  sind  nur  dann  mit  einander  vereinbar, 
wenn  die  aus  ihren  Koefficienten  gebildete  Determinante  gleich 
null  ist,  wenn  also  die  Gleichung  befriedigt  wird: 


^11  ^12  ^18  ^14 

/'J\       i    ^21  ^22  ^23  ^24 

^3  1  ^3  2  ^33  *^34 

^4  1  ^4  2  ^4  8  ^4  4 


0. 


Wenn  umgekehrt  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (2) 
gebildete  Determinante  verschwindet,  ohne  dafs  ihre  sämtlichen 
dreireihigen  Unterdeterminanten  gleich  null  sind,  so  haben  die 
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Gleichungen  (1)  nur  eine  einzige  Lösung;  es  gelten  also  die 
bisher  abgeleiteten  Resultate.  Wir  können  demnach  den  Satz 
aussprechen: 

Wenn  die  aus  den  Koefficienten  einer  quadratischen 
Gleichung  in  räumlichen  Punktkoordinaten  gebildete 
Determinante  gleich  null  ist,  ohne  dafs  ihre  sämtlichen 
dreireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden,  so 
stellt  die  Gleichung  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar, 
dessen  Scheitel  mit  dem  singulären  Punkte  der  Fläche 
zusammenfällt. 

6.  Hiernach  lassen  sich  die  gefundenen  Resultate  auch  in 
folgender  Weise  aussprechen. 

Die  Spitze  des  Kegels  ist  in  Bezug  auf  denselben  konjugierter 
Pol  zu  allen  Punkten  des  Raumes;  dagegen  hat  jeder  andere  Punkt 
eine  bestimmte  Polarebene.  Alle  Polarebenen  gehen  durch  die 
Spitze  des  Kegels;  alle  Punkte  einer  jeden  durch  die  Spitze  gehenden 
Geraden  haben  dieselbe  Polarebene. 

Im  Gegensatze  zu  den  eigentlichen  Flächen  sind  bei  den 
Kegelflächen  nur  die  durch  einen  festen  Punkt,  den  Scheitel, 
gehenden  Ebenen  Polarebenen;  aber  alsdann  besitzen  sie  nicht 
einen  einzigen,  sondern  unendlich  viele  Pole,  die  in  einer  Geraden 
liegen. 

Wir  ordnen  daher  am  besten  die  durch  den  Scheitel  gehenden 
Geraden  einander  polar  zu.  Zwei  Gerade  heifsen  konjugierte 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegel,  wenn  ihre  Verbindungsebene 
zwei  Geraden  aus  dem  Kegel  ausschneidet,  die  zu  ihnen  har- 
monisch liegen.  Dann  sind  auch  zwei  beliebige  Punkte,  von 
denen  je  einer  auf  einer  der  beiden  Polaren  liegt,  konjugierte  Pole 
in  Bezug  auf  den  Kegel.  Alle  konjugierten  Polare  zu  einer  durch 
den  Scheitel  gehenden  Geraden  liegen  in  einer  Ebene,  welche 
ebenfalls  den  Scheitel  enthält.  Die  Polarebene  zu  einer  Erzeu- 
genden der  Fläche  geht  in  die  Tangentialebene  über  und  berührt 
längs  der  Erzeugenden. 

7.  Da  die  Eigenschaft  der  Fläche,  einen  singulären  Punkt  zu 
besitzen  (d.  h.  einen  Punkt,  der  zu  allen  Punkten  des  Raumes 
konjugierter  Pol  ist),  rein  geometrischer  Natur  ist,  so  mufs  sie 
auch  bei  einer  Umänderung  des  Koordinatensystems  ungeändert 
bleiben.     Wir  wählen   ein  neues  Koordinaten-Tetraeder  so,   dafs 
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der  Punkt  yi  — ■  y«  =-  ys  «■  0  der  singulare  Punkt  ist.  In  den 
neuen  Koordinaten  wird  die  Gleichung  wiederum  vom  zweiten 
Grade  sein;  sie  wird  etwa  die  Form  haben; 

JS  hix  y*  yx  —  0. 
Demnach  müssen  die  Gleichungen  (1)  erfüllt  sein,  wenn  man 
die  Koefficienten  a<x  durch  b«  und  das  Wertsystem  (gi,  gs,  ^y  §i) 
durch  (0, 0, 0, 1)  ersetzt;  somit  ist  bi 4  —  b^  =»  bs^  —  b44  =■  0.  In 
der  neuen  Gleichung  kommt  die  Variabele  y^  nicht  vor;  die 
Gleichung  des  Kegels  enthält  nur  die  Variabein  yi,  y»,  y^. 

8.  Zu  diesem  Resultate  waren  wir  auch  schon  in  §  10  ge- 
langt, indem  wir  den  Scheitel  des  Kegels  mit  dem  Punkte  (0, 0, 0, 1) 
zusammenfallen  liefsen  und  die  Leitlinie  in  der  Ebene  X4  »>  0 
annahmen.  Wir  fanden  dort  eine  zweite  Form,  nämlich  einen 
homogen  quadratischen  Ausdruck  aus  drei  linearen  Ausdrücken 

Cll^i    +  CuX2    +  C13X5    -["  C14X4, 
C21X1    +  Ca  2X2    +  C2sX8   +  C24X4, 

C81X1  +  C32X2  +  CssXa  +  C84X4. 

Diese  Form  kommt  auf  die  vorhin  gefundene  hinaus,  da  man 
ja  diese  drei  linearen  Ausdrücke  als  neue  Koordinaten  yi,  y»,  ys 
voraussetzen  und  die  y4  als  beliebige  lineare  Funktion  von  Xi . . .  X4 
nehmen  darf. 

Ebenfalls  haben  wir  bereits  früher  den  Kegel  zweiter  Ordnung 
durch  drei  Quadrate  dargestellt.  Auch  diese  Form  der  Gleichung 
ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  zuletzt  gefundenen  Resultaten. 
Wir  brauchen  demnach  nicht  nochmals  darauf  einzugehen,  können 
uns  vielmehr  damit  begnügen,  folgenden  Satz  auszusprechen: 

Wenn  die  aus  den  Koefficienten  einer  homogenen  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  vier  Variabein  gebildete  Determinante 
verschwindet,  so  kann  man  die  Gleichung  vermittelst  einer  linearen 
Transformation  als  Summe  von  drei  Quadraten  darstellen. 

Übungen: 

1)  a)  Man  wähle  in  der  Gleichung 

+  2a8  4X3X4  +a^4xj  =0, 
in   welcher   die   sechs   ersten   Koefficienten   gegeben   sind,   den 
Koefficienten  a44  so,  dafs  die  Gleichung  einen  Kegel  darstellt. 

KlUlng,  Lehrbach  der  analyt.  Geometrie.    II.  8 


^ 
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b)  Speciell  setze  man  die  Gleichung  in  der  Form 

xf  +  x|  +  x|  +  2x^X4  +  4x,x^  +  ÖXgX^  +  a^^x}  —  0 
oder  in  der  Form 

xf  +  x}  —  xj  —  2xiX^  +  öxjx^  +  a^^xl  —  0 
voraus. 

c)  Man  bestimme  jedesmal  den  Scheitel  des  Kegels. 

d)  Man  stelle  in  den  drei  angegebenen  Fällen  die  Flache 
durch  drei  Quadrate  dar. 

2)  a)  Wenn  die  Determinante  A  verschwindet,  aber  die  Unter- 
determinante A44  (der  Koefficient  von  z^^  in  A)  von  null  ver- 
schieden ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (1)  auf  die  Form  bringen : 

aii(xi  +^xj«+a3,(xj  +A«xJ«+a3  8(x8  +pxj» 
+  2ai,  (xj  +  ixj  (Xj  +itixj  +  2ai3  (x^  +  ixj  (x,  +  vxj 
+  2a2  8  (Xj  +  ^x J  (X3  +  yx J  —  0. 

(Weil  die  Unterdeterminante  A44  nicht  verschwindet,  kann 
man  drei  Gröfsen  jL^  (ly  v  durch  die  Gleichungen  bestimmen: 

^agi  +^a,j  +»^,3  — a^^ 

'^^3  1      1^8  2     I     ^^Z  8  ***  ^8  4  • 

Jetzt  multipliziere  man  die  Elemente  der  ersten  Kolonne  in 
A  mit  Xy  die  der  zweiten  mit  (i,  der  dritten  mit  v  und  subtra- 
hiere die  Summe  der  Produkte  von  der  vierten  Kolozme.  Dann 
erkennt  man  leicht,  dafs  infolge  der  gemachten  Voraussetzungen  ist 

Xzxx  +  ^a42  4-  ^'a43  —  aj  1. 

Da  aber  ai4«=a4i  u.  s.  w.  ist,  so  ergiebt  sich 

a^^=«^«aii  +2X(iz^^  -f  2^i;ai8  +/<*a,sj  +  2^j^ag8  +  »^%8- 

Durch  Einsetzung  der  für  ai4,  a24,  a34,  a44  gefundenen  Werte 
ergiebt  sich  die  angegebene  Form.) 

b)  Man  führe  die  in  a)  angegebenen  Operationen  für  die  in 
der  Übung  1)  mitgeteilten  Kegel  aus. 

c)  Der  Punkt  (^,  /i,  v,  —  1)  ist  die  Spitze  des  Kegels. 

(Die  für  >l,  /^,  v  gefundenen  Gleichungen  werden  für  gi  =— il, 
§2  =  i^,  §3  =  r,  §4  =  —  1  mit  den  Gleichungen  (1)  identisch.) 

3)  a)  Die  homogene  quadratische  Form  f  (xi,  x»,  x»,  X4)  in 
den  Variabein  Xj,  X2,  X3,  X4  läfst  sich  durch  lineare  Substitution 
auf  eine  Form  von  drei  Variabein  zurückführen,  falls  die  vier 
Gleichungen:  f  (xi)  =  0,  f  (X2)  — 0,  f  (x8)  =  0,  f  (x4)  =  0  eine 
gemeinschaftliche  Lösung  haben. 
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b)  Die  angegebene  Bedingung  läfst  sich  auch  in  der  Weise 
aussprechen:  Es  mufs  möglich  sein,  vier  konstante  Gröfsen  Qi  ...p^ 
so  zu  bestimmen,  dafs  die  Gleichung: 

(hf  (xi)  +  Q,£  (x,)  +  Q,€  (xs)  +  Q^e  (x,)  -  0 

für  alle  Werte  der  Variabein  befriedigt  wird. 

c)  Wenn  die  Gleichung  (f  (xi  . . .  X4)  =  0  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung  darstellt,  so  genügen  die  Koordinaten  (gi  . . .  §4)  seines 
Scheitels  den  vier  Gleichungen: 

f '  (§. )  -  0,  f  (§,)  -  0,  f '  (&)  =-  0,  f  (§,)  =-  0. 

4)  Wenn  die  Gleichung  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  der  Form  f(xi  ...X4)  — 0  gegeben  ist,  so  hat  der 
vom  Punkte  (x')  ausgehende  Tangentialkegel  die  Gleichung: 

4f  (X)  f  (X')  -  [Xif  (X, ')  +  X,  f  (X,')  +  Xs  f  (Xs')  +  X4f '  (X4')]«  -  0. 

Der  Beweis  gründet  sich  auf  folgende  Erwägungen. 

a)  Setzt  man  die  linke  Seite  der  aufgestellten  Gleichung  gleich 
9)  (xi  . . .  X4)  und  bildet  die  partiellen  Ableitungen  q>'  (xi). .  .9)'  (X4), 
so  ist: 

g>'  (xi) - 4r  (xi ) f  (x) -  2f  (xi ')  [x, f  (x/)  + . . .  +  X4f'  (xj ')] 

•  •«•••  •  •  •  • 

g>'  (X4)  -  4f '  (X4)  f  (x')  -  2f '  (X4')  [xi  f  (xi ')  +  ...  +  X4r  (X4')]. 

b)  Weil  jetzt  ist  g?'(xi')  —  9^' (x«')  — 9>'(x8')  =  9>'(x4')  —  0, 
stellt  die  Gleichung  9)  (xi  . . .  X4)  »=  0  einen  Kegel  dar,  dessen 
Spitze  im  Punkte  (x/  . . .  X4')  liegt. 

c)  Die  Fläche  gp  (x)  —  0  hat  mit  der  Fläche  f  (x)  =»  0  nur 
diejenige  ebene  Kurve  gemeinschaftlich,  welche  in  der  Polarebene 
des  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Fläche  f(x)  =  0  liegt. 

5)  a)  Den  vom  Punkte  (x)  an  die  Hache  zweiter  Ordnung 
f(xi  ...X4)  =  0  gelegten  Tangentialkegel  kann  man  auch  durch 
die  Gleichung  darstellen: 

[Xif  (X,)  +  .  .  .  +  X4f'  (X4)]    [Xi'f  (XD  +  .  .  .  +  X4'f'  (X4')] 

-[X|f'(x,')  +  ...  +  X4f'(X4')]«. 

b)  Kann  man  auch  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
die  Gröfsen  Xi  . .  .  X4  und  x/  .  .  .  X4'  vertauschen? 

6)  Bezeichnet  man  die  Unterdeterminante,  mit  der  das  Element 
Zix  in  der  Determinante  A  mukipliziert  wird,  mit  Aixy  so  haben 
bei  verschwindender  Determinante  A  die  vier  Gleichungen: 

8* 
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»n'?!  +»!«'?»  +*!»'?«  +»14^4  =-0 

^4  1^1  +  ^4  «9l  +  ^4  sT/s  +  ^4  4l?4  —  0 

die  Losungen: 

Vi  '  9«  •  9s  •  '?4  =  All  :  A|t  :  Ais  •  ^i* 
/  ,x  =**  Aji  :  Ati  :  Ajj  :  Aj4 

=  Asi  :  Ajj  :  Af $  :  As4 
s^  A41  :  A^f  :  A4S  :  A44. 

(Für  jeden  Wert  von  A  gelten  die  Beziehungen: 

(r)    ai,  Aki  +  ai,  Akf  +  ais  Aks  +  ai*  Ak4  =  0. 

falls  die  Marken  i  und  k  verschieden  sind.  Wenn  aber  i »» k 
ist,  so  ist  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  gleich  A;  also  ist 
die  Gleichung  (/)  in  unserm  Falle  allgemein  gültig.) 

b)  Falls  sich  unter  den  Unterdeterminanten  Aix  mindestens 
eine  nicht  verschwindende  befindet,  so  werden  die  Gleichungen 
(a)  nur  durch  ein  einziges  Verhältnis  der  Gröfsen  r/i  :  .  .  .  :  174 
befriedigt;  ist  (gi  ...  §4)  die  Spitze  des  durch  die  Gleichung  (2) 
dargestellten  Kegels,  so  ist 

Vi  'V*  '  n^  '  ^4  =  §1  :  §«  :  &  :  §4- 

c)  Zwischen  den  Unterdeterminanten  A/»  und  den  Koordi- 
naten (gl  .  .  .  §4)  der  Spitze  des  Kegels  finden  die  Beziehungen 
statt : 

All  —  C^sf,  A12  —  (>gi§2,  Ai3  —  ()gi§3,  Aj^  —Q^iU, 
A22  —  Q^h  Ajs  =  Q^ihy  ^24  —  Qg^hy  Ajs  =  (>g|, 

As  4  =^§3^4»   A^^  =P§|. 

(Setzt  man  A^  ==  Psf,  so  folgen  die  angegebenen  Werte 
für  Ajj,  Ajg,  Aj^  aus  {^).  Da  aber  allgemein  Alx  =  A;?^  ist, 
so  sind  jetzt  auch  die  Werte  für  A,j,  Ajj,  A^^  bekannt;  wir 
erhalten  daher  auch  die  Werte  für  Ajj,  A^g  u.  s.  w.  aus  den 
Gleichungen  {ß).) 

d)  Demnach  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

SkiX  UlUx   =Q  (giUi    +  gjU«  +  gaUg  +  g4U4)*. 

7)  a)  Um  den  Kegel  -2^a/;tX/X;f  =  0  in  Ebenenkoordinaten 
darzustellen,  mufs  man  zuerst  die  Koordinaten  gi  .  .  .  g4  seines 
Scheitels  suchen.  Alsdann  bestimme  man  die  Gleichung  der 
Schnittlinie  des  Kegels  mit  einer  beliebigen  Ebene,  welche  den 
Scheitel  nicht  enthält.     Diese  Schnittlinie  stelle  man  in  Ebenen- 
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koordinaten  dar;  die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung 
des  Scheitels 

giUi  +  SjUä  +  gsUa  +  giU*  —  0 
stellt  den  Kegel  dar. 

b)  Man  wende  diese  Vorschrift  auf  die  in  Üb.  1)  angegebenen 
Kegel  an. 

(Die  Ebene  x^^^O  geht  nicht  durch  den  Scheitel;  daher 
kann  man  die  Schnittlinie  des  Kegels  mit  dieser  Ebene  benutzen.) 

c)  Welches  ist  in  Punktkoordinaten  die  Gleichung  desjenigen 
Kegels,  welcher  in  Ebenenkoordinaten  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  wird: 

ui  —  3u,  +  U4  «■  0,  uf  +  u|  —  uj  =  0} 

d)  Der  Kegel 

a^xj  +  a,x|  +  ajxf  —  0 
wird  in  Ebenenkoordinaten  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

U*  11*  u* 

U4  —  0,  ^  +  ^  ^-  ^  —  0. 

ai     '    a»         as 
(Der  Scheitel  hat  die  Koordinaten  0,  0,  0,  1;  zudem  stellt 
die   gegebene   Gleichung   auch   die    Schnittlinie    mit   der   Ebene 
X4  a»  0  dar.) 

e)  Der  in  d)  angegebene  Kegel  genügt  bei  beliebigen  Werten 
von  aiy  a^y  a^y  a^  auch  den  Gleichungen: 

U*  11*  11* 

•^-"•t+i  +  M 

+  U4  (2aiUi  +  2atU2  +  2a8U3  +  ätx^Ui)  —  0. 
8)  Der  Kegel,  dessen  Scheitel  unter  Anwendung  von  Car- 
tesischen  Koordinaten   im   Punkte   (x',  y',  z')    liegt   und   dessen 
Leitlinie  der  Kegelschnitt  ist: 

X»  V* 

hat  die  Gleichung: 

(-1^)' + C^?^)' -  *- '■'■• 

(Man  ersetze  die  Koordinaten  x,  y,  z  durch  die  Quotienten 
Xi  :  X4,  Xf  :  X4,  Xs  :  X49  mache  dadurch  die  Gleichung  homogen 
und  wende  die  angegebenen  Kennzeichen  an.) 


(2) 
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§  16. 
Das  Ebenenpaar« 

1.  Wenn  die  Koefficienten  Zix  in  der  Gleichung 

(1)    S  a«  X£  xx  —  0 
solche  Werte  haben,  dafs  alle  Unterdeterminanten  dritten  Grades 
der  Determinante 

au  ai2  ai3  ai* 
asi  a82  an  a^i 
asi  ^82  a33  a34 
aii  a42  a43  z^^ 
verschwinden,  ohne  dafs  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
ebenfalls  gleich  null  sind,  so  sind  nur  zwei  von  den  vier  Glei- 
chungen : 

auxi  +ai2X2  +ai3X3  -f  a^x*— 0 

/gx     ajixi  +  a22X2  +  ajsxj  +  aj^XA  —  0 

a3iXi  +  ajgxg  +  a38X3  +  as^x*  —  0 

a4ixi  +  a42X,  +  a48X8  +  a44X4  =  0 

von  einander  unabhängig.  Diese  vier  Gleichungen  kommen  auf 
zwei  hinaus;  man  genügt  den  vier  Gleichungen  (3)  durch  die 
Koordinaten  aller  Punkte  einer  geraden  Linie. 

Sind  (gl  ...  §4)  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Geraden 
und  (xi  .  .  .  X4)  die  eines  beliebigen  Punktes  des  Raumes,  so  be- 
steht die  Gleichung: 

(4)    -Sa/xx/gx  —0. 

Da  demnach  jeder  Punkt  dieser  Geraden  konjugierter  Pol  zu 
allen  Punkten  des  Raumes  ist,  so  nennen  wir  diese  Linie  die 
singulare  Linie  der  Fläche. 

2.  Auf  dem  in  §  15,  4  angegebenen  Wege  zeigen  wir,  dafs 
eine  durch  die  singulare  Gerade  gelegte  Ebene  entweder  nur  diese 
Gerade  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat  oder  ihr  ganz  an- 
gehört.    Wir  wollen  diesen  Satz  direkt  erweisen. 

Es  seien  (g)  und  (rj)  zwei  Punkte  der  singulären  Linie  und 
(x')  ein  Punkt,  der  dieser  Geraden  nicht  angehört.  Alle  Punkte 
der  Ebene,  welche  durch  diese  drei  Punkte  gelegt  werden  kann, 
haben  Koordinaten,  die  sich  verhalten  wie 

Xi'  +  X§i  -f  fiFji ,  xs'  +  ^§2  +  Wt,  X3'  +  ^§3  +  Ws, 

X4'  +  ^§4  +  W*. 
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Die  Punkte,  weiche  diese  Ebene  mit  der  Fläche  (1)  gemein- 
schaftlich hat,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 

HZix  (igi  +  fifli  +  VXt')  (agjt  +  (Ifjx  +  VXx')  —  0. 

Da  aber  die  Gleichung  (4)  auch  besteht,  wenn  man  (gi  . . .  g*) 
durch '()7i  ,  . .  ija)  ersetzt,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

r«2;a«x/xx'  — 0. 

Diese  Gleichung  wird,  wenn  der  Punkt  (x)  nicht  auf  der 
Flache  liegt,  nur  für  i; «»  0,  also  für  die  Punkte  der  singulären 
Geraden  befriedigt.  Wenn  dagegen  der  Punkt  (x')  auf  der  Fläche 
liegt,  so  genügt  man  der  Gleichung  für  alle  Werte  von  Jl,  ^,  v, 
oder  die  Ebene  gehört  der  Flache  ganz  an. 

3.  Wir  nehmen  jetzt  eine  beliebige  Gerade  g  hinzu,  welche 
nicht  durch  die  singulare  Linie  hindurchgeht.  Da  diese  zwei 
(reelle  oder  imaginäre)  Punkte  mit  der  Fläche  (1)  gemeinschaftlich 
hat,  finden  wir  durch  Verbindung  eines  jeden  dieser  beiden  Punkte 
mit  den  Punkten  der  singulären  Geraden  zwei  Ebenen,  welche 
ganz  der  Fläche  angehören.  Dadurch  haben  wir  aber  alle  Punkte 
der  Räche  erhalten.  Denn  gäbe  es  noch  einen  weiteren  Punkt 
der  Fläche,  so  würde  man  durch  Verbindung  desselben  mit  den 
Punkten  der  singulären  Linie  noch  eine  dritte  Ebene  erhalten. 
Diese  müfste  aber  mit  der  Geraden  g  noch  einen  dritten  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  was  nicht  möglich  ist.  Somit  stellt 
die  Gleichung  (1)  ein  Ebenenpaar  dar,  wenn  die  ersten 
Unterdeterminanten  der  Determinante  (2)  sämtlich 
verschwinden,  unter  den  zweiten  Unterdeterminanten 
aber  sich  mindestens  eine  von  null  verschiedene  be- 
findet. 

4.  Die  Polarebene  eines  Punktes  (x),  welcher  nicht  in  der 
singulären  Linie  liegt,  hat  die  Gleichung: 

(5)    JS  aix  xx  xx' —  0. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man  (x^ . . .  X4)  durch 
die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  singulären  Geraden  er- 
setzt. Daher  geht  die  Polar  ebene  eines  jeden  Punktes  durch  die 
singulare  Linie  hindurch. 

Wählt  man  statt  des  Punktes  (x)  einen  Punkt  derjenigen 
Ebene,  welche  durch  ihn  und  die  singulare  Gerade  gelegt  werden 
kann,  so  hat  man  die  Koordinaten  xa   durch 

Xa'  +  X^a  +  flfja 
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zu  ersetzen,  wofern  wieder  (g)  und  (fj)  zwei  Punkte  der  singu- 
lären  Geraden  sind.    Jetzt  wird  die  Gleichung  der  Polarebene: 

ITa/xXi  (xx'  +  X§x  +  firix)  *«  0. 

Diese  geht  aber  über  in  J?a<xx<xx  "»  0,  ist  also  mit  der 
Gleichung  (5)  identisch.  Bei  unserer  Voraussetzung  gelten  also 
folgende  Sätze: 

Jeder  Punkt,  der  nicht  in  der  singulären  Geraden 
liegt,  hat  eine  bestimmte  Polarebene;  alle  Polarebenen 
gehen  durch  die  singulare  Linie.  Alle  Punkte  einer 
durch  die  singulare  Linie  gelegten  Ebene  haben  die- 
selbe Polarebene. 

5.  Da  die  Punkte  einer  durch  die  singulare  Linie  gehenden 
Ebene  I  dieselbe  Polarebene  I'  haben  und  hinwiederum  die  Ebene  I 
Polarebene  zu  allen  Punkten  der  Ebene  l  ist,  so  dürfen  wir  die 
Ebenen  I  und  V  als  konjugierte  Polarebenen  bezeichnen. 

Das  Ebenenpaar  vermittelt  somit  eine  involutorische  Zuord- 
nung der  durch  seine  Kante  gehenden  Ebenen.  Irgend  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Ebenen  liegen  harmonisch  zu  den  Ebenen  des 
Paares. 

6.  Um  die  Gleichung  des  Ebenenpaares  auf  die  einfachste 
Form  zu  bringen,  wählen  wir  zwei  konjugierte  Polarebenen  zu 
den  zwei  Seiten  des  Koordinaten-Tetraeders  yi  =  0  und  y2  =  0 
und  nehmen  die  beiden  andern  Seiten  ys  —  0  und  y*  —  0  be- 
liebig hinzu.  In  diesen  Koordinaten  möge  die  Fläche  durch  die 
Gleichung  dargestellt  werden: 

-Tbtxyiyx  =  0. 
Da   die  Gerade  y^  =  y^  =»  0    die   singulare  Linie    ist,    so 
müssen  die  vier  Gleichungen: 

biiyi  +bi8y8  -fbisys  +bi4y4  — 0 


biiyi  +  bijy«  +  bisys  +  ^i^y*  —0 

für  yj  sa  yj  =a  0  erfüllt  sein.    Daher  sind  die  Koefficienten  b^g, 

^i4>  ^iQ9  ^24>  1^S8>  ^84>  ^44  gl^ich  uulL  Da  noch  die  Ebenen 
yi  =  0  und  y2  =  0  Polarebenen  von  einander  sind,  so  mufs 
auch  bj2  =»0  sein;  die  Gleichung  der  Fläche  ist  also: 

(6)   b,,y!+b,,y|=»o. 

Eine   homogene   quadratische   Gleichung   in   vier  Variabein, 
für  welche  alle  ünterdeterminanten  dritten  Grades  der  aus  den 
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KoefBcienten  gebildeten  Determinante  verschwinden,  läfst  sich 
durch  eine  lineare  Transformation  auf  die  Form  zweier  Quadrate 
bringen. 

Übungen : 

1)  a)  Wenn  die  Unterdeterminante  ^n^^f  —  a^^^  ^^^  ^"'^ 
verschieden  ist,  aber  die  Unterdeterminanten  Agg,  Ag^,  A^^  gleich 
null  sind,  so  kann  man  vier  Koefficienten  x,  Jl,  fi,  v  so  bestimmen» 
dafs  ist: 

^24  =i"^2i  +»^^,2,  agg  =x*aii  +  2xaaij  +  A^a^j, 

^44  ^f^^^ii  +  2iMrai2  +v^^ii. 
(Die  Möglichkeit,  die  vier  ersten  Gleichungen  zu  befriedigen, 
ergiebt  sich  daraus,  dafs  a^ia^j  —  a^^^  von  null  verschieden  ist; 
alsdann  müssen  die  drei  folgenden  Gleichungen  bestehen  wegen 
des  Verschwindens  der  angegebenen  Unterdeterminanten.) 

b)  Demnach  nimmt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  Gleichung  (1)  die  Gestalt  an: 

^nYi  +  '^^liYiYi  +  ^227*  ^r  yi  =■  Xi  +  xxg  +  ^x^, 

y,  =Xg  +  Axg  +  rx^. 

c)  Man  stelle  die  in  b)  angegebene  Form  als  Produkt  von 
zwei  linearen  Faktoren  dar. 

d)  Man  zeige,  dafs  unter  der  gemachten  Annahme  alle  drei- 
reihigen Unterdeterminanten  von  A  verschwinden. 

2)  Man  führe  die  gleiche  Untersuchung  für  den  Fall  durch, 
dafs  die  Unterdeterminante  aj,a,g  — a^ga,,  von  null  verschieden 
ist,  aber  die  Unterdeterminanten  A^^,  Ag^  und  A^^  verschwinden. 

3)  a)  Man  weise  im  Anschlufs  an  diese  beiden  Übungen 
nach,  dafs  in  einer  symmetrischen  Determinante  vierten  Grades 
alle  dreireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden,  sobald  alle 
diejenigen  Unterdeterminanten  dritten  Grades  null  sind,  welche 
eine  nicht-verschwindende  zweireihige  Unterdeterminante  in  sich 
enthalten. 

b)  Wieviel  Bedingungen  müssen  zwischen  den  Koefficienten 
in  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  bestehen,  damit 
dieselbe  in  ein  Ebenenpaar  übergeht? 

c)  Wieviel  Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  alle  drei- 
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reihigen  Unterdeterminanten  einer  beliebigen  Determinante  vierten 
Grades  verschwinden? 

4)  Die  Gleichung  (1)  wandle  man  durch  lineare  Transfor- 
mation in  die  Form  2hixyiyx  ««0  um  und  zeige  direkt,  dafs 
auch  die  vier  Ebenen  JSbixyx  =«  0,  Uhixjx  ^^0,  -Sbjxyjf  =»0, 
^bixjx  ""0  einem  Ebenenbüschel  angehören. 

§17. 
Die  Doppelebene. 

1.  Wenn  in  der  Gleichung 

(1)    I!^ixXiXx=0 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  die  Koefficienten  in  einer  solchen 
Beziehung  zu  einander  stehen,  dafs  die  sämtlichen  Unterdetermi- 
nanten zweiten  Grades  der  Determinante 

an     a^s     ai8     ai4 

^21  ^22  ä«8  ^24 
aji  a3  2  ^38  ^3  4 
^41        ^42        a43        a44 

verschwinden,  so  kommen  die  Gleichungen: 

aiiXi  +  aigx«  +  aisX3  +  ai4X4  —  0 

(3) 

a4iXi  +  a4«Xi  +  a45X9  +  a44X4  —  0 
auf  eine  einzige  hinaus.  Alle  Punkte  derjenigen  Ebene,  auf  welche 
wir  durch  diese  Gleichungen  geführt  werden,  sind  singulare  Punkte 
in  dem  Sinne,  dafs  zu  ihnen  jeder  Punkt  des  Raumes  konjugierter 
Pol  ist.  Alle  andern  Punkte  haben  diese  Ebene  zur  Polarebene. 
Denn  ist  (x)  ein  Punkt,  dessen  Koordinaten  den  Gleichungen  (3) 
nicht  genügen,  so  ist  die  Gleichung  der  Polarebene 

ÜSLix  Xi '  X;f  =—  0 

oder 

Xi'  Üsiixxx  +  Xi'  UüixXx  -(-Xs'-Sas  afXx  +  X4'-£a4xX«  — 0. 
Da  in  dieser  Gleichung  sich  die  Koefficienten  von  Xi',  Xt', 
xj',  X4'  nur  um  konstante  Faktoren  unterscheiden,  so  stellt  sie 
für  alle  verschiedenen  Wertsysteme  (xi'...X4')  dieselbe  Ebene 
dar,  wie  die  Gleichungen  (3).  Alle  Punkte  des  Raumes  haben 
dieselbe  Polarebene;  zu  jedem  Punkte  dieser  Ebene  ist 
aber  jeder  Punkt  des  Raumes  konjugierter  Pol. 
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2.  Wie  wir  früher  (§  13,  3.  4)  gesehen  haben,  gehören  der 
Fläche  (2)  nur  diejenigen  Punkte  an,  welche  in  ihrer  Polarebene 
liegen.  Demnach  kann  in  unserm  Falle  der  Fläche  kein  Punkt 
angehören,  der  aufserhalb  der  singulären  Ebene  liegt,  da  ein  solcher 
Punkt  die  singulare  Ebene  zur  Polarebene  hat.  Dagegen  ist  ein 
beliebiger  Punkt  der  singulären  Ebene  zu  allen  Punkten  des 
Raumes,  abo  auch  zu  sich  konjugierter  Pol.  Demnach  gehören 
der  Fläche  alle  Punkte  der  singulären  Ebene,  und  nur  diese,  an. 
Schon  hieraus  geht  hervor,  dafs  bei  unsern  Voraussetzungen  ist: 

(4)    JSa^Xi  xx  =-  (>  (CiX,  +  c,x,  +  C3X3  +  c^x J«. 

3.  Um  dies  Resultat  nochmals  zu  erweisen,  wähle  man  die 
Ebene  yi  «■  0  zur  singulären  Ebene  und  nehme  drei  andere 
Koordinatenebenen  beliebig  hinzu.  Wenn  jetzt  die  Gleichung  der 
Fläche  wird  übixyiyx^^O,  so  müssen  die  vier  Gleichungen 

biiYt  +  bi,y,  +  b.jyg  +  b^^y^  —  0 
...         ...         .. 

Wiyi  +  ^4272  +  ^isYz  +  ^üYi  —  ^ 
für  y^  asaO  und  beliebige  Werte  von  y^,  ys,  y^  befriedigt  werden. 

Demnach  mufs  sein: 

l'l»— •'l8"tn4  — '>2  2='^28  -"b,^  —bgg— b84  —  b^^  —  0; 

die  Gleichung  der  Fläche  ist  also 

Übungen: 

1)  a)  Damit  die  durch  die  drei  Punkte  (g),  (ly),  (g)  gelegte 
Ebene  ganz  der  Fläche  zweiter  Ordnung  f  (xi  . . .  X4)  «•  0  angehört, 
müssen  die  sechs  Gleichungen  erfüllt  sein: 

f  (gl  ...  §4)  -  0,  {{rix  .  .  .  i?4)  -  0,  f  (gl  .  .  .  g4)  -  0, 

n  gxf '  (7/x)  —  0,  2;  g,r  (g,)  =  0,  2:  j?xf '  (g^)  =  0. 

(Setzt  man  x«  =  Xga  +  M^](x  +  ^S«»  so  wird  die  Gleichung 
f(xi  ...X4)  =  0  für  beliebige  Werte  von  il,  /m,  p  befriedigt.) 

b)  Sobald  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  liegen,  gehört  ihr  die  Ebene  des  Dreiecks  voll- 
ständig an. 

c)  Sobald  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  und  noch  ein 
Punkt  von  jeder  der  drei  Seiten  in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
liegen,  gehört  ihr  die  Ebene  des  Dreiecks  vollständig  an. 

d)  Wenn  eine  Ebene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  angehört. 
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kann  jeder  Punkt  der  Ebene  als  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  Fläche 
betrachtet  werden. 

(Aus  den  in  Übung  1)  angegebenen  Gleichungen  folgt,  dafs 
irgend  zwei  Punkte  {X^  +  ^^  +  vQ  und  (>l'§  +  fi'f/  -|-  i;'g)  konju- 
gierte Pole  von  einander  sind.) 

2)  Man  gebe  verschiedene  Beweise  des  Satzes,  dafs  eine 
Flache  zweiter  Ordnung  in  ein  Ebenenpaar  oder  in  eine  Doppel- 
ebene übergeht,  sobald  ihr  alle  Punkte  dieser  Ebene  angehören. 

a)  Die  Ebene  E  und  drei  Punkte  1,  2,  3,  die  nicht  in  gerader 
Linie  liegen,  mögen  der  Fläche  angehören.  Man  lege  durch  die 
Punkte  1,  2,  3  eine  zweite  Ebene.  Dann  liegen  in  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  (1,  2,  3)  und  der 
Schnittpunkt  einer  jeden  seiner  Seiten  mit  der  Ebene  E.  Man 
kann  daher  Übung  1)  c)  anwenden. 

b)  Man  beachte  die  verschiedenen  Fälle,  welche  betreffs  der 
Determinante  möglich  sind.  Wenn  diese  nicht  verschwindet,  so 
hat  jede  Ebene  einen  einzigen  Pol;  wenn  sie  null  ist,  ohne  dafs 
alle  ihre  dreireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden,  so  liegen 
alle  Pole  einer  Ebene  auf  einer  geraden  Linie.  Nach  Übung  1)  d) 
ist  aber  jeder  Punkt  der  gegebenen  Ebene  ihr  Pol. 

c)  Soll  die  Ebene  xi  =  0  der  Fläche  (1)  angehören,  so  muls 
die  Gleichung  (1)  für  xi  =0  und  beliebige  Werte  von  xj,  xs,  X4 
befriedigt  werden;   also  müssen  die  sechs  Koefficienten  a««,  a^s^ 

^249    ^S8>    ^84>    ^44    Hull    Seiu. 

(Man  suche  die  Bedingungen  dafür,  dafs  zunächst  die  Eck- 
punkte O2,  Os,  O4  des  Koordinatendreiecks  und  dann  noch  ein 
Punkt  auf  je  einer  Seite  desselben  der  Fläche  angehört.) 

3)  a)  Wenn  der  Koefficient  a^j  von  null  verschieden  ist, 
aber  die  Determinanten 

^11^22  ^12>     ^11^88  ^1S>     ^11^44    "~   ^14>     ^11^28  ^12^18» 

^11^24  ^14^12>    ^11^84  ^18^14 

verschwinden,  so  lassen  sich  drei  Koefficienten  il,  ^,  v  so  be- 
stimmen, dafs  die  Gleichungen  bestehen: 

aj2«=»Aajj,  ajj,"jt/a|j,  aj^=  *'*^ii>  ^22  ""^ ^  ^1 1> 
*^2  8  *™' ^l^^i i>  ^2  4  ^*" A.p^^  1,  ag3=^  ^ll> 

(Die  drei  ersten  Gleichungen  sind  eine  Folge  davon,   dafs 
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a^  j  4=  0  ist;  die  sechs  folgenden  ergeben  sich  aus  dem  Verschwinden 
der  angegebenen  Determinanten.) 

b)  Die  gegebene  Gleichung  (1)  nimmt  unter  diesen  Voraus- 
setzungen die  Form  an: 

^1 1  (xi  +  ^Xj  +  fix^  +  pxj^  =  0. 

c)  Unter  den  gemachten  Annahmen  verschwinden  alle  Unter- 
determinanten zweiten  Grades  von  A. 

d)  Damit  die  Gleichung  (1)  eine  Doppelebene  darstellt,  müssen 
zwischen  ihren  KoefEcienten  sechs  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen. 

4)  Sobald  in  einer  vierreihigen  Determinante  diejenigen  neun 
zweireihigen  Determinanten  null  sind^  in  denen  ein  bestimmtes, 
von  null  verschiedenes  Element  vorkommt,  verschwinden  alle  ihre 
zweireihigen  und  damit  zugleich  alle  ihre  dreireihigen  Unter- 
determinanten, sowie  die  Determinante  selbst. 

(Wenn  a^j  =t=0  ist,  aber  alle  neun  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten verschwinden,  in  denen  au  vorkommt,  so  kann  man 
setzen :  z^^  =  ^ajj,  ajg  =^ajj,  a^^  =  vz^^^  aj^  =  ^ a^ j, 
agj=^'aii,  ^n=y'^n-  Wegen  des  Verschwindens  der  aus- 
gewählten Unterdeterminanten  kann  man  die  übrigen  neun  Ele- 
mente der  Determinante  durch  an  und  die  sechs  KoefEcienten 
Xy  li,  Vy  Xy  (i\  V   ausdrücken.) 

§  18. 

Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  nach  projektiven 

Eigenschaften. 

1.    Die  Determinante 

an     .     .     .     ai4 


(1) 


^41        •        •       •       «I44 

bietet  das  einfachste   und  natürlichste  Einteilungsprincip  für   die 
Flächen,  welche  durch  die  Gleichung 

(1)    -Saixxtxx  —0 
dargestellt    werden.     Wenn    diese  Determinante   von   null  ver- 
schieden ist,  so  nennen  wir  die  dargestellte  Fläche  eine  eigent- 
liche  Fläche   zweiter   Ordnung.     Die   Gleichung   kann   in 
diesem  Falle  auf  die  Form  von  vier  Quadraten  gebracht  werden. 
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Jeder  Punkt  hat  eine  Polarebene,   jede  Ebene  einen  Pol.    Die 
Fläche  ist  auch  von  der  zweiten  Klasse. 

2.  Wenn  die  Determinante  (1)  verschwindet,  ohne  dafs  ihre 
sämtlichen  Unterdeterminanten  dritten  Grades  null  sind,  so  stellt 
die  Gleichung  einen  Kegel  dar.  Die  Spitze  des  Kegels  ist  ein 
singulärer  Punkt  in  dem  Sinne,  dafs  zu  ihr  jeder  Punkt  des  Raumes 
konjugierter  Pol  ist.  Die  Polarebenen  aller  übrigen  Punkte  gehen 
durch  die  Spitze  des  Kegels;  alle  Punkte,  die  mit  der  Spitze  in 
gerader  Linie  liegen,  haben  dieselbe  Polarebene.  Dem  Kegel 
gehört  eine  Schar  von  Geraden  an,  die  durch  die  Spitze  gehen; 
alle  Tangentialebenen  berühren  längs  einer  solchen  Geraden.  Die 
Gleichung  des  Kegels  läfst  sich  in  drei  Quadrate  umwandeln. 

3.  Wenn  in  der  Determinante  (1)  alle  Unterdeterminanten 
dritten  Grades  null  sind,  ohne  dafs  die  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  sämtlich  verschwinden,  so  stellt  die  Gleichung  (2)  ein 
Ebenenpaar  dar.  Zu  den  Punkten  der  Schnittlinie  ist  jeder  Punkt 
des  Raumes  konjugierter  Pol;  die  Polarebenen  aller  andern  Punkte 
gehen  durch  diese  Gerade  hindurch;  alle  Punkte,  die  mit  der 
Schnittlinie  in  einer  Ebene  liegen,  haben  dieselbe  Polarebene. 
Man  kann  die  Gleichung  auf  zwei  Quadrate  zurückführen. 

4.  Wenn  endlich  die  sämtlichen  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwinden,  so  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 
ein  vollständiges  Quadrat;  die  Fläche  ist  eine  Doppelebene.  Diese 
Ebene  ist  Polarebene  zu  allen  Punkten  des  Raumes,  die  nicht  in 
ihr  liegen. 

5.  Für  die  weitere  Einteilung  legen  wir  die  Darstellung  durch 
Quadrate  zu  Grunde.  Wir  benutzen  also  für  eine  eigentliche 
Fläche  ein  Koordinaten-Tetraeder,  das  zu  sich  selbst  in  Bezug  auf 
die  Fläche  konjugiert  ist.  Dabei  dürfen  wir  aber  den  Einheits- 
punkt noch  willkürlich  wählen.  Indem  wir  das  thun,  wird  jede 
einzelne  Koordinate  noch  mit  einer  beliebigen  (reellen)  Konstanten 
multipliziert.  Demnach  können  wir  auch  die  absoluten  Beträge 
für  die  Koefficienten  der  einzelnen  Quadrate  beliebig  ändern;  nur 
bleiben  die  Vorzeichen  ungeändert.  Es  ist  also  gestattet,  jedem 
einzelnen  Quadrate  den  Koefficienten  -f- 1  oder  —  1  zu  geben. 
Da  wir  aber  endlich  die  Gleichung  noch  mit  —  1  multiplizieren 
dürfen,  kommt  es  nur  auf  den  Wechsel  der  Vorzeichen  an.    Wir 
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erhalten   daher  für  die   eigentlichen  Flächen    nur  folgende  drei 
Möglichkeiten : 

lA)  xf +xJ+x|+xi-0. 

IB)  xf  +x|+x|-xJ-0. 

IC)  xf +x|  -xj  -X}— 0. 

6.  Im  Falle  lA)  fällt  kein  Punkt  in  seine  Polarebene;  die 
Fläche  hat  keinen  reellen  Punkt  und  keine  reelle  Tangentialebene. 
Wir  nennen  sie  eine  eigentliche  imaginäre  Fläche. 

7.  Im  Falle  IB)  ist  die  Fläche  reell,  wie  man  unmittelbar 
erkennt.  Von  den  Ebenen  des  Koordinaten-Tetraeders  schneidet 
jede  der  drei  ersten,  xi  =—0,  x«  —  0,  xs  =»  0  in  einem  reellen 
eigentlichen  Kegelschnitte,  während  die  Ebene  X4»i0  keinen 
Punkt  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat.  Die  Gleichung  kann 
man  auch  in  der  Form  schreiben: 

xf  +  x|  +  (xg  +  X4)  (X3  —  X  j  —  0. 
Die  Ebene  x,  «-x^  hat  mit  der  Fläche  nur  einen  Punkt  und 
ein  von  demselben  ausgehendes  imaginäres  Geradenpaar  gemein; 
sie  ist  eine  Tangentialebene.  Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dafs 
die  Fläche  keine  gerade  Linie  enthält;  denn  jede  solche  müiste 
die  Ebene  x« »» 0  schneiden,  und  der  Schnittpunkt  müfste  ein 
Punkt  der  Fläche  sein,  während  doch  diese  Ebene  ganz  aufserhalb 
der  Fläche  liegt.  Demnach  hat  auch  jede  Tangentialebene  nur 
einen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein,  da  das'  in  ihr  gelegene 
Geradenpaar  nicht  reell  sein  kann.  Die  Ebenen  haben  mit  der 
Fläche  entweder  einen  eigentlichen  reellen  Kegelschnitt  oder  einen 
eigentlichen  imaginären  Kegelschnitt  oder  ein  imaginäres  Geraden- 
paar gemein. 

8.  Um  weitere  Eigenschaften  der  durch  die  Gleichung  IB) 

dargestellten  Fläche  zu  finden,  legen  wir  durch  den  Punkt  (0, 0, 0, 1) 

eine    beliebige    Gerade.      Wenn    diese    noch    durch    den    Punkt 

(xi'  .  .  .  X4')  gehen  soll,  so  sind  ihre  Koordinaten  proportional 

den  Gröfsen 

Xi ',  X2 ,  X3 ',  X4  -)-  Q' 

Die  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung: 

(X4'  +  e)«  =  Xi'»  +  X,'«  +  X3'». 

Da  der  Punkt  (x)  vom  Punkte  (0,  0,  0,  1)  verschieden  sein 
soll  und  deshalb   die   rechte  Seite   der  vorstehenden  Gleichung 


] 
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nicht  verschwinden  darf,  so  hat  die  Gleichung  zwei  ungleiche 
reelle  Wurzeln.  Also  schneidet  jede  durch  den  Punkt  (0, 0, 0, 1) 
gehende  Gerade  die  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten. 

Dagegen  ergeben  sich  die  Punkte,  in  denen  die  Verbindungs- 
linie des  Punktes  (1,  0,  0,  0)  mit  dem  Punkte  (x)  die  Fläche 
schneidet,  aus  der  Gleichung: 

Hier  kann  je  nach  der  Wahl  des  Punktes  (x')  die  rechte 
Seite  bald  positive,  bald  negative,  bald  verschwindende  Werte 
erhalten.  Unter  den  vom  Punkte  (1,  0,  0,  0)  ausgehenden  geraden 
Linien  giebt  es  sowohl  schneidende  als  auch  nichtschneidende  und 
berührende  Gerade. 

Jetzt  berücksichtigen  wir  noch,  dafs  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  schneidende  Gerade  gelegt  werden  können.  Sobald  also 
überhaupt  von  einem  Punkte  nichtschneidende  Gerade  ausgehen, 
können  durch  ihn  auch  Sekanten  und  Tangenten  an  die  Fläche 
gelegt  werden. 

Hiernach  zerfallen  die  Punkte  des  Raumes  einer  Fläche  I  B) 
gegenüber  in  zwei  Klassen:  durch  die  Punkte  der  ersten  Klasse 
gehen  nur  schneidende  Geraden  hindurch,  während  durch  die 
Punkte  der  andern  Art  auch  nichtschneidende  Gerade  gelegt 
werden  können.  Die  Punkte  der  ersten  Klasse  nennen  wir  Innen- 
punkte, die  der  zweiten  Klasse  Aufsenpunkte.  Diese  Punkt- 
mengen werden  durch  die  Punkte  der  Fläche,  von  denen  neben 
eigentlichen  Sekanten  auch  Tangenten  ausgehen,  gegen  einander 
abgegrenzt. 

Aus  der  angegebenen  Definition  folgt  unmittelbar,  dafs  jede 
durch  den  Innenpunkt  gelegte  Ebene  die  Fläche  in  einem  reellen 
eigentlichen  Kegelschnitte  schneidet. 

9.  Man  lege  irgend  ein  anderes  Polartetraeder  der  Koordi- 
natenbestimmung zu  Grunde.  Die  vier  Quadrate,  welche  jetzt  in 
der  Gleichung  der  Fläche  auftreten,  können  nicht  alle  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  weil  sonst  die  Fläche  imaginär  wäre;  auch 
können  nicht  zwei  Quadrate  das  positive,  zwei  das  negative  Vor- 
zeichen haben,  weil  sonst  die  Fläche,  wäe  wir  später  sehen 
werden,  gerade  Linien  enthielte.  Demnach  weicht  ein  einziges 
Quadrat  in  seinem  Vorzeichen  von  den  drei  andern  ab.  Daraus 
folgt  der  Satz: 
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Von  den  vier  Eckpunkten  eines  Polartetraeders  zu 
einer  ungeradlinigen  reellen  Fläche  zweiter  Ordnung 
liegen  drei  im  Äufsern  und  einer  im  Innern;  von  den 
vier  Ebenen  desselben  schneiden  drei  in  einem  reellen, 
eine  in  einem  imaginären  Kegelschnitte. 

Aus  diesem  Satze  oder,  wenn  man  lieber  will,  aus  dem 
Umstände,  dafs  die  Aufsen-  und  Innenpunkte  durch  die  Punkte 
der  Fläche  von  einander  getrennt  werden,  läfst  sich  folgendes 
Resultat  leicht  herleiten: 

Für  die  Innenpunkte  hat  die  linke  Seite  der  Gleichung  IB) 
einen  negativen  und  für  die  Aufsenpunkte  einen  positiven  Wert. 

10.  Für  eine  Fläche  I B)  liegt  die  Polarebene  zu  einem  Innen- 
punkte ganz  aufserhalb  der  Fläche,  da  jeder  Schnittpunkt  durch 
seine  Verbindung  mit  dem  Punkte  eine  von  diesem  ausgehende 
Tangente  liefern  würde.  Umgekehrt  mufs  die  Polarebene  zu 
jedem  Aufsenpunkte  die  Berührungspunkte  der  von  ihm  aus- 
gehenden Tangenten  enthalten  und  somit  die  Fläche  schneiden. 
Hiernach  ist  der  Pol  einer  jeden  nichtschneidenden  Ebene  ein 
Innenpunkt  und  der  Pol  einer  jeden  schneidenden  Ebene  ein 
Aufsenpunkt. 

11.  Wir  beweisen  noch  für  die  Fläche  IB)  folgenden  Lehrsatz: 

Von  zwei  reciproken  Polaren,  die  keinen  Punkt  mit 
einander  gemeinschaftlich  haben,  schneidet  regelmäfsig 
nur  die  eine,  während  durch  die  andere  zwei  Tangen- 
tialebenen hindurchgehen. 

Durch  eine  Gerade,  von  welcher  eine  Fläche  I B)  geschnitten 
wird,  geht  keine  Tangentialebene  hindurch,  weil  eine  solche  Ebene 
nur  einen  Punkt  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat.  Dagegen 
kann  man  in  den  Schnittpunkten  die  Tangentialebenen  an  die 
Fläche  legen ,  und  diese  schneiden  einander  in  der  reciproken 
Polaren.  Da  durch  die  letztere  Gerade  Tangentialebenen  gelegt 
werden  können,  darf  sie  keine  Sekante  sein.  Wenn  umgekehrt 
eine  Gerade  keinen  Punkt  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat, 
so  lassen  sich  durch  sie  (als  Grenze  der  schneidenden  und  nicht- 
schneidenden Ebenen)  zwei  Tangentialebenen  an  die  Fläche  legen ; 
die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  ist  die  reciproke 
Polare. 

Killinir,  Lehrbuch  der  analyt  Geometrie.    II.  9 
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12.  Die  Gleichung  IC)  wird  befriedigt,  wenn  wir  bei  einem 
beliebigen  Werte  von  n  setzen: 

(1)      X,   +  Xj  =  ^  (x,  +  X4),    X4  —  Xj  =*  jU  (Xi  —  X,). 

Jedes  derartige  Paar  von  Gleichungen  stellt  eine  gerade  Linie 
dar,  welche  ganz  der  Flache  angehört.  Indem  man  dem  Koeffi- 
cienten  n  alle  möglichen  Werte  beilegt,  erhält  man  eine  Schar 
von  Geraden,  die  auf  der  Fläche  liegen.  Eine  zweite  Schar  wird 
durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

(2)     xi  +  xs  =  i'  (xi  —  X2),  X,  +  X4  =  f  (xt  —  X3). 

Alle  Geraden  derselben  Schar  liegen  windschief  gegen  ein- 
ander; beständen  nämlich  die  vier  Gleichungen 

Xi  +  Xj  =  ^  (xjr  +  X4),  X4  —  X,  =  ^  (xi  —  xs) 
und 

X,   +  Xs  =  II   (X,  +  X4),    X4  —  X2  =  II   (Xi    —  X3) 

bei  verschiedenem  Wene  von  n  und  11  für  dasselbe  Wertsystem 
(xi  .  .  .  X4),  so  müfste  sein: 

xi  +  X3  =  0,  xg  +  X4  =  0,  X4  —  Xj  =  0,  xi  —  X3  =  0 

oder  Xi  =  xj  =  xj  =  X4  =  0, 
was  ausgeschlossen  ist.     Dagegen  schneiden  sich  zwei  beliebige 
Geraden,  die  verschiedenen  Scharen  angehören.    Setzt  man  näm- 
lich   Xi  —  X3  =  (),    Xi  +  X3  =  IIVQ,    X4  —  Xj  =  W,    X4  -f  X,  =  VQ 

für  einen  ganz  beliebigen  Wen  von  p,  so  werden  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  befriedigt.  Der  Punkt  (jiv — 1,  v  —  Hy  liv -{-ly  v+n) 
gehört  also  den  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  an. 

Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  sowohl  eine 
Gerade  aus  der  Schar  (1)  als  auch  aus  der  Schar  (2).   Man  kann 

nämlich  die  Quotienten  —  und     ^       -  -  willkürlich  wählen  und 

X4  X4 

dann   den   Quotienten    — vermittelst   der  Gleichung   der 

X4 

Fläche  berechnen.  Somit  finden  wir  einen  Wert  von  n  und 
von  V. 

13.  Jede  durch  zwei  Gerade  der  Fläche  gelegte  Ebene  be- 
rührt dieselbe  im  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  (§  13,  5). 
Daraus  geht  hervor,  dafs  aufser  den  beiden  Scharen  (1)  und  (2) 
keine  weiteren  Geraden  der  Fläche  angehören.  Denn  angenommen, 
die  Fläche  enthielte  noch  eine  Gerade,  die  zu  keiner  dieser  Scharen 
gehörte,  so  gingen  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden  drei  gerade 


S  18.    Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  131 

Linien  der  Fläche  hindurch.  Diese  können  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  weil  die  Ebene,  wenn  sie  nicht  ganz  der  Fläche  angehören 
soll,  nur  eine  eigentliche  oder  eine  zerfallende  Kurve  zweiter 
Ordnung  mit  der  Fläche  gemein  haben  kann.  Es  müfsten  somit 
die  drei  Ebenen  verschieden  sein,  welche  durch  je  zwei  dieser 
Ebenen  gelegt  werden  können.  Da  zudem  jede  von  ihnen  eine 
Tangentialebene  sein  müfste,  erhielte  man  in  einem  Punkte  drei 
Tangeotialebenen,  was  nicht  angeht. 

Hiernach  zerfallen  die  Ebenen  des  Raumes  der  Fläche  gegen- 
über in  zwei  Gruppen:  die  Ebenen  der  einen  Gruppe  schneiden 
in  einem  eigentlichen  reellen  Kegelschnitt;  die  der  andern  Gruppe, 
die  Tangentialebenen,  haben  ein  reelles  Geradenpaar  mit  der 
Fläche  gemein. 

Für  jedes  beliebige  Polartetraeder  erhalten  zwei  Quadrate  das 
positive,  zwei  das  negative  Vorzeichen. 

14.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  der  der  gegebenen 
Fläche  IC)  nicht  angehört,  kann  man  an  die  Fläche  sowohl 
schneidende  als  auch  nichtschneidende  Gerade  ziehen.  Davon 
überzeugt  man  sich  am  leichtesten,  wenn  man  den  Satz  benutzt, 
nach  welchem  keine  Gerade  ganz  im  Innern  eines  Kegels  liegen 
kann.  Nach  diesem  Satze  mufs  jede  Gerade  der  Fläche  und 
somit  auch  die  Fläche  selbst  ganz  im  Äufsern  des  Tangential- 
kegels  liegen,  der  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgeht.  Somit 
können  die  vom  Scheitel  dieses  Kegels  in  das  Innere  gezogenen 
Geraden  keinen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  haben,  während 
die  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Geraden,  welche  im  Äufsern 
des  Kegels  liegen,  die  Fläche  schneiden  müssen. 

Will  man  von  diesem  Satze  keinen  Gebrauch  machen,  so 
kann  man  in  folgender  Weise  verfahren.  Es  sei  (gi  .  .  .  §4)  ein 
beliebiger  Punkt,  welcher  nicht  der  Fläche  angehört,  dessen 
Koordinaten  also  der  Bedingung  genügen: 

Für  die  Verbindungslinie  desselben  mit  einem  Punkte  (x') 
sind  die  Koordinaten  den  Gröfsen 

Xl'  +  (>gl,    X2'  +  ()g2,   xs'  +  (>g8,    X4'  +  Q^i, 

proportional.      Daher    ergeben   sich    die   Schnittpunkte    mit    der 
Fläche  IC)  aus  der  Gleichung: 

9* 
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(^»fs?+i|-||~g!)+2J(^((§lX|'  +  &X,'-§5X,'-|4X4') 

+  {Xx'«  +  X,'*-Xs'*    ~X4'«)  =  0. 

Um  eine  nichtschneidende  Gerade  zu  erhalten,  wähle  man  für 
den  Fall,  dafe  gj  +g|  -g|  -  g|  >0  ist, 

xi  =  X4'  =  0,  xi'gi  4-  X,  s,  =  0, 
und  für  §f+g|-  §i-§I<0 

xi '  =  X,'  =  0,  Xs'gf  +  x^'gi  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  schneidende  Gerade;  indessen 
ist  es  nicht  nötig,  das  eigens  zu  beweisen,  da  offenbar  von  jedem 
Punkte  (§)  Linien  ausgehen,  von  denen  die  Fläche  geschnitten  wird. 

15.   Für  die  geradlinigen  Flächen  gilt  folgender  Satz: 

Durch  jede  Gerade,  welche  die  Fläche  in  zwei 
Punkten  schneidet,  gehen  auch  zwei  Tangentialebenen, 
und  durch  eine  nichtschneidende  Gerade  lassen  sich 
auch  keine  Tangentialebenen  legen.  Zwei  windschief 
zu  einander  gelegene  reciproke  Polare  sind  entweder 
beide  schneidende  oder  beide  nichtschneidende  Gerade. 

Wenn  eine  Gerade  die  Räche  in  den  Punkten  1  und  2 
schneidet,  so  gehen  durch  1  zwei  Gerade  gi  und  hi  und  durch 
2  zwei  Gerade  gs  und  h2  hindurch;  hier  sollen  gi  und  g«  der- 
selben Schar  angehören  und  ebenso  hi  und  h^.  Dann  läfst  sich 
sowohl  durch  gi  und  h2,  wie  durch  g^  und  hi  eine  Ebene  legen; 
jede  von  ihnen  ist  eine  Tangentialebene,  welche  durch  die  Punkte 
1  und  2,  also  durch  die  gegebene  Gerade  geht. 

Geht  umgekehrt  durch  eine  Gerade  1  eine  Tangentialebene, 
ohne  dafs  der  Berührungspunkt  in  1  liegt,  so  wird  1  von  den 
beiden  in  dieser  Ebene  gelegenen  Erzeugenden  geschnitten;  die 
Gerade  1  hat  also  zwei  Schnittpunkte  mit  der  Fläche. 

Es  seien  jetzt  1  und  1'  zwei  reciproke  Polare,  die  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Wenn  1  die  Fläche  nicht  schneidet, 
so  kann  durch  1'  keine  Tangentialebene  gehen;  also  hat  auch  T 
keinen  Schnittpunkt  mit  der  Fläche.  Wird  umgekehrt  1  von  der 
Fläche  geschnitten,  so  gehen  die  in  ihren  Schnittpunkten  an  die 
Fläche  gelegten  Tangentialebenen  durch  1';  demnach  hat  auch  1' 
zwei  Schnittpunkte  mit  der  Fläche. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  durch  folgende 
Erwägung.  Eine  beliebige  Gerade,  von  der  die  Fläche  nicht 
berührt  wird,  wählt  man  zu  der  einen  Kante  -des  Polartetraeders. 
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Indem  man  dies  Tetraeder  zur  Koordinatenbestimmung  benutzt 
und  den  Einheitspunkt  passend  wählt,  kann  man  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Form  I C)  geben.  Diese  Fläche  wird  aber  sowohl 
von  der  Geraden  xj  =  x»  =  0,  wie  von  ihrer  reciproken  Polaren 
nicht  geschnitten;  dagegen  sind  die  beiden  Geraden  xi  =xs  =0 
und  xg  =  X4  =  0  Sekanten  der  Fläche.  Damit  die  Tangential- 
ebene 

^l^i'  +  XjX,'  —  XjXj'  —  x^x/  =  0 

durch  die  Gerade  x^  =»  x^  =  0  hindurchgeht,  mufs  xj'  =  X4'  =  0 
sein  u.  s.  w.  Daraus  ergeben  sich  wieder  die  obigen  Behaup- 
tungen. 

16.  Um  eine  neue  Entstehungsweise  der  Fläche  IC)  kennen 
zu  lernen,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein.  Wir  wählen  drei 
windschiefe  Gerade  und  auf  jeder  drei  Punkte  willkürlich  aus. 
Durch  diese  neun  Punkte  legen  wir  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 
(Dafs  durch  diese  neun  Punkte  eine  einzige  Fläche  hindurchgeht, 
ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  folgenden  Erwägungen.)  Der 
konstruierten  Fläche  gehören  (nach  §  11,  8)  die  drei  Geraden 
vollständig  an.  Durch  jeden  Punkt  einer  dieser  Geraden  kann 
man  aber  eine  gerade  Linie  legen,  welche  die  beiden  anderen 
Linien  schneidet.  Diese  Gerade  hat  drei  und  somit  alle  ihre 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein.  Demnach  liegt  jede  Gerade, 
welche  die  drei  gegebenen  Linien  schneidet,  in  der  Fläche.  Diese 
enthält  also  eine  Schar  zu  einander  windschiefer  Geraden. 

Die  durch  irgend  drei  Linien  hi,  h^,  hs  dieser  Schar  gelegte 
Fläche  zweiter  Ordnung  mufs  jede  Gerade  g'  enthalten,  welche 
die  drei  Linien  hi,  h,,  hs  schneidet;  auf  der  Fläche  liegt  daher 
eine  zweite  Schar  von  Geraden.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dafs  sie 
immer  durch  drei  gegebene  windschiefe  Gerade  hin- 
durchgeht, so  erzeugt  sie  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

17.  Stellt  man  die  Gleichung  eines  Kegels  durch  drei  Qua- 
drate dar,  so  gelangt  man  auf  eine  der  beiden  Formen: 

HA)  xf+x|-fx|=0, 

IIB)  xf -}-x|— x|=0. 
Diese  beiden  Arten,  der  imaginäre  und  der  reelle  Kegel,  sind 
bereits  in  §   10,  7 — 9   eingehend  charakterisiert.     Wir  erinnern 
nur  noch  daran,  dafs  für  den  imaginären  Kegel  kein  Strahl  in 
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seine  Polarebene  fällt.  Auch  wollen  wir  nochmals  darauf  hin- 
weisen, dafs  einem  reellen  Kegel  gegenüber  die  Ebenen  des 
Raumes  in  zwei  Hauptgruppen  zerfallen,  jenachdem  sie  durch  die 
Spitze  gehen  oder  nicht.  Die  Ebenen  der  zweiten  Gruppe  werden 
von  jeder  Erzeugenden  getroffen,  haben  also  mit  dem  Kegel  einen 
eigentlichen  reellen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich.  Die  Ebenen 
der  ersten  Gruppe  zerfallen  wieder  in  drei  Unterabteilungen:  ent- 
weder ist  die  gemeinschaftliche  Linie  ein  reelles  Geradenpaar 
(die  Ebene  schneidet  den  Kegel),  oder  sie  ist  eine  Doppelgerade 
(die  Ebene  berührt  den  Kegel),  oder  das  gemeinschaftliche  Geraden- 
paar ist  imaginär. 

18.  Die  Gleichung  eines  Ebenenpaares  kann  auf  eine  der 
beiden  Formen  gebracht  werden: 

niA)  xf  +x|  =  0, 

HIB)  xf  —  x|==0. 

Im  ersten  Falle  ist  nur  die  singulare  Gerade  reell,  die  Ebenen 

selbst  sind  imaginär.   Die  Involution,  welche  durch  die  Zuordnung 

konjugierter  Ebenen  erzeugt  wird,  hat  keine  reellen  Hauptebenen. 

Die  Gleichung  xf  —  x|  =0  kann  auch  in  der  Form 

(x,  —  Xa)  (xi  +  x»)  =  0 
geschrieben  werden;    sie  stellt  ein  reelles  Ebenenpaar  dar.     Die 
Ebenen   desselben   sind   die  Hauptebenen   der   Involution;    zwei 
Ebenen  sind  konjugierte  Polarebenen,  wenn  sie  zu  den  Ebenen 
des  Paares  harmonisch  liegen. 

19.  Da  für  die  Doppelebene  eine  weitere  Einteilung  nicht 
möglich  ist,  so  erhalten  wir  folgende  Einteilung  der  Flächen 
zweiter  Ordnung: 

I.  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse: 

A)  Imaginäre  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung. 

B)  Reelle  ungeradlinige  Fläche. 

C)  Geradlinige  Fläche. 

IL  Kegelfläche  zweiter  Ordnung: 

A)  Der  imaginäre  Kegel. 

B)  Der  reelle  Kegel. 

III.  Das  Ebenenpaar: 

A)  Das  imaginäre  Ebenenpaar. 

B)  Das  reelle  Ebenenpaar. 

IV.  Die  Doppelebene. 
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Übungen: 

1)  a)  Ist  für  positive  Werte  von  ai,  aj,  a»  eine  Fläche  durch 
die  Gleichung  bestimmt 

so  ist  der  Punkt  (x)  ein  Aufsen-  oder  ein  Innenpunkt,   jenach- 
dem  der  Ausdruck 

aiXi'*  +  a2X,'>  +  03X3*  —  X4'« 

positiv  oder  negativ  ist. 

b)  Die  Ebene  (ui  . . .  U4)  wird  die  Fläche  schneiden,  berühren 
oder  ganz  aufserhalb  derselben  liegen,  jenachdem  der  Ausdruck 

5l  +  ^  +  ^«u| 

«1  «2  «8 

einen  positiven,  verschwindenden  oder  negativen  Wert  hat. 

c)  Welche  von  den  Kanten  des  Koordinaten -Tetraeders 
schneiden  die  Fläche,  und  durch  welche  lassen  sich  Tangential- 
ebenen an  dieselbe  legen? 

d)  Man  vergleiche  mit  c)  den  in  11.  angegebenen  Lehrsatz. 

2)  a)  Welche  von  den  Kanten  des  Koordinaten-Tetraeders 
schneiden  die  Fläche 

xf  +  x|  -  x|  -  X}  =  0, 
und  durch  welche  Kanten  lassen  sich  Tangentialebenen  an  die 
Fläche  legen? 

b)  Man  vergleiche  hiermit  den  in  15.  bewiesenen  Lehrsatz. 

3)  a)  Man  bestimme  die  geraden  Linien  der  Fläche: 

Xi  Xf  —  X3  X4  ^^  ü. . 

b)  Man  zeige,  dais  jede  Ebene  Xi  -f-  0x3  =  0  und  jede  Ebene 
Xi  +  ^4  =  0  eine  Tangentialebene  der  Fläche  ist.  Welches  ist 
in  jedem  Falle  der  Berührungspunkt? 

c)  Welche  Lage  zur  Fläche  hat  eine  beliebige  durch  je  zwei 
Gegenkanten  des  Koordinaten-Tetraeders  gelegte  Gerade  (erstens 
eine  Gerade  durch  xi  =  xj  =  0  und  X3  =  X4  =  0,  zweitens  durch 
Xi  =  X8  =  0  und  X2  =  X4  =  0  und  drittens  durch  Xi  =  X4  s=  0 
und  xj  =  xs  =  0)? 

d)  Man  soll  für  die  in  c)  angegebenen  Geraden  angeben,  ob 
sich  durch  sie  Tangentialebenen  legen  lassen  oder  nicht. 

4)  Durch  drei  windschiefe  gerade  Linien  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  zu  legen. 
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a)  Man  wähle  in  hs  zwei  Punkte  beliebig  aus  und  lege  durch 
jeden  unter  ihnen  eine  Gerade,  welche  die  Linien  hi  und  h« 
schneidet.  Sind  gi  und  gg  diese  geraden  Linien,  so  wähle  man 
die  Ebenen  (gi,hi),  (gijhg),  (g«,  h,),  (g«,  hi)  zu  Koordinaten- 
ebenen. 

b)  Man  lege  der  Untersuchung  ein  beliebiges  Koordinaten- 
Tetraeder,  zu  Grunde  und  denke  sich  den  Punkt  (x)  so  bestimmt, 
dafs  sich  durch  ihn  und  die  drei  gegebenen  Linien  eine  vierte 
Gerade  hindurchlegen  läist.  Es  seien  (|)  und  (17)  zwei  Punkte 
der  ersten,  (g)  und  (?/')  zwei  Punkte  der  zweiten,  (g")  und  (jy") 
zwei  Punkte  der  dritten  geraden  Linie.  Alsdann  ziehe  man  durch 
den  Punkt  (x)  und  einen  bestimmten  Punkt  (§  +  «»?)  der  ersten 
Geraden  eine  gerade  Linie  und  frage  nach  den  Bedingungen, 
unter  denen  diese  die  beiden  andern  gegebenen  Geraden  schneidet 
Damit  die  durch  die  beiden  Punkte  (§')  und  (fj')  gehende  Gerade 
getroffen  wird,  müssen  (für  a  =  1,  2,  3,  4)  die  Gleichungen  be- 
friedigt werden: 

g«  -\-  X7]a  +  ix«  =  V§a'  +  Qrja; 

ebenso  mufs  sein: 

ga  +  xjja  +  lixa  =  O^a'  +  Ti]a. 

Das  sind  in  den  acht  Grölsen  1,  x,  Jl,  fi,  —  r,  —  p,  —  <j, 
—  T  acht  lineare  Gleichungen.  Die  Bedingung  für  die  Lage  des 
Punktes  (x)  besteht  in  dem  Verschwinden  einer  Determinante, 
deren  vier  erste  Zeilen  sind: 

§,a     ria     Xa     0     ga      tja      0     0, 

während  die  vier  letzten  Zeilen  sind: 

ga     1?«     0     Xa     0     0     ga       fia  . 

c)  Durch  b)  ist  ein  direkter  Beweis  dafür  geliefert,  dafs  alle 
geraden  Linien,  von  denen  drei  windschiefe  gerade  Linien  ge- 
troffen werden,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  angehören. 

d)  Man  zeige  nachträglich,  dafs  die  in  b)  gefundene  Glei- 
chung eine  Fläche  darstellt,  welche  durch  die  drei  gegebenen 
Geraden  geht. 

e)  Zur  Übung  stelle  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  expli- 
citer  Form  auf. 

5)  a)  Sobald  man  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei 
ihr  angehörende  windschiefe  Gerade  und  einen  Punkt  kennt,  kann 
man  eine  weitere  Gerade  der  Fläche  bestimmen. 
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(Es  ist  das  diejenige  Gerade,  welche  von  dem  gegebenen 
Punkte  aus  durch  die  beiden  gegebenen  Geraden  hindurch  gelegt 
werden  kann.) 

b)  Sobald  man  von  einer  Fläche  zwei  ihr  angehörende  wind- 
schiefe Gerade  und  eine  Tangentialebene  kennt,  kann  man  noch 
eine  weitere  Gerade  der  Ebene  bestimmen. 

6)  a)  Durch  ein  windschiefes  Viereck  und  einen  weiteren 
Punkt  läfst  sich  eine  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung  legen. 

b)  Wenn  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  windschiefes 
Viereck  und  ein  weiterer  Punkt  gegeben  sind,  so  soll  man  die 
Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  konstruieren. 

(Das  Viereck  sei  a/Syd,  der  Punkt  jr;  die  Gerade  durch  x, 
aß,  yö  und  die  Gerade  durch  jr,  da,  ßy  gehören  der  gesuchten 
Ebene  an.) 

c)  Wenn  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  windschiefes 
Viereck  und  eine  Tangentialebene  gegeben  sind,  so  soll  man  den 
Berührungspunkt  der  Ebene  finden. 

d)  Von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  kennt  man  zwei  wind- 
schiefe Gerade  und  aufserdcm 

entweder  drei  Punkte, 

oder  zwei  Punkte  und  eine  Tangentialebene, 
oder  einen  Punkt  und  zwei  Tangentialebenen, 
oder  drei  Tangentialebenen; 
man  soll  weitere  Erzeugende  der  Fläche  bestimmen. 

7)  a)  Damit  die  Ebene  X4=0  die  Fläche  2^a«X£Xx  =  0 
berührt,  mufs  die  Determinante 

asi     a^x     ass 
asi     ass     ^33 
verschwinden. 

(Die  der  Tangentialebene  und  der  Fläche  gemeinsame  Kurve 
mufs  zerfallen.) 

b)  Wie  lautet  hiernach  die  Bedingung  dafür,  dafs  eine  andere 
Koordinatenebene  die  Fläche  berührt? 

8)  a)  Wenn  eine  gerade  Linie  drei  Punkte  mit  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  gemeinsam  hat,  so  fällt  sie  ganz  in  die  Fläche 
hinein. 

b)  Wenn  durch  eine  gerade  Linie  drei  Tangentialebenen  an 
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eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können,  so  wird  die 
Fläche  von  jeder  die  Gerade  enthaltenden  Ebene  berührt. 

(Die  Gleichung,  vermittelst  deren  die  durch  eine  Gerade 
hindurchgehenden  Tangentialebenen  bestimmt  werden,  ist  vom 
zweiten  Grade;  wenn  diese  drei  Lösungen  hat,  so  müssen  alle 
ihre  Koefficienten  verschwinden.  Man  kann  den  Beweis  auch  auf 
die  Bemerkung  gründen,  dafs  zu  den  Berührungspunkten  der  drei 
Tangentialebenen  jeder  Punkt  der  Geraden  konjugierter  Pol  ist.) 

9)  a)  Man  setze  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  in 
der  Gleichung  der  Fläche  gleich  A,  und  nenne  Ai  diejenige 
Determinante,  welche  aus  A  durch  Weglassung  der  letzten  Zeile 
und  Kolonne  entsteht;  ebenso  bilde  man  aus  Ai  die  Determinante 
As  und  aus  Ag  die  As.     Alsdann  ist: 

Ai  = -^± aiia^jass,  Aj  =^11^29  — ^i*«'  ^s  =äii» 

Wenn  die  Gleichung  eine  eigentliche  imaginäre  Flilche  sein 
soll,  so  darf  keine  der  vier  Gröfeen  A,  Ai,  A,,  A$  verschwinden. 

(Für  A  =  0  wird  eine  uneigentliche  Fläche  dargestellt;  für 
Ai  =  0  ist  die  Ebene  X4  ^  0  eine  reelle  Tangentialebene;  für 
A,  =  0  berührt  die  Gerade  x»  =  X4  =  0  in  einem  reellen  Punkte; 
für  As  =  0  gehört  der  Punkt  (1,  0,  0,  0)  der  Fläche  an.) 

b)  Wenn  die  Werte  von  A,  Ai,  A„  As  sämtlich  positiv  mit 
Ausschlufs  der  Null  sind,  so  kann  man  die  Gleichung  in  vier 
positive  Quadrate  umwandeln. 

Die  Gleichung  UzixXtXx  —  cöxJ  =  0  stellt  für  ai  =  A  :  Ai 
einen  Kegel  dar.  Demnach  kann  man  im  Anschlufs  an  Übung  2)  a) 
von  §  15  drei  Koefficienten  1,  /t/,  v  so  bestimmen,  dafs  für 

yi  =  Xi  +  ^x^,  Yi  =  X,  +  (iK^y  yj  =  X3  +  rx^ 
identisch  ist: 

U     2LixXiXx   —  Ä"    ^I   ~      ^    ^ixyijx. 

II...  4)  ^1  (1,2,3) 

Jetzt  behandle  man  die  Form  S^ixjijx  in  gleicher  Weise 
und  gebe  ihr  die  Gestalt: 

X  yi  +  (^11^1  +  ^^lÄ^iz»  +  as,z|). 

Indem  man  endlich  noch  setzt 
erhält  man  für  die  gegebene  Gleichung  die  Form: 
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A  A  A 

/Vj  Ag  A3 

c)  Wenn  keiner  der  vier  Ausdrücke  A,  A^,  A,,  Ag  ver- 
schwindet, A  und  A,  einen  positiven,  A^  und  A3  einen  negativen 
Wert  haben,  so  kann  man  die  gegebene  Gleichung  in  eine  Summe 
von  vier  negativen  Quadraten  umwandeln. 

d)  Soll  die  Gleichung  S^ixXiXx  =  0  eine  eigentliche  imagi- 
näre Fläche  darstellen,  so  müssen  die  drei  Ausdrücke  A,  A3, 
AjAj  einen  positiven,  nicht  verschwindenden  Wert  haben. 

e)  Wenn  jede  der  drei  Gröfsen  A,  A|  Aj  und  Aj  einen  posi- 
tiven, von  null  verschiedenen  Wert  hat,  so  haben  die  vier  Koeffi- 
cienten  a<£  und  die  vier  Determinanten  S  ±  Zu  axx  au  dasselbe 
Vorzeichen;  femer  sind  alle  Determinanten  ^u^xx  —  aix*  positiv 
und  von  null  verschieden. 

(Man  führe  die  in  b)  angegebene  Umwandlung  in  anderer 
Reihenfolge  aus.) 

f)  Wenn  A,  Ai,  Aj,  A3  von  null  verschieden  sind,  so  stellt 
die  Gleichung  eine  reelle,  nicht  geradlinige  Fläche  dar,  falls  ent- 
weder 

a)  diese  vier  Gröfsen  negativ  sind, 

ß)  alle  bis  auf  As  negativ  sind, 

7)  A  und  A|   negativ,  Aj  und  As  positiv  sind, 

6)  alle  bis  auf  A  positiv  sind, 
£)  alle  bis  auf  A2  positiv  sind, 

g)  Ai  und  Aj  positiv,  A  und  As  negativ  sind, 
ff)  A  und  As  positiv,  Ai   und  As  negativ  sind. 

(Man  führe  die  in  b)  angegebene  Transformation  durch.) 
g)  Wenn  A,  Ai,  Ag,  As  von  null  verschieden  sind,  so  stellt 
die  Gleichung  eine  geradlinige  Fläche  dar,  falls  entweder 

a)  alle  bis  auf  A3  positiv  sind, 
ß)  alle  bis  auf  At   positiv  sind, 

7)  A  und  Ai  positiv,  A«  und  A3  negativ  sind, 
d)  A  und  A3  positiv,  Ai  und  A»  negativ  sind, 

b)  alle  bis  auf  A«  positiv  sind, 
C)  alle  bis  auf  A  negativ  sind. 

h)  Wenn  A  und  A»  von  null  verschieden,  aber  Ai  =  0  ist, 
so  stellt  die  Gleichung  eine  geradlinige  oder  ungeradlinige  Fläche 
dar,  jenachdem  A«  negativ  oder  positiv  ist. 
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\)  Wenn  A«  «» 0  ist,  aber  A  und  Ai  von  nuU  verschieden 
sindy  so  ist  die  Eäche  geradlinig  oder  ungeradlinig,  jenachdem  A 
positiv  oder  negativ  ist. 

(Man  beachte  die  Linie,  welche  die  obige  Ebene  y^  =  0  mit 
der  Fläche  gemeinschaftlich  hat.) 

k)  Für  A  =  0  stellt  die  Gleichung  bekanntlich  einen  K^el 
dar.  Wenn  jetzt  aufserdem  noch  Ai  =  A»  =  Ai  =  0  ist,  so  geht 
entweder  die  Ebene  X4  =  0  durch  die  Spitze  des  Kegels  oder  der 
Punkt  (1,0,0,0)  ist  die  Spitze,  oder  drittens  die  Kante  xs=X4=0 
gehört  dem  Kegel  an  und  die  beiden  andern  Schnittlinien  der 
Ebenen  xs  =  0  und  X4  =  0  liegen  mit  der  Kante  xi  =  Xf  =  0 
in  einer  Ebene. 

I)  Wenn  A  =  0  ist,  aber  Aj  und  das  Produkt  AjAa  positiv 
sind,  so  stellt  die  Gleichung  einen  imaginären  Kegel  dar. 

m)  Wenn  A  =  0,  A^  negativ,  aber  das  Produkt  Ai  As  positiv 
ist,  so  stellt  die  Gleichung  einen  reellen  Kegel  dar. 

n)  Wenn  A«  von  null  verschieden,  aber  die  drei  mit  A, 
gebildeten  dreireihigen  Unterdeterminanten  null  sind,  so  stellt  die 
Gleichung  ein  reelles  oder  imaginäres  Ebenenpaar  dar,  jenachdem 
Aj  positiv  oder  negativ  ist. 

(Man  beachte  die  Übung  2)  von  §  16.) 

10)  a)  Von  den  vier  Eckpunkten  eines  Polartetraeders  einer 
ungeradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  stets  drei  im  Äufsem 
und  einer  im  Innern  der  Fläche;  dagegen  verteilen  sich  die  vier 
Eckpunkte  eines  Polartetraeders  für  eine  geradlinige  Fläche  zu 
zweien  auf  die  beiden  Raumteile,  in  welche  der  Raum  durch  die 
Fläche  zerlegt  wird. 

b)  Wenn  A  negativ,  A?,  A,,  A3  positiv  sind,  so  liegt  jeder 
Punkt,  für  den  JSaixXix«  positiv  ist,  im  Äufsern,  und  jeder  Punkt, 
ftir  den  der  Wert  von  SzixXiX»  negativ  ist,  im  Innern  der  Fläche. 

II)  Welche  Anen  von  Schnittkurven  kann  eine  Ebene 
haben 

a)  mit  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter  Ordnung, 

b)  mit  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung, 

c)  mit  einem  Ebenenpaare, 

d)  mit  einer  Doppelebene? 

12)  Welche  Möglichkeiten  bestehen  nach  der  in  Üb.  11) 
angegebenen  Richtung: 
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a)  für  eine  geradlinige  Fläche, 

b)  für  einen  reellen  Kegel, 

c)  für  ein  reelles  Ebenenpaar, 

d)  für  eine  ungeradlinige  Fläche, 

e)  für  eine  imaginäre  Flache, 

f)  für  einen  imaginären  Kegel, 

g)  für  ein  imaginäres  Ebenenpaar? 

13)  a)  Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  gerade  Linien,  von 
denen  vier  willkürlich  gegebene  gerade  Linien  getroflfen  werden. 

(Man  lege  durch  drei  von  ihnen  eine  geradlinige  Fläche 
zweiter  Ordnung  und  bestimme  die  Schnittpunkte  mit  der  vierten 
Geraden.) 

b)  Es  seien  vier  windschiefe  gerade  Linien  gegeben;  wenn 
die  durch  die  drei  ersten  gelegte  Fläche  zweiter  Ordnung  die 
vierte  Gerade  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  so  hat  auch  die 
durch  irgend  drei  unter  ihnen  gelegte  Fläche  zweiter  Ordnung 
jedesmal  mit  der  übrigbleibenden  Geraden  zwei  reelle  Punkte 
gemeinschaftlich. 

c)  Wenn  von  den  vier  windschiefen  Geraden  a,  b,  c,  d  die 
letzte  eine  Tangente  ist  an  die  durch  die  drei  ersten  gehende 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ist  auch  die  Gerade  a  eine  Tangente 
an  die  durch  b,  c,  d  gelegte  Fläche  zweiter  Ordnung. 

d)  Wie  ändern  sich  die  unter  b)  und  c)  angegebenen  Sätze, 
falls  eine  von  den  vier  Geraden  keinen  Punkt  mit  der  durch  die 
drei  andern  gelegten  Fläche  gemeinschaftlich  hat? 

e)  Wenn  vier  im  Räume  gegebene  windschiefe  gerade  Linien 
von  drei  Geraden  getroffen  werden,  so  mufs  jede  gerade  Linie, 
welche  irgend  dreien  von  den  gegebenen  Geraden  begegnet,  auch 
die  vierte  treffen. 

14)  a)  Sobald  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  fünf  Punkte  mit 
einem  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  hat,  gehört  ihr  derselbe  ganz  an. 

b)  Eine  Räche  zweiter  Ordnung  ist  bestimmt  durch  einen 
in  ihr  gelegenen  Kegelschnitt  und  vier  weitere  Punkte,  welche 
nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

c)  Man  kennt,  nachdem  die  in  b)  angegebenen  Gebilde  be- 
kannt sind,  aufser  dem  gegebenen  noch  vier  weitere  Kegelschnitte, 
welche  auf  der  Fläche  liegen.  Demnach  kann  man  auch  die 
Schnittlinie  der  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene  bestimmen. 
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15)  a)  Zwei  verschiedene  Kegelschnitte  können  nur  dann  auf 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  wenn  sie  mit  der  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  dieselben  beiden  (reellen  oder  imaginären) 
Punkte  gemeinschaftlich  haben. 

b)  Durch  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  gelegene  Kegelschnitte, 
welche  zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  und  einen  weiteren 
Punkt  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt. 

a)  Man  kennt  die  Schnittlinie  einer  jeden  Ebene,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  gelegt  werden  kann. 

(Speciell  wähle  man  auf  dem  ersten  Kegelschnitt  einen  Punkt 
a,  auf  dem  zweiten  einen  Punkt  ß  und  lege  durch  a  und  ß  und 
den  gegebenen  Punkt  Jt  eine  Ebene;  alsdann  kennt  man  die 
Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Fläche.) 

ß)  Die  beiden  Kegel,  welche  den  gegebenen  Punkt  zur  Spitze 
und  je  eine  der  gegebenen  Kurven  zur  Leitlinie  haben,  schneiden 
sich  im  allgemeinen  (nach  §  10)  in  vier  Kanten,  von  denen  zwei 
unmittelbar  gegeben  sind.  Wenn  die  beiden  andern  Kanten  reell 
sind,  so  gehören  sie  der  gesuchten  Fläche  an;  diese  ist  also 
geradlinig  oder  ungeradlinig,  jenachdem  diese  Kanten  reell  oder 
imaginär  sind.  Schneidet  eine  beliebige  durch  eine  der  beiden 
Kanten  gelegte  Ebene  den  einen  Kegelschnitt  in  x,  den  andern 
in  Jl,  so  gehört  auch  die  Gerade  xX  der  Fläche  an. 

16)  a)  Ein  Kegelschnitt  und  eine  gerade  Linie  können  nur 
dann  auf  einer  (eigentlichen)  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  wenn 
sie  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben. 

b)  Durch  einen  Kegelschnitt  und  zwei  ihn  schneidende  wind- 
schiefe gerade  Linien  läfst  sich  ein  Kegelschnitt  legen. 

c)  Wieviel  Punkte  werden  durch  die  Forderung  vertreten, 
dafs  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  einen  Kegelschnitt  und 
eine  ihn  schneidende  Gerade  hindurchgehen  soll? 

d)  Kennt  man  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  einen 
Kegelschnitt,  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  so  kennt  man  noch 
eine  weitere  gerade  Linie  der  Fläche. 

e)  Durch  einen  Kegelschnitt,  zwei  denselben  und  einander 
schneidende  gerade  Linien  und  einen  Punkt  ist  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  bestimmt. 
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f)  Wie  findet  man,  nachdem  die  in  e)  genannten  Gebilde 
gegeben  sind,  die  beiden  von  dem  Punkte  ausgehenden  Geraden 
der  Fläche? 

§  lö. 

Metrische  Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Für  die  weitere  Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
betrachten  wir  die  verschiedenen  Lagen,  welche  die  unendlich- 
ferne Ebene  den  einzelnen  Flächen  gegenüber  einnehmen  kann, 
die  wir  im  vorigen  Paragraphen  gefunden  haben.  Um  die  Dar- 
stellung zu  erleichtern,  lassen  wir  eine  der  Koordinatenebenen 
mit  der  unendlichfernen  Ebene  zusammenfallen  und  wählen  die 
drei  andern  Ebenen  so,  dafs  die  Gleichung  möglichst  einfach  wird. 
Wenn  die  unendlichferne  Ebene  die  Fläche  nicht  berührt,  so 
lassen  wir  sie  mit  den  drei  andern  Koordinatenebenen  ein  Polar- 
tetraeder bilden.  Ist  aber  jene  Ebene  eine  Tangentialebene,  so 
lassen  wir  die  Fläche  auch  durch  eine  zweite  Koordinatenebene 
berührt  werden;  durch  den  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen  legen 
wir  zwei  Ebenen  eines  Polartetraeders  und  nehmen  die  beiden 
andern  Ebenen  desselben  als  Koordinatenebenen  hinzu.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  für  die  eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung 
eine  der  in  §  18,  5  oder  §  18,  7  angegebenen  Formen.  In  der 
letzten  Form  sind  die  Ebenen  xs  +  x^  =  0  und  Xj  —  X4  =  0 
Tangentialebenen;  diese  ist  also  zu  wählen,  wenn  die  unendlich- 
ferne Ebene  Tangentialebene  ist.  Als  die  drei  eigentlichen  Ebenen 
des  Koordinatensystems  wählen  wir  die  Ebenen  x  =  0,  y  =  0, 
z  =  0;  die  unendlichferne  Ebene  soll  durch  die  Gleichung  p  =  0 
gegeben  sein.  Wir  werden  jedoch  die  Bezeichnung  des  §  8 
wieder  benutzen  und  demnach,  wo  es  angeht,  p  durch  1  ersetzen. 
Auch  den  Einheitspunkt  wählen  wir,  wie  an  der  bezeichneten 
Stelle;  daher  müssen  wir  die  Koefficienten  in  den  Gleichungen 
ausdrücklich  beifügen. 

Durch  unsere  Festsetzungen  ist  das  Koordinatensystem  nicht 
eindeutig  bestimmt;  vielmehr  giebt  es  eine  dreifach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Systemen,  die  unseren  Forderungen  genügen. 
Eine  passende  Specialisierung  würde  darin  bestehen,  zu  verlangen, 
dafs  das  Koordinatensystem  rechtwinklig  sein  soll.  Indessen 
wollen  wir  darauf  hier  nicht  eingehen,  einerseits,  weil  es  uns 
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auch  ohnedies  möglich  wird,  die  Flächen  zu  charakterisieren, 
andererseits,  weil  diese  Aufgabe  an  einer  späteren  Stelle  eingehend 
behandelt  werden  soll. 

2.  Jede  durch  die  Gleichung  lA)  dargestellte  Fläche  hat 
allen  Ebenen  gegenüber  dieselbe  Lage;  daher  kann  auch  die  Ein- 
führung der  unendlichfernen  Ebene  keine  weitere  Einteilung  her- 
beiführen. Man  kann  daher  jede  Fläche  dieser  Art  in  Cartesischen 
Koordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  darstellen: 

3.  Einer  ungeradlinigen  reellen  Fläche  zweiter  Ordnung  gegen- 
über haben  die  Ebenen  drei  verschiedene  Lagen :  eine  Ebene  kann 
eine  solche  Fläche  entweder  schneiden  oder  berühren  oder  ganz 
aufserhalb  derselben  liegen.  Demnach  zerfallen  diese  Flächen  in 
drei  Klassen: 

a)  solche,  welche  mit  der  unendlichfernen  Ebene  keinen  Punkt 
gemein  haben, 

b)  solche,  welche  von  der  unendlichfernen  Ebene  geschnitten 
werden, 

c)  solche,  welche  von  der  unendlichfernen  Ebene  berührt 
werden. 

Die  Gleichung  wird  im  Falle 


im  Falle 


im  Falle 


x'      v*      z* 
IB)»)    ^  +  b-.  +  c^  =  ^' 


•vi  -«»•  Tr2    — «    yi 

iB)b)  5.^y_+|.  =  i, 


■B)o  $+t=r 


4.  Der  Schnitt  einer  jeden  Ebene  mit  der  Fläche  IB)  a)  ist 
eine  Ellipse,  da  die  Schnittlinie  einerseits  ein  eigentlicher  Kegel- 
schnitt sein  mufs,  andererseits  keine  unendlichfernen  Punkte  ent- 
halten darf.  Der  Mittelpunkt  als  Pol  der  nichtschneidenden  un- 
endlichfernen Ebene  liegt  im  Innern  der  Fläche;  jeder  Durchmesser 
schneidet  in  zwei  reellen  Punkten.  Wie  die  Gleichung  zeigt,  liegt 
die  Fläche  ganz  im  Innern  eines  Parallelepipedons,  dessen  Mittel- 
punkt  mit  dem   der  Fläche  zusammenfällt,   dessen   Kanten    den 
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Koordinatenaxen  parallel  sind  und  der  Reihe  nach  die  Längen  2a, 
2b,  2c  haben.     Jede  solche  Fläche  heifst  ein  EUipsoid. 

5.  Die  Fläche  I B)  b)  wird  von  zwei  Koordinatenebenen  (den 
Ebenen  y  =  0  und  z  —  0)  in  Hyperbeln  geschnitten,  während  die 
dritte  (die  Ebene  x  =  0)  ganz  in  ihrem  Äufsern  liegt.  Da  ihre 
unendlichfernen  Punkte  mit  den  unendlichfernen  Punkten  des 
Asymptotenkegels 

-  —  y:  _  ^-  =  0 

a*  b'  c« 
identisch  sind,  so  wird  der  Charakter  der  Linie,  in  welcher  die 
Fläche  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  durch  die  Lage  der 
Ebene  zum  Äsymptotenkegel  bestimmt.  Alle  Ebenen,  welche  nur 
einen  Mantel  dieses  Kegels  treffen,  ohne  zu  einer  seiner  Tan- 
gentialebenen parallel  zu  sein,  gehen  durch  keinen  unendlichfernen 
Punkt  der  Fläche,  schneiden  dieselbe  also  ^entweder  gar  nicht  oder 
in  einer  Ellipse. 

Wenn  aber  die  Ebene  zu  einer  Tangentialebene  des  Kegels 
parallel  ist,  so  hat  sie  nur  einen  unendlichfernen  Punkt  mit  der 
Fläche  gemein;  sie  schneidet  also  eine  Parabel  aus  ihr  aus.  Da- 
gegen enthält  jede  Ebene,  welche  beide  Kegelmäntel  trifit,  zwei 
unendlichferne  Punkte  der  Fläche  und  schneidet  sie  demnach  in 
einer  Hyperbel.  Die  Fläche  zerfällt,  wofern  man  von  dem  Zu- 
sammenhange im  Unendlichfernen  absieht,  in  zwei  getrennte  Teile; 
sie  heifst  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 

6.  Da  eine  beliebige  Fläche  IB)  nur  einen  Punkt  mit  jeder 
Tangentialebene  gemein  hat,  so  besitzt  die  von  der  unendlich- 
fernen Ebene  berührte  Fläche  IB)  c)  nur  einen  unendlichfernen 
Punkt.  Die  Schnittlinie  mit  einer  Ebene  kann  also  keine  Hyperbel 
sein.  Im  allgemeinen  wird  die  Fläche  von  einer  Ebene  in  einer 
Ellipse  geschnitten;  nur  diejenigen  Ebenen,  welche  durch  den 
unendlichfernen  Punkt  hindurchgehen,  welche  also  zur  z-Axe 
parallel  sind,  schneiden  aus  der  Fläche  eine  Parabel  aus.  Alle  zu 
dieser  Axe  parallelen  Geraden  schneiden  die  Fläche  in  einem 
(eigentlichen)  Punkte;  sie  werden  Durchmesser  der  Fläche  genannt. 
Wie  die  Gleichung  zeigt,  liegt  die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite 
der  xy-Ebene.     Sie  heifst  ein  elliptisches  Paraboloid. 

7.  Die  geradlinigen  Flächen  IC)  werden  von  einer  Ebene 
entweder    geschnitten    oder   berührt;    demnach    mufs    auch    die 

Klllioff,  I«ehrbosh  der  analyt.  Grometrie.    II.  10 
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unendlichferne  Ebene  entweder  schneiden  oder  berühren.  Eine 
solche  Fläche  kann  also  in  Cartesischen  Koordinaten  entweder 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

yS  -tri  yJj 

oder  von  der  Form 

,C)b):5-:-g_f 

dargestellt  werden. 

8.  Die  Fläche  I C)  a)  liegt  ganz  im  Äufsern  des  As)rmptoten- 
kegels.  Wenn  eine  Ebene  nur  einen  Mantel  dieses  Kegels  trifft, 
so  schneidet  sie  die  Fläche  in  einer  Ellipse;  wenn  sie  zu  einer 
Tangentialebene  desselben  parallel  ist,  so  ist  die  Schnittlinie  eine 
Parabel;  dagegen  hat  eine  Ebene,  welche  beide  Kegelmäntel  trifft, 
mit  der  Fläche  eine  Hyperbel  gemein  (Beweis  wie  in  5.).  Schon 
daraus,  dafs  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  in  ihr  gelegene 
Gerade  gehen,  folgt  unmittelbar,  dafs  die  Fläche  nicht  aus  ge- 
trennten Zweigen  bestehen  kann.  Sie  wird  als  ein  einschaliges 
Hyperboloid  bezeichnet. 

9.  Die  Fläche  IC)  b)  besitzt  zwei  unendlichferne  Gerade. 
Jede  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  beiden  Geraden  geht,  ent- 
hält noch  eine  Gerade  der  andern  Schar.  Somit  sind  alle  Geraden 
derselben  Schar  einer  festen  Ebene  parallel.  Man  kann  die  Fläche 
dadurch  erzeugt  denken,  dafs  man  eine  Gerade  so  bewegt,  dais 
sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  zwei  gegebene  Gerade 
schneidet.  Jede  Ebene  trifft  die  beiden  unendlichfernen  Geraden 
in  einem  Punkte;  diese  beiden  Punkte  fallen  nur  in  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  Geraden  zusammen.  Daher  schneiden  die- 
jenigen Ebenen,  welche  zur  z-Axe  parallel  sind  (welche  mit  andern 
Worten  einen  und  damit  unendlichviele  Durchmesser  enthalten 
und  selbst  Durchmesserebenen  genannt  werden),  die  Fläche  in 
einer  Parabel,  alle  andern  in  einer  Hyperbel.  Die  Fläche  heifst 
ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

10.  Wir  wollen  jetzt  dazu  übergehen,  die  Kegel  weiter  ein- 
zuteilen, als  es  im  vorigen  Paragraphen  geschehen  konnte.  Dabei 
beachten  wir,  dafs  es  Sitte  ist,  alle  geradlinigen  Flächen,  deren 
Erzeugenden  einander  parallel  sind,  als  Cy  lind  er  zu  bezeichnen. 
Daher  nennen  wir  jetzt  diejenigen  Flächen,   welche  wir  bisher 


S  19.    Metrische  Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  147 

kurz  Kegel  genannt  haben,  Kegel  im  weiteren  Sinne  und 
unterscheiden  diese  wieder  als  eigentliche  Kegel  (oder  Kegel 
im  engern  Sinne)  und  Cylinder,  jenachdem  die  Spitze  im  End- 
lichen oder  im  Unendlichfernen  liegt. 

Für  die  durch  die  Gleichung  U  A)  dargestellte  Fläche  ist  die 
Spitze  entweder  ein  eigentlicher  oder  ein  uneigentlicher  Punkt. 
Im  ersten  Falle  erhalten  wir  die  Gleichung: 


im  zweiten  Falle: 


nA).a):^^*  +  ^  +  ^  =  0, 


2  tt2 


X'       y 


IIA)b):^  +  J-  +  l  =  0. 


Die  Fläche  IIA)  a)  nennen  wir  einen  imaginären  Kegel 
im  engern  Sinne,  die  Fläche  HA)  b)  einen  imaginären  Cy- 
linder. 

11.  Bei  den  Flächen,  welche  durch  die  Gleichung  IIB)  dar- 
gestellt werden  können,  haben  wir  an  erster  Stelle  zu  unter- 
scheiden, ob  die  Spitze  ein  eigentlicher  oder  ein  uneigentlicher 
Punkt  ist.     Im  ersten  Falle  wird  die  Gleichung: 

Diese  Fläche  heifst  ein  reeller  (eigentlicher)  Kegel.  Wenn 
die  zu  einer  beliebigen  Ebene  durch  den  Scheitel  gelegte  Parallel- 
ebene aufserhalb  des  Kegels  liegt,  so  kann  auch  die  erste  Ebene 
keinen  unendlichfernen  Punkt  der  Fläche  enthalten;  die  Schnitt- 
linie ist  eine  Ellipse,  und  da  diese  geschlossen  ist,  gehört  sie 
einem  einzigen  Mantel  des  Kegels  an.  Wenn  dagegen  die  parallele 
Ebene  den  Kegel  berührt,  so  hat  auch  die  Schnittlinie  mit  der 
ersten  Ebene  nur  einen  unendlichfernen  Punkt;  sie  ist  eine  Parabel. 
Durchschneidet  die  parallele  Ebene  in  zwei  Geraden,  so  gehören 
auch  die  unendlichfernen  Punkte  dieser  Geraden  der  gegebenen 
Ebene  und  damit  deren  Schnittlinie  an;  diese  ist  eine  Hyperbel, 
welche  als  eine  in  zwei  Teile  zerfallende  Linie  zum  Teil  je  einem 
Mantel  angehören  mufs. 

12.  Für  den  Fall,  dafs  die  unendlichferne  Ebene  durch  die 
Spitze  des  Kegels  hindurchgeht,  haben  wir  nach  §  18,  18  zu 
unterscheiden,  ob  diese  Ebene  in  zwei  imaginären  oder  in  zwei 
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reellen  Geraden  durchschneidet,  oder  ob  sie  eine  Tangentialebene 
ist.     Dadurch  erhalten  wir  drei  verschiedene  Formen: 


HB)  b):  ;-*  +  ?* -1 


a»    '   b» 

II B)  d) :  x2  —  2ay. 

13.  Im  Falle  IIB)  b)  ist  die  Spitze  der  einzige  unendlich- 
ferne Punkt.  Während  alle  durch  sie  hindurchgehenden  Ebenen 
in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Linienpaare  schneiden,  haben 
alle  anderen  Ebenen,  nämlich  alle  diejenigen,  welche  nicht  zu  den 
Erzeugenden  parallel  sind,  mit  der  Fläche  eine  Ellipse  gemein- 
schaftlich, da  dies  die  einzige  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung 
ohne  unendlichfernen  Punkt  ist.  Man  kann  die  Fläche  dadurch 
erzeugen,  dafs  man  eine  Gerade  sich  parallel  ihrer  Anfangsrichtung 
längs  einer  Ellipse  bewegen  läfst.  Sie  heifst  ein  elliptischer 
Cylinder. 

14.  Die  durch  die  Gleichung  IIB)  c)  dargestellte  Fläche  hat 
zwei  unendlichferne  Gerade.  Jede  durch  eine  dieser  Geraden 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  zweiten  Geraden, 
wenn  sie  nicht  längs  der  unendlichfernen  Geraden  berührt.  Geht 
die  Ebene  nur  durch  die  unendlichferne  Spitze  des  Kegels,  so 
enthält  sie  zwei  oder  eine  oder  keine  Erzeugende.  Jede  andere 
Ebene  dagegen  trifft  die  beiden  unendlichfernen  Geraden;  ihre 
Schnittlinie  hat  zwei  unendlichferne  Punkte  und  ist  somit  eine 
Hyperbel.  Somit  gehen  durch  die  Axe  der  Fläche  (die  z-Axe) 
zwei  Ebenen  von  der  Art,  dafs  sie  keinen  eigentlichen  Punkt  mit 
der  Fläche  gemein  haben;  es  sind  die  Ebenen,  welche  längs  einer 
der  unendlichfernen  Geraden  berühren.  Die  zur  Axe  parallelen 
Ebenen  schneiden  in  Erzeugenden,  alle  andern  Ebenen  in  Hyperbeln. 
Die  Fläche  wird  erzeugt,  wenn  sich  eine  gerade  Linie  parallel 
ihrer  Anfangsrichtung  längs  einer  Hyperbel  bewegt.  Daher  wird 
sie  ein  hyperbolischer  Cylinder  genannt. 

15.  Der  Gleichung  IIB)  d)  genügt  eine  Fläche,  welche  nur 
eine  unendlichferne  Gerade  besitzt  und  längs  derselben  von  der 
unendlichfernen  Ebene  berührt  wird.  Jede  durch  diese  Gerade 
gehende  Ebene  schneidet  in  einer  eigentlichen  Geraden.  Alle 
andern  Ebenen  treffen  die  unendlichferne  Ebene  in  einem  Punkte. 
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Wenn  dieser  Punkt  nicht  mit  der  Spitze  zusammenfällt,  so  ist  die 
Schnittlinie  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  einen 
einzigen  unendlichfernen  Punkt  besitzt,  eine  Parabel.  Somit  treffen 
alle  eigentlichen  Ebenen  von  einer  festen  Stellung  die  Fläche  in 
einer  Geraden;  die  zur  Axe  parallelen  Ebenen  schneiden  in  Er- 
zeugenden, alle  andern  Ebenen  in  einer  Parabel.  Die  Fläche,  ein 
parabolischer  Cylinder,  entsteht  dadurch^  dafs  sich  eine  gerade 
Linie  parallel  einer  festen  Richtung  längs  einer  Parabel  bewegt. 

16.  Gehen  wir  jetzt  zu  den  Ebenenpaaren  über.  Beim  ima- 
ginären Ebenenpaare  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  die  Axe  eine 
eigentliche  oder  eine  uneigentliche  Gerade  ist.  Wir  erhalten  die 
beiden  Gleichungen: 

IIIA)a):^-f^,  =  0. 

III A)  b):  x»  +  a«  =  0. 
Die  erste  stellt  ein  Paar  schneidender,  die  zweite  ein  Paar 
paralleler  imaginärer  Ebenen  dar. 

17.  Wenn  die  Axe  eines  reellen  Ebenenpaares  eine  eigent- 
liche Linie  ist,  so  müssen  auch  die  beiden  Ebenen  eigentliche 
Ebenen  sein;  die  Gleichung  ist  in  diesem  Falle: 

IIIB)a):^;-^;==0. 

Dagegen  sind  in  dem  Falle,  dafs  die  Axe  im  Unendlichfernen 
liegt,  die  Ebenen  selbst  entweder  beide  eigentliche  Ebenen,  die 
zu  einander  parallel  sind,  oder  die  eine  Ebene  fällt  mit  der  un- 
endlichfernen Ebene  zusammen.  Wie  wir  im  Anfange  dieses 
Paragraphen  gesagt  haben,  soll  die  unendlichferne  Ebene  die  Glei- 
chung p  s=a  0  erhalten.  Somit  werden  wnr  auf  die  beiden  Unter- 
abteilungen geführt: 

HIB)  b):  x2  =  a«. 

HIB)  c):  xp  =  0. 

18.  Was  die  Doppelebene  betrifft,  so  haben  wir  zu  unter- 
scheiden, ob  dieselbe  eine   eigentliche  Ebene   ist  und  durch  die 

Gleichung: 

IV  a)  X«  =  0 

dargestellt  werden  kann,  oder  ob  sie  im  Unendlichfernen  liegt 
und  dann  die  Gleichung  erhält: 

IV  b)  p«  =  0. 
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19.  Soll  die  Fläche  in  Cartesischen  Koordinaten  durch  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  dargestellt  werden,  so  fallen  die  Formen 
niB)  c)  und  IV  b)  aus;  die  übrigen  Flächen  gestatten  folgende 
Einteilung: 

X*       v'       z* 

lA)  -|  +  r^H — i  +  ^  =0:    imaginäre  eigentliche  Fläche 

zweiter  Ordnung. 
I B)  a) :  ^1  + 1\  +  ^,  =-  1 :  Ellipsoid. 

v2  "^i  2q 

I B)  b):  -^  ~  JL  i i  =  1-  zweischaliges  Hyperboloid. 

X*       V*       2z 

IB)  c):  — -|-^-  =  — :  elliptisches  Paraboloid. 

x^       v'       z' 
IC)  a):  ^  +  r^ ,  =  I :  einschaliges  Hyperboloid. 

A  U  Cr 

x'       v'       2z 

IC)b):  —  —  <-=    -:  hyperbolisches  Paraboloid. 

x'       V*      z' 
IIA)  a):  -i  +  rj  +  -,  =  ö-  imaginärer  Kegel. 

x^      v^ 

IIA)b):   -^  +  ri  +  l=*0:  imaginärer  Cylinder. 

HB)  a):  ^•+y|  =  ^V  reeller  Kegel. 

n  B)  b) :  ^  +  ^1  =  1 :  elliptischer  Cylinder. 

II B)  c) :  -^  —  ^i  =■  1  •  hyperbolischer  Cylinder. 
IIB)  d):  X*  =«  2ay:  parabolischer  Cylinder. 

X*  yS 

inA)  a):    -^  +  ui  =  0:   Paar  von   imaginären  schneidenden 

Ebenen. 

ni  A)  b):  X*  +  a*  =  0:  Paar  von  imaginären  parallelen  Ebenen. 

X«         y« 

inB)  a):  -r  —  ri  =  0:  Paar  von  reellen  schneidenden  Ebenen. 
^         a*      b* 

HIB)  b):  x*=aia*:  Paar  von  reellen  parallelen  Ebenen. 

IV  x'  =  0:  Doppelebene. 

Bei  allgemeinen  Koordinaten  treten  noch  die  Formen  III B)  c) 
und  IV  b)  hinzu. 
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Übungen : 

1)  In  welche  Arten  zerfallen  die  eigentlichen  Kurven  9weiter 
Ordnung,  welche  auf  Flächen  zweiter  Ordnung  liegen,  und  zwar 

a)  auf  einer  imaginären  Fläche, 

b)  auf  einem  EUipsoid, 

c)  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid, 

d)  auf  einem  zweischaligen  Hyperboloid, 

e)  auf  einem  elliptischen  Paraboloid, 

f )  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid, 

g)  auf  einem  imaginären  Kegel, 
h)  auf  einem  reellen  Kegel, 

i)   auf  einem  elliptischen  Cylinder, 
k)  auf  einem  hyperbolischen  Cylinder, 

1)  auf  einem  parabolischen  Cylinder? 

2)  a)  Was  für  Linienpaare  liegen  auf  den  einzelnen  unter  1) 
angegebenen  Flächen? 

b)  Welche  von  diesen  Flächen  haben  mit  einer  Berührungs- 
ebene eine  (einzige)  gerade  Linie  gemein? 

c)  Bei  welchen  Flächen  kann  es  vorkommen,  daife  sie  mit 
einer  Ebene,  welche  nicht  längs  einer  geraden  Linie  berührt,  eine 
einzige  (eigentliche)  Gerade  gemein  haben?  Wie  müssen  diese 
Ebenen  dann  gewählt  werden? 

3)  a)  Jeder  beliebige  Durchmesser  kann  zur  Axe  eines  um 
ein  EUipsoid  beschriebenen  Cylinders  gewählt  werden.  Welches 
ist  die  Ebene,  längs  deren  Schnittlinie  die  Fläche  von  dem  Cylinder 
berühn  wird? 

b)  Einem  EUipsoid  können  nur  elliptische  CyUnder  umge- 
schrieben werden. 

c)  Jeder  Durchmesser  eines  einschaligen  Hyperboloids  kann 
zur  Axe  eines  Tangentialcylinders  der  Fläche  gewählt  werden. 
Die  Cylinder  sind  entweder  hyperbolisch  oder  eUiptisch;  wo  liegen 
die  Axen  in  jedem  der  beiden  FäUe?  Kann  die  Axe  auf  dem 
Asymptotenkegel  liegen? 

d)  Wo  liegen  die  Axen  aller  einem  zweischaligen  Hyperboloid 
umgeschriebenen  Cylinder?     Welcher  Art  sind  dieselben? 

4)  a)  Paraboloide  können  nur  durch  parabolische  Cylinder 
berühn  werden. 

b)  Welche  Richtung  können  die  Kanten  eines  ein  Paraboloid 
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berührenden  Cylinders  nicht  haben?  Läfst  sich  für  jede  andere 
Richtung  der  Kanten  ein  Tangential-Cylinder  bestimmen? 

c)  Ist  die  Gleichung  des  Paraboloids  in  der  Form  IB)  c) 
oder  I C)  c)  gegeben,  so  soll  die  Ebene  bestimmt  werden,  längs 
deren  Schnittkurve  ein  Cylinder  berührt,  dessen  Kanten  der  Geraden 
X  =s  x',  y  =  y',  z  «=  z'  parallel  sind. 

(Diese  Ebene  ist  die  Polarebene  des  Punktes  xj  =  x,  x«  =»yV 
X3  =  z',  X4  =  0.) 

5)  a)  In  Cartesischen  Koordinaten  Xi,  X2,  Xji  möge  die 
Gleichung 

^axxxtxx  +  iShiXi  +  c  =  0 
eine   eigentliche  Fläche  darstellen.    Diese   wird   ein   Paraboloid, 
falls  die  Determinante  2!±2lii  Za^zi  verschwindet. 

b)  Dies  Paraboloid  ist  elliptisch,  wofern  der  Ausdruck 

an  aj,  —  a^^g 
von  null  verschieden  positiv  ist;  dagegen  stellt  die  Gleichung  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  dar,  falls  dieser  Ausdruck,  ohne  zu  ver- 
schwinden, negativ  ist. 

c)  Die  obige  Fläche  wird  imaginär  oder  ein  EUipsoid,  falls 
die  Ausdrücke  au -2  + au  a^  2  a^  3  und  a^  a»« — aj*j  einen  posi- 
tiven, von  null  verschiedenen  Wert  haben. 

d)  Falls  die  beiden  in  c)  angegebenen  Ausdrücke  nicht  ver- 
schwinden und  mindestens  einer  von  ihnen  einen  negativen  Wert 
hat,  stellt  die  Gleichung  ein  Hyperboloid  dar. 

6)  Sobald  man  von  einem  hyperboUschen  Paraboloid  zwei 
Erzeugende  derselben  Schar  kennt,  soll  man  die  Ebene  bestimmen, 
der  die  sämtlichen  Erzeugenden  dieser  Schar  parallel  sind. 

(Entweder  direkt  zu  lösen  oder  im  Anschlufs  an  Üb.  5)  b) 
in  §  18.) 

7)  Ein  Paraboloid  soll  durch  die  Seiten  eines  windschiefen 
Vierecks  gehen. 

a)  Man  bestimme  die  Durchmesserrichtung  [§18;  Üb.  6)  c)]. 

b)  Man  konstruiere  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  einer 
Ebene,  in  welcher  die  Durchmesserrichtung  enthalten  ist. 

c)  Man  bestimme  direkt  die  Stellungen  der  beiden  Ebenen, 
denen  die  Erzeugenden  je  einer  Schar  parallel  sind. 

8)  a)  Die  Geraden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  parallel  zu  den  Erzeugenden  der  einen  Schar  eines  ein- 
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fachen  Hyperboloids  gezogen  werden  können,  sind  die  Erzeugenden 
eines  Kegels. 

b)  Dieser  Kegel  wird  auch  erhalten,  wenn  man  durch  den 
ausgewählten  Punkt  die  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  der  andern 
Schar  zieht. 

c)  Die  Geraden,  welche  man  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  parallel  zu  den  Erzeugenden  der  einen  Schar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  zieht,  bilden  einen  ebenen  Strahlen- 
büschel. 

9)  a)  Wenn  eine  Ebene  parallel  ist  zu  einer  Ebene,  in  welcher 
zwei  parallele  Erzeugende  eines  einschaligen  Hyperboloids  liegen, 
so  schneidet  sie  die  Fläche  in  einer  Parabel. 

b)  Alle  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  ein 
gegebenes  Hyperboloid  in  Parabeln  schneiden,  umhüllen  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung. 

10)  a)  Wenn  man  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei 
in  ihr  gelegene  windschiefe  gerade  Linien  und  die  Richtung  einer 
Geraden  des  Asymptotenkegels  kennt,  so  soll  man  diejenige  Er- 
zeugende der  zweiten  Schar  angeben,  welche  in  der  gegebenen 
Richtung  liegt  [§  18,  Ob.  5)  a)]. 

b)  Wenn  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  drei  Erzeugende 
einer  Schar  gegeben  sind,  so  soll  man  zu  jeder  unter  ihnen  die 
parallele  Gerade  der  andern  Schar  bestimmen. 

c)  Wenn  von  einer  solchen  Fläche  drei  Erzeugende  einer 
Schar  gegeben  sind,  so  soll  man  den  Mittelpunkt  finden. 

(Eine  durch  zwei  einander  parallele  Erzeugende  gelegte  Ebene 
enthält  den  Mittelpunkt.) 

d)  Wie  kann  man  hiernach  erkennen,  ob  die  Fläche  ein 
Hyperboloid  oder  ein  Paraboloid  ist? 

11)  Sobald  drei  zu  einer  Schar  gehörende  Erzeugende  einer 
Fläche  derselben  Ebene  parallel  sind,  ist  die  Fläche  ein  Paraboloid. 

12)  Ein  Paraboloid  soll  durch  zwei  windschiefe  Gerade  und 
aufserdem 

a)  durch  zwei  Punkte  gehen, 

b)  durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  bestimmte  Tangential- 
ebene haben, 

c)  zwei  gegebene  Ebenen  berühren. 
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Man  soll  beliebig  viele  Punkte  und  Tangentialebenen  der 
Fläche  konstruieren  [§  18,  Üb.  5)  d)]. 

13)  a)  Durch  den  Asymptotenkegel  und  einen  Punkt  ist  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt. 

b)  Wo  hat  man  den  Punkt  zu  wählen,  jenachdem  die  Fläche 
ein  einschaliges  oder  zweischaliges  Hyperboloid  sein  soll? 

c)  Durch  den  Asymptotenkegel  und  eine  Tangentialebene  ist 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt. 

d)  Wird  in  c)  durch  die  Lage  der  Ebene  zum  Kegel  der 
Charakter  der  Fläche  bestimmt.^ 

14)  a)  Wenn  man  einen  Kegel  kennt,  der  zum  Asymptoten- 
kegel parallel  ist,  und  aufserdem  vier  Punkte  der  Fläche,  so  soll 
man  diese  konstruieren. 

b)  Eine  Kegelschar  zweiter  Ordnung  habe  die  Eigenschaft, 
dais  jede  ihr  angehörende  Gerade  eine  Fläche  nur  in  einem  Punkte 
schneidet;  aufserdem  kennt  man  vier  Punkte  derselben;  man  soll 
sie  konstruieren. 

c)  Man  übertrage  die  Aufgabe  a)  auf  das  Paraboloid. 

15)  a)  Durch  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser  und  drei 
Punkte  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  im  allgemeinen  bestimmt 

b)  Durch  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser  und  zwei 
Punkte  der  Fläche  ist  diese  noch  nicht  bestimmt,  obwohl  man 
16  Punkte  der  Fläche  kennt.  Man  kann  vielmehr  durch  diese 
16  Punkte  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  legen,  der  den  Scheitel 
des  gegebenen  Dreikants  zum  Mittelpunkte  hat.  Ebenso  läfst  sich 
durch  diese  Punkte  ein  Cylinder  legen,  der  eine  Gerade  des 
Tripels  zur  Axe  hat. 

c)  Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  ein  gegebenes 
Tripel  konjugierter  Durchmesser  haben  und  durch  einen  Punkt 
gehen,  haben  noch  sieben  andere  Punkte  gemeinschaftlich. 

16)  Es  seien  x,  y,  z  'Cartesische  Punktkoordinaten  und  u, 
V,  w  die  zugehörigen  Plückerschen  Ebenenkoordinaten;  man  soll 
die  Bedingung  dafür  angeben,  dafs  eine  gegebene  Fläche 

ax«  +  ßy^  4-  yz*  =  1 
von  einer  Ebene  (u',  v',  w')  in  einer  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel 
geschnitten  wird. 
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§  20. 

Die  Oberflächen  zweiter  Klasse. 

1.  Wir  untersuchen  diejenigen  Flächen,  deren  Tangential- 
ebenen der  Gleichung  genügen: 

(1)  AiiU»  4-  Ag,u|  -I-  Ag,u|  4-  A^^uJ  +  2Ai3UiUj 

+  2Ai,UiUg  +  2Ai^UiU^  +  2A,5Uj,Ug 
+  2Aj^u,u^  +  2Ag^UgU4  =  0. 

Indem  wir  wieder  annehmen,  dafs 

(2)     A/x  =^  Axi 
ist,  können  wir  die  Gleichung  (l)  auch  kurz  in  der  Form  schreiben : 

(3)     -S'a/xUiUx  =»  0. 

Man  sagt,  eine  Fläche  sei  von  der  nten  Klasse,  wenn 
die  Bestimmung  der  Tangentialebenen,  welche  durch  eine  ge- 
gebene Gerade  gelegt  werden  können,  auf  eine  Gleichung  nten 
Grades  führt.  Wenn  eine  Fläche  durch  eine  homogene  Gleichung 
nten  Grades  in  Ebenenkoordinaten  gegeben  ist,  so  werden  die 
durch  die  gerade  Linie  Us  =»  U4  =  0  gehenden  Tangentialebenen 
vermittelst  einer  Gleichung  nten  Grades  bestimmt,  nämlich  der- 
jenigen Gleichung,  die  aus  der  Gleichung  der  Fläche  durch  Null- 
setzen von  U3  und  U4  hervorgeht.  Nun  ändert  sich  der  Grad 
einer  Gleichung  beim  Übergange  zu  einem  neuen  Koordinaten- 
systeme nicht;  folglich  führt  die  Aufsuchung  der  durch  eine  be- 
liebige Gerade  gehenden  Tangentialebenen  auf  eine  Gleichung 
nten  Grades      Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  zwischen  den  Tangentialebenen  einer  Fläche 
eine  homogene  Gleichung  nten  Grades  in  Tetraeder- 
koordinaten besteht,  so  ist  die  Fläche  von  der  nten 
Klasse. 

Hiernach  stellt  die  Gleichung  (3)  eine  Fläche  zweiter  Klasse  dar. 

2.  Soll  die  Fläche  (1)  die  Tangentialebene  (u')  haben,  so 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

(4)  Ai,u,'*+  .  .  .  -h2A,,u/u,'-f  ...  +  2A3,U3'u/-0. 
Es  ist  dies  eine  homogene  lineare  Beziehung  zwischen  den 
zehn  Koef&cienten  Aix.  Nun  werden  die  Verhältnisse  dieser  zehn 
Koefficienten  durch  neun  homogene  lineare  Gleichungen  bestimmt. 
Stellen  wir  nämlich  der  Gleichung  (4)  entsprechend  die  neun 
Bedingungen  dafür  auf,  dafs  die  Fläche  durch  neun  Ebenen  berührt 
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wird,  so  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der  Koefficienten  als  die 
von  zehn  Determinanten.  Wenn  diese  Determinanten  nicht  sämt- 
lich verschwinden,  so  giebt  es  eine  einzige  Fläche,  welche  der 
aufgestellten  Forderung  genügt.  Bei  aligemeiner  Lage  der  neun 
Ebenen  gilt  also  der  Satz: 

Eine  Fläche  zweiter  Klasse  ist  durch  neun  ihrer 
Tangentialebenen  bestimmt. 

Schärfer  können  wir  den  Satz  in  folgender  Weise  aussprechen : 
Sind  neun  Ebenen  gegeben  und  genügt  ihre  gegen- 
seitige Lage   nicht  besonderen   Forderungen,   so  giebt 
es  nur  eine  einzige  Fläche   zweiter  Klasse,  welche  von 
den  neun  Ebenen  berührt  wird. 

3.  Um  diejenigen  Tangentialebenen  zu  finden,  welche  durch 
eine  gegebene  Gerade  an  die  Fläche  gelegt  werden  können,  gehen 
wir  am  besten  von  zwei  beliebigen  Ebenen  (u')  und  (u")  aus, 
welche  sich  in  der  geraden  Linie  schneiden,  und  fragen  nach 
denjenigen  Tangentialebenen,  welche  dem  durch  jene  beiden 
Ebenen  bestimmten  Büschel  angehören.  Zu  dem  Zwecke  haben 
wir  in  der  Gleichung  (3)  jedes  u«  durch  u«'  +  eou«'  zu  ersetzen. 
Wir  finden  also  die  Tangentialebenen  durch  Auflösung  der  Gleichung: 

-T  Aix  (U,  '  -f  (DU,  ")  (Ux'  +  COUx")  =  0 

oder 

(5)     cö*^A,xu/'ux"  +  2a>  J:A,xU,'ux"  +  -S A,x  u, '  Ux'  =  0. 
Bei   der   Herleitung    dieser   Gleichung    haben   wir   von    der 
Relation  Gebrauch  gemacht: 

(6)  2;A.xU,'ux"  — -5:A.xu/'ux'. 
Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  sind  co,  und  co^y  so 
stellt  der  Quotient  coi  :  ö>,  das  Doppelverhältnis  dar,  in  welchem 
die  beiden  Tangentialebenen  zu  den  gegebenen  Ebenen  stehen. 
Wir  sagen  speciell,  die  Ebenen  (u')  und  (u")  seien  konjugierte 
Polarebenen  zu  einander  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Klasse, 
wenn  sie  harmonisch  liegen  zu  den  durch  ihre  Schnittlinie  gehen- 
den Tangentialebenen.  Die  Bedingung  hierfür  ist  a>i  -|-coj  ««0  oder 

(7)     ^^A,xu/ux"  =  0. 

4.  Wir  denken  uns  die  Ebene  (u')  gegeben  und  fragen  nach 
den  sämtlichen  Ebenen,  welche  zu  ihr  konjugierte  Polarebenen  sind. 
Bei  der  Antwort  auf  diese  Frage  müssen  wir  in  der  Gleichung  (7) 
(u")  als  variabel  betrachten. 
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Dadurch  geht  diese  Gleichung  über  in 

(8)    -TA.xUi'ux  —  0, 
die  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können: 

U|  -SA,  X  Ux'  +  Ua  Ukix  Ux'  +  U3  ^Afix  Ux  +  U4  SA^x  Ux   —  0. 

Diese  Gleichung  stellt,  falls  nicht  die  Koefficienten  von  Ui,  Uj, 
Us,  U4  sämtlich  verschwinden,  einen  Punkt  dar.  Indem  wir  vor- 
läufig annehmen,  die  vier  KoetEcienten  würden  für  kein  Wert- 
system (u, '  .  .  .  U4')  gleich  null,  können  wir  den  Satz  aussprechen: 
Die  Polarebenen  zu  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Klasse  gehen  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Pol  der  Ebene. 

5.  Wie  man  bei  der  gemachten  Annahme  zu  jeder  Ebene 
einen  bestimmten  Pol  erhält,  so  kann  man  auch  umgekehrt  unter 
dieser  Annahme  jeden  Punkt  zum  Pol  nehmen  und  daraus  die 
entsprechende  Ebene  bestimmen.     Damit  nämlich  der  Punkt 

(9)     7,ui  +  y^Uf  +  /3U3  +  74^4  =  0 
der  Pol  der  Ebene  (u')  ist,  darf  die  Gleichung  (8)  sich  von  der 
Gleichung  (9)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden; 
€S  müssen  also  die  Gleichungen  bestehen: 

AiiUi'  +  AigUjj'  +  AjgUg'  -f  Ai^u/  =  QY^ 

A21U1'  +  A.jjU,'  +  A^gUg'  +  A.^u^'  =  QY^ 

Asi^i'  +  A32U2'  +  A38U3'  +  A84U^'  =  QY^ 

A41U1'  +  A,,u,'  +  A^^Uj'  +  A.^u/  =  QY^. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  71,  72,  73,  74,  q 

beliebig  gewählt  sind,    die  Gröfsen  u/,    u^',    U3',  U4'   eindeutig 

bestimmen,  wofern  die  Determinante 

All                    A14 
(10)        

A41        .        .  ^\A 

von  null  verschieden  ist,  wie  wir  vorläufig  annehmen. 

6.  Wenn  die  Ebene  (u)  eine  Tangentialebene  der  Fläche  ist, 
wenn  also  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

UAixUi'ux  =  0, 
und  aufserdem  noch  die  Gleichung  besteht: 

2;A,xu/ux"  =  0, 
so  hat  die  Gleichung  (5),   falls  nicht  auch  2J Aix  Ui" u/  =^  0  ist, 
nur  die  eine  Wurzel  a>  =  0.    In  dem  durch  die  Ebenen  (u)  und 
(u")  bestimmten  Büschel  giebt  es  alsdann  keine  andere  Tangential- 
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ebene  als  die  Ebene  (u'j;  es  mufs  also  die  Ebene  (u")  durch  den 
Berührungspunkt  gehen.  Demnach  stellt  die  Gleichung  (8),  wenn 
die  Ebene  (u )  eine  Tangentialebene  ist,  ihren  Berührungspunkt  dar. 

Ähnlich  wie  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  die  Berüh- 
rungsebene sich  als  die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  der  Fläche 
ergab,  läfst  sich  auch  hier  durch  geometrische  Betrachtungen 
zeigen,  dafs  zu  jeder  Tangentialebene  der  Berührungspunkt  der 
Pol  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Klasse  ist. 

7.  Wenn  eine  Tangentialebene  und  eine  zweite  Ebene  kon- 
jugierte Polarebenen  sind,  so  mufs  der  Pol  der  zweiten  Ebene 
auf  der  Tangentialebene  liegen.  Die  zweite  Ebene  ist  konjugierte 
Polarebene  zu  jeder  Ebene,  welche  in  einem  ihrer  Schnittpunkte 
mit  der  Fläche  berührt.  Demnach  gehen  die  Tangentialebenen, 
welche  längs  der  Schnittlinie  einer  Ebene  an  die  Fläche  gelegt 
werden  können,  durch  einen  festen  Punkt,  den  Pol  der  gegebenen 
Ebene.  Da  dieser  Satz  rein  analytisch,  also  auch  für  eine  ima- 
ginäre Schnittlinie  gilt,  so  bleibt  die  Beziehung  zwischen  Pol  und 
Polarebene  ungeändert,  mag  man  die  vorgelegte  Fläche  als  eine 
Fläche  von  der  zweiten  Ordnung  oder  von  der  zweiten  Klasse 
auffassen.  Mit  andern  Worten:  Es  sei  eine  eigentliche  Fläche 
zweiter  Ordnung  gegeben  und  in  Bezug  auf  sie  zu  einem  belie- 
bigen Punkte  die  Polarebene  konstruiert;  dann  wird  die  Verbin- 
dungslinie des  Pols  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Polarebene 
jedesmal  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Fläche  harmonisch  geteilt; 
zugleich  liegen  aber  die  Tangentialebenen,  welche  durch  eine 
beliebige,  der  Polarebene  angehörende  Gerade  an  die  Fläche  gelegt 
werden  können,  harmonisch  zu  dieser  Ebene  und  derjenigen, 
w^elche  die  gewählte  Gerade  mit  dem  Pole  verbindet. 

8.  Wenn  die  Ebene  (u')  eine  Tangentialebene  der  Fläche  (3) 
ist,  so  ist  die  Gleichung  des  Berührungspunktes 

JSAixUi'ux  =  0 
oder 

Ui  2;AixUx'  -f-  ug  JSAixUx'  +  Us  2A^x\ix  +  u^  -S^A^xUx'  =  0. 

Die  Koordinaten  (xi  .  .  .  X4)  des  Berührungspunktes  müssen 
aber  zu  den  Koefficienten  in  dieser  Gleichung  proportional  sein; 
daher  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 
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(11) 


(12) 


AijUi'  +  AjjU,'  +  A13U3'  +  A14U/  =  QXi 
A21U1'  +  AjjU,'  +  AggUg'  +  Aj^u^'  =  QX2 
AsiUi'  +  A32U2'  +  AggUg'  +  Ag^u/  =  (>xs 
A41U1'  +  A^gUg'  +  A43U3'  +  A^^u/  =3  ()X4. 
Wenn  die  aus  den  KoefEcienten  gebildete  Determinante  (10) 
von  null  verschieden  ist,  so  können  wir  die  Gröfsen  Ui',  U2',  U3', 
U4'  vermittelst  qxi,  QXf,  pxs,  qx^  ausdrücken.     Setzen  wir  die 
Determinante  (10)  gleich  A  und  den  Koefficienten  von  Aix  in  A 
jedesmal  gleich  Aixy  so  erhalten  wir: 

Jui'  —  p  (.4iix,  +  A^ix^  +  AnXs  +  ^41X4) 
Aui'  =-  Q  {AiiXx  +  AifXi  +  JssXg  +  ^42X4) 
^Ua'  =  Q  {AisXi  +  ^jsXg  +  ^33X3  +  ^43X4) 

^U4'  =  Q  (J,4Xi    +  ^24X8    +   -^34X3   +  -^44X4). 

Jetzt  fügen  wir  die  Bedingung  dafür  hinzu,  dafs  der  Punkt 
(x)  in  der  Ebene  (u')  liegt;  es  ist  dies  die  Gleichung: 

(13)     XiUi'  +  XjU/  +  X5U3'  +  X4U4'  =  0. 

Dadurch  erhalten  wir  die  Gleichung: 

(U)     üAixXiXx  =0. 

Es  ist  dies  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (x)  der 
Berührungspunkt  einer  Tangentialebene  der  Fläche  (3)  ist,  oder 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktkoordinaten. 

Man  kann  auch  die  Gleichungen  (11)  und  (13)  als  homogene 
lineare  Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen  Ui',  u^',  U3',  U4 ,  — q 
betrachten.  Dann  ist  die  Bedingung  für  das  Zusammenbestehen 
dieser  fünf  Gleichungen: 

Ais 
A, 


(15) 


All 

A12 

A2I 

A,j 

Asi 

A32 

A„ 

A4  2 

28 


A,. 
A 


SS 


A4 


8 


8 


24 

A84 

A.. 

X. 


8 


==    0. 


0 


Diese  Gleichung  ist  nur  äufserlich  von  der  Gleichung  (14) 
verschieden. 

9.  Wenn  eine  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  die 
Ebenen  eines  Polartetraeders  bezogen  ist,  ihre  Gleichung  also  die 
Gestalt  hat: 

a^Xj  -f-  ajXj  +  ^3X3  +  ^4X4  =»  V, 
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SO   ist   die   Gleichung   derselben   Fläche   in   Ebenenkoordinaten: 

•ii+üi  +  ^l  +  üi^o. 

^1  cl2  2L^  ^4 

Ebenso  geht  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Klasse: 

A^uf  H-  A,u|  +  A3UI  +  A,u|  =  0 
für  die  zugehörigen  Punktkoordinaten  über  in 

vi  y2  V^  Y^ 

_  1  _J_  !!l^  _L.  !L?  _L.  ^-A  =s  0. 
Ai        Ag        Aj        A4 

Auch  hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Beziehung  zwischen  Pol 
und  Polarebene  unabhängig  davon  ist,  ob  man  der  Fläche  die 
zweite  Ordnung  oder  die  zweite  Klasse  beilegt. 

10.  Die  Theorie  der  konjugierten  Polarebenen  fügt  zu  den 
Sätzen  über  konjugierte  Durchmesser  die  beiden  folgenden  hinzu : 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangentialebenen,  welche 
zu  einer  gegebenen  Durchmesserebene  parallel  sind,  liegen  auf 
dem  konjugierten  Durchmesser. 

Zwei  einander  schneidende  Tangentialebenen  liegen  harmonisch 
zu  den  beiden  durch  ihre  Schnittlinie  gelegten  Ebenen,  von  denen 
die  eine  durch  den  Mittelpunkt  geht  und  die  andere  zu  den  kon- 
jugierten Durchmessern  parallel  ist. 

Übungen : 

1)  Welche  Bedingungen  müssen  zwischen  den  Koefficienten 
der  Gleichung  (l)  bestehen, 

a)  falls  die  Ebene  (1,  0,  0,  0)  die  Fläche  berühren  soll; 

b)  wenn  die  Ebenen  (1,  0,  0,  0)  und  (0,  1,  0,  0)  konjugierte 
Polarebenen  der  Fläche  sein  sollen; 

c)  wenn  die  Kanten  O1O2  und  O3O4  des  Koordinaten- 
tetraeders die  Fläche  berühren  sollen; 

d)  wenn  die  vier  Ebenen  des  Koordinatentetraeders  die  Fläche 
berühren  sollen; 

e)  wenn  der  Punkt  Oi  Pol  der  Ebene  O2O3O4  sein  soll; 

f)  wenn  die  Kanten  OiO^  und  O3O4  reciproke  Polare  der 
Fläche  sein  sollen; 

g)  wenn  das  Koordinatentetraeder  ein  Polartetraeder  der 
Fläche  sein  soll? 

2)  Wenn  die  Gleichung  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  Punktkoordinaten  \st  22iixXiXx  ==^  (\  und  dieselbe 
Fläche  in  den  zugehörigen  Ebenenkoordinaten  die  Gleichung  hat 
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2!  AixUiUx '^  Oy  so  weise  man  vermittelst  Determinantensätze 
nach,  dafs  auch  die  aus  den  Koefficienten  Aix  gebildete  Determi- 
nante von  null  verschieden  ist. 

3)  Sobald  man  drei  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  ihre  Berührungspunkte  kennt,  kann  man 

a)  zu  einer  Ebene  den  Pol  finden, 

b)  einen  Tangentialkegel  der  Fläche  konstruieren, 

c)  einen  in  der  Fläche  gelegenen  Kegelschnitt  bestimmen. 

d)  Die  drei  angegebenen  Resultate  kann  man  in  dem  Satze 
zusammenfassen : 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  drei  Punkte  gemein- 
schaftlich haben  und  in  ihnen  je  von  derselben  Ebene  berührt 
werden,  werden  von  demselben  Kegel  längs  desselben  Kegel- 
schnitts berührt. 

4)  a)  Durch  einen  Tangentialkegel,  seine  Berührungsebene 
und  eine  weitere  Tangentialebene  ist  eine  Fläche  zweiter  Klasse 
eindeutig  bestimmt. 

b)  Damit  zwei  Kegel  dieselbe  Fläche  zweiter  Klasse  berühren, 
müssen  sie  zwei  Tangentialebenen  gemeinschaftlich  haben. 

c)  Durch  zwei  Tangentialkegel,  welche  zwei  Berührungsebenen 
gemeinsam  haben,  und  eine  weitere  Berührungsebene  ist  eine 
Fläche  zweiter  Klasse  bestimmt. 

(Man  vergleiche  die  Übungen  12)  und  13)  zu  §  18  und 
übertrage  auch  die  weiteren  dort  aufgestellten  Sätze  auf  Flächen 
zweiter  Klasse.) 

5)  Durch  ein  Polartetraeder  und  drei  Tangentialebenen  ist 
eine  Fläche  zweiter  Klasse  bestimmt. 

6)  a)  Wieviel  Tangentialebenen  werden  durch  die  Forderung 
vertreten,  dafs  eine  Gerade»  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
liegen  soll? 

b)  Wieviel  Tangentialebenen  genügen  zur  Bestimmung  einer 
Fläche  zweiter  Klasse,  welche  durch  eine  gerade  Linie  hindurch- 
gehen soll? 

c)  Eine  Fläche  zweiter  Klasse  soll  durch  zwei  windschiefe 
gerade  Linien  gehen ;  wieviel  Tangentialebenen  müssen  aufserdem 
noch  gegeben  sein? 

d)  Wieviel  Tangentialebenen  sind  zur  Bestimmung  einer  Fläche 

Kit  lins,  Lehrbuch  der  analyt.  Oeometrie.    II.  11 
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zweiter  Klasse  erforderlich,  welche  durch  zwei  gegebene,  einander 
schneidende  gerade  Linien  hindurchgehen  soll? 

7)  a)  Der  Pol  der  Ebene  (u)  in  Bezug  auf  die  Flache  zweiter 
Klasse  #  (ui  .  .  .  U4)  »»  0  hat  die  Gleichung  JSvu'  ^'  (ui)  »»  O 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  Uvu  ^'  {vu)  ^^  0. 

b)  Um  die  Flache  #  (U|  . .  .  U4)  «»  0  in  Punktkoordinaten 
darzustellen,  muis  man  die  Gröfsen  Ui',  Us',  Us',  U4'  und  q  aus 
den  Gleichungen  eliminieren: 

*'  (Ui)  —  pX,,    *'  (Uj)  —  QXf,    *'  (U,)  —  QUiy    *'  (U4')  —  QX4 

und 

XlUi'  +  XjU,'  +  UjU,'  +  X4U4'  =  0. 

§  21. 

Die  Grenzfläche  zweiter  Klasse. 

1.    Wenn  die  Koefficienten  A^jr  in  der  Gleichung 

(l)    2:A«u*u,  —  0 
einer  Fläche  zweiter  Klasse  der  Bedingung  genügen: 

All     .  Ai4 

(2)      ; -0, 

j        A4I  .  .  .  A44 

ohne  dals  die  Unterdeterminanten  dritten  Grades  sämtlich  ver- 
schwinden, so  giebt  es  ein  einziges  Wertsystem  (lyi  .  .  •  «74),  fiir 
welches  die  Gleichung  erfüllt  wird: 

Aii^i  +  Ai,i?,  +  Aijjyg  +  A^^j^^  =  0 

A4i^i  +  Ki^i  +  A48^3  + A^^iy^  =0. 
Wir  nennen  die  Ebene  {i]i  ...  ij^)  die  singulare  Ebene 
der  Fläche.    Da  die  Gleichung 

(4)    2:A«i7iU*=0 

auch  geschrieben  werden  kann: 

Ui  SAixijx  +  Ug  JSAfxijx  +  Us  UA^xrjx  +  U4  SA^xfix  =  0, 

so  wird  die  Gleichung  (4)  ftr  alle  Wertsysteme  (u)  befriedigt, 
oder  jede  Ebene  des  Raumes  ist  konjugierte  Polarebene  zu  der 
singulären  Ebene. 
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Da  die  Gleichung  (4)  auch  gültig  bleibt,  wenn  man  das 
Wertsystem  (uj  .  .  .  U4)  durch  {r/i  ...  ij^)  ersetzt,  so  genügt  die 
singulare  Ebene  auch  der  Gleichung  der  Fläche. 

2.  Da  bei  unserer  Annahme  die  vier  Gleichungen  (3)  nur 
für  ein  einziges  Wertsystem  befriedigt  werden,  so  hat  jede  von 
der  singulären  Ebene  verschiedene  Ebene  (u')  einen  Pol,  dessen 
Gleichung  ist: 

(5)    UAixUi'ux  —  0. 
Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man  (ui  . . .  U4)  durch 
(fji  .  .  ,  fj^)  ersetzt;  also  liegen  die  Pole  zu  allen  Ebenen  des 
Raumes  in  der  singulären  Ebene. 

3.  Ersetze  ich  in  der  Gleichung  (5)  die  Ebene  (u/  .  .  .  U4') 
durch  die  Ebene  (u/  +  Jljyi  .  .  .  U4'  +  X?]^),  so  geht  sie  über  in 

üAix  (ui'  -^  jLtii)ux  =  0 
oder  in  £AixUi' Ux  -\-  X  UAixtiiUx  «>  0. 

Hier  verschwindet  der  Koefficient  von  X  wegen  der  Glei- 
chung (4);  die  vorstehende  Gleichung  geht  also  über  in 

JSAixUiUx  =  0, 
oder  sie  wird  mit  der  Gleichung  (5)  identisch. 

Giebt  man  dem  Faktor  X  alle  möglichen  Werte,  so  stellen 
die  Koordinaten  (ui  -{-  Xtji  .  .  .  U4  +  Xrj4)  alle  Ebenen  dar,  welche 
durch  die  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen  (ui'...  U4')  und  (jji  ...1^4) 
gehen.  Alle  diese  Ebenen  haben,  wie  wir  bewiesen  haben,  den- 
selben Pol.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Alle  Ebenen,  von  denen  die  singulare  Ebene  in 
derselben  geraden  Linie  geschnitten  wird,  haben  den- 
selben Pol. 

4.  Wenn  speciell  die  Ebene  (u')  eine  Tangentialebene  der 
Fläche  (1)  ist,  so  ist  ihr  Pol  durch  die  Gleichung  (5)  gegeben. 
Auch  dieser  Punkt  liegt  in  der  singulären  Ebene,  also  auch  in 
der  Schnittlinie  der  Ebenen  (u')  und  (ri).  Er  ist  aber  auch  Pol 
für  jede  Ebene,  welche  durch  den  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen 
gelegt  werden  kann,  und  da  er  in  jeder  solchen  Ebene  liegt,  ihr 
Berührungspunkt.  Wenn  die  Fläche  (1),  deren  Koefficienten  der 
Gleichung  (2)  genügen,  von  einer  Ebene  berührt  wird,  so  wird 
sie  in  demselben  Punkte  von  allen  Ebenen  berührt,  welche  durch 
die  Schnittlinie  der  ersten  Ebene  mit  der  singulären  Ebene  gelegt 
werden  können. 

11* 
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5.  Als  Punkte  der  Fläche  müssen  die  Berührungspunkte  ihrer 
Tangentialebenen  angesehen  werden.  Alle  diese  Punkte  liegen, 
wie  überhaupt  die  Pole  sämtlicher  Ebenen,  in  der  singularen 
Ebene.  Aber  nicht  alle  Punkte  dieser  Ebene  haben  die  Eigen- 
schaft, dafs  sie  in  ihren  Polarebenen  liegen.  Denn  da  die  Fläche 
von  der  zweiten  Klasse  ist,  gehen  durch  eine  beliebige  Gerade 
des  Raumes  zwei  Tangentialebenen  der  Fläche.  Jede  dieser  beiden 
Ebenen  hat  mit  der  singularen  Ebene  eine  Gerade  gemeinschaft- 
lich; durch  den  Schnittpunkt  der  gewählten  Geraden  mit  der 
singularen  Ebene  gehen  also  nur  zwei  gerade  Linien,  in  denen 
ihr  Berührungspunkt  liegt.  Diejenigen  geraden  Linien  der  sin- 
gularen Ebene,  in  denen  ihr  Pol  liegt,  umhüllen  also  eine  Kurve 
zweiter  Klasse. 

Diese  Kurve  kann  aber  weder  ein  Punktepaar  noch  ein 
Doppelpunkt  sein,  weil  sonst  schon  in  der  Ebene  Besonderheiten 
auftreten  würden,  die  im  Räume  zu  mehreren  singularen  Ebenen 
führen  würden.  Für  den  Fall  eines  Punktepaares  gäbe  es  nämlich 
in  der  Ebene  eine  Gerade,  die  zu  allen  Geraden  der  Ebene  kon- 
jugierte Polare  wäre.  Dann  müfste  nach  3.  jede  durch  die  erste 
Gerade  gehende  Ebene  konjugierte  Polarebene  zu  allen  Ebenen 
des  Raumes  sein;  es  müfste  also  die  Gleichung  (3)  mehrere  von 
einander  unabhängige  Lösungen  haben.  Noch  weniger  kann  die 
Kurve  zweiter  Klasse  in  einen  Doppelpunkt  ausarten.  Sie  ist  also 
eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse,  ein  eigentlicher  Kegel- 
schnitt. 

Hesse  nennt  die  durch  die  Gleichung  (1)  unter  der  Bedingung 
(2)  dargestellte  Fläche  eine  Grenzfläche  zweiter  Klasse;  wir 
können  sie  auch  geradezu  als  Kegelschnitt  bezeichnen. 

6.  Denken  wir  uns  diesen  Kegelschnitt  gegeben,  so  können 
wir  mit  seiner  Hilfe  jeder  Ebene  ihren  Pol  und  jedem  Punkte 
seine  Polarebenen  leicht  zuordnen.  Um  zu  irgend  einer  Ebene 
den  Pol  zu  konstruieren,  suchen  wir  zu  ihrer  Schnittlinie  mit  der 
singularen  Ebene  den  Pol  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Um- 
gekehrt mufs  jeder  Pol  in  der  singularen  Ebene  liegen;  zu  einem 
beliebigen  Punkte  dieser  Ebene  konstruiert  man  die  Polare  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  dann  ist  jede  durch  diese  Gerade 
hindurchgehende  Ebene  Polarebene  zu  dem  gegebenen  Punkte. 

Speciell  ist  jede   Ebene,   welche   durch   eine  Tangente  des 
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Kegelschnitts  gelegt  werden  kann,  als  Tangentialebene  des  Kegel- 
schnitts anzusehen. 

7.  Um  die  Gleichung  der  Grenzfläche  in  möglichst  einfacher 
Form  zu  erhalten,  denken  wir  uns  die  singulare  Ebene  als  eine 
der  Koordinatenebenen  genommen.  Dais  alsdann  die  Gleichung 
auch  vom  zweiten  Grade  bleibt,  braucht  nicht  nochmals  erwähnt 
zu  werden.  Es  sei  also  iji  =0,  J72  =  0,  ?/s  =0,  9^4  ==  1.  Damit 
unter  dieser  Annahme  die  Gleichungen  (3)  befriedigt  werden, 
mufs  Ai4s=  A24 «— As*  =»A44  =—0  sein.  Die  Gleichung  (1)  ent- 
hält bei  dieser  Annahme  nur  die  Variabein  Ui,  U2,  U3. 

Noch  einfacher  wird  die  Gleichung,  wenn  wir  die  weitere 
Forderung  hinzufügen,  dafs  je  zwei  der  drei  übrigen  Koordinaten- 
ebenen konjugierte  Polarebenen  von  einander  sein  sollen.  Sollen 
die  Ebenen  (1,  0,  0,  0)  und  (0,  1,  0,  0)  konjugierte  Polarebenen 
sein,  soll  also  die  Gleichung  (5)  befriedigt  werden  für  Ui'  ««  1, 
Ug' =  U8'  =  U4' =  0  und  U2  =  1,  Ui  ==  Us  =  U4  =«0,  so  mufs 
Ai2=0  sein.  Ebenso  mufs  Ai3=0  sein, -damit  die  Ebenen 
(1,  0,  0,  0)  und  (0,  0,  1,  0)  einander  konjugiert  sind;  damit  die 
Ebenen  (0,  1,  Ü,  0)  und  (0,  0,  1,  0)  konjugierte  Polarebenen  von 
einander   sind,   mufs  A23  =»  0   sein.     Die  Gleichung   geht   also 

über  in 

AiiU?  +A,3U|  +A33UI  =0. 
Von  diesen  drei  Koefficienten  darf  aber  keiner  verschwinden, 
weil  sonst  auch  alle  Unterdeterminanten  dritten  Grades  von  (2) 
verschwinden  würden. 

Übungen : 

1)  a)  Man  forme  die  Gleichung  (1),  falls  die  Determinante 
(2)  verschwindet,  aber  die  Unterdeterminante  -2+ A11A22A38  von 
null  verschieden  ist,  in  eine  Gleichung  mit  drei  neuen  Variabein 
um,  in  welcher  die  sechs  Koefficienten  An,  A22,  A33,  A12,  Ais, 
Afs  ihre  Werte  beibehalten  [Üb.  2)  zu  §  15]. 

b)  Wie  findet  man  hierbei  die  Koordinaten  der  Ebene,  in 
welcher  der  dargestellte  Kegelschnitt  liegt? 

2)  a)  Soll  die  Gleichung  zweiten  Grades  in  Ebenenkoordi- 
naten *  (ui  .  .  .  U4)  =»  0  einen  Kegelschnitt  darstellen,  so  müssen 
die  vier  Gleichungen  *'  (ui)  =  0  .  .  .  *'  (U4)  «=  0  eine  gemein- 
same Lösung  haben;  mit  andern  Worten:  Die  vier  Punkte 
^'  (ui)  —» 0  . . .  *'  (U4)  —  0  müssen  in  einer  Ebene  liegen. 
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b)  Sobald  eine  der  vier  Gleichungen  *'(ui)=0...^'(u4)™0 
identisch  befriedigt  wird,  stellt  die  Gleichung  4^  (ui  .  .  .  U4)  =  0 
eine  ebene  Kurve  dar. 

3)  Die  Gleichung  *  (ui  .  .  .  U4)  ■—  0  mit  verschwindender 
Determinante  soll  durch  drei  Quadrate  dargestellt  werden.  Welche 
Ebene  mufs  dann  notwendig  dem  Koordinaten-Tetraeder  ange- 
hören? Welche  Lage  haben  die  drei  in  dieser  Ebene  liegenden 
Eckpunkte  des  Tetraeders?  Was  gilt  für  den  gegenüberliegenden 
Eckpunkt  des  Tetraeders?  Eine  wievielfache  Unendlichkeit  bilden 
alle  diese  Tetraeder? 

4)  Die  Schnittlinie  der  allgemeinen  Fläche  zweiter  Klasse 
4>  (ui  .  .  .  U4)  =-•  0  mit  der  Ebene  (u')  hat  die  Gleichung: 

4 *  (u)  *  (u)  —  [£ ui  *'  {ui')y  =  0, 
oder  was  dasselbe  ist: 

4  *  (u)  *  (u')  —  [UUi'  *'  (u* )]«  —  0. 
[Üb.  5)  zu  §  15.] 

§  22. 

Das  Punktepaar  und  der  Doppelpunkt. 

1.    Die  Koefficienten  der  Gleichung: 

(1)    HAtxUiUx^O 
sollen  die  Eigenschaft  haben,  dafs  die  sämtlichen  Unterdetermi- 
nanten dritten  Grades  der  Determinante 

All  Ai4 


(2) 


A41  .  A44 

verschwinden,  ohne  dafs  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
null  sind.    In  diesem  Falle  haben  die  Gleichungen 

AiiUi  -I-  A12U,  +  AisUj  -f-  A14U4  —  0 

l  V  f  ........ 

AiiUi  -f  A48U2  +  A43US  +  A44U4  —  0 

zwei  von  einander  unabhängige  und  damit  unendlich  viele  Lösungen. 
Sind  (rji  ...  174)  und  (^1'  .  .  .  7/4)  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen,  so  ist  auch  (tji  +  >l»/i'  .  .  .  ^4  +  ^fi^)  eine  Lösung. 
Den  Gleichungen  (3)  genügen  also  die  Koordinaten  aller  Ebenen, 
welche  durch  eine  gewisse  gerade  Linie,  die  singulare  Linie, 
gehen.    Alle  durch  diese  Gerade  gehenden  Ebenen  sind  singulare 
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Ebenen  in  dem  Sinne,  dafs  zu  jeder  von  ihnen  alle  Ebenen  des 
Raumes  konjugierte  Polarebenen  sind. 

2.  Eine  jede  Ebene  (u'),  welche  nicht  durch  die  singulare 
Linie  geht,  hat  einen  bestimmten  Pol: 

(4)    SAixUiUx^O. 
Da  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  wenn  man  (ui  .  .  .  u«) 
durch  (lyi  +  >li?i'  .  .  .  174  +  ^1]^')  ersetzt,  so  liegt  der  Pol  auf  der 
singulären  Geraden. 

Wird  die  Ebene  (u')  durch  eine  Ebene 

(Ui  +  firji  +  n]i'  ...  U4,  +  firji  +  Pfj^') 
«rsetzt,  also  durch  eine  beliebige  Ebene,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  Ebene  (u)  mit  der  singulären  Geraden  hin- 
durchgeht, so  wird  die  Gleichung  des  Pols: 

SAtx  Ui  (Ujc  -f  lifjx  +  vi^x)  •=  0. 

Da  aber  SAixUitjx^^O  und  SAixUit/x  ^^0  ist,  so  wird 
die  Gleichung  mit  der  Gleichung  (4)  identisch;  die  neue  Ebene 
hat  somit  denselben  Pol.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Pole  zu  allen  Ebenen,  die  nicht  durch  die  sin- 
gulare Gerade  hindurchgehen,  liegen  in  der  singulären 
Geraden.  Alle  Ebenen,  welche  die  singulare  Gerade  in 
demselben  Punkte  schneiden,  haben  auch  denselben  Pol. 

3.  Wenn  eine  Ebene  der  Gleichung  (1)  genügt,  so  ist  ihr 
Schnittpunkt  mit  der  singulären  Geraden  ihr  Pol;  es  genügen  der 
Gleichung  (1)  auch  alle  Ebenen,  welche  mit  dieser  Ebene  in 
demselben  Punkte  der  singulären  Geraden  zusammentreffen.  Nun 
gehen  durch  jede  Gerade,  welche  mit  der  singulären  Linie  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  hat,  zwei  Ebenen,  welche  der  Gleichung  (1) 
genügen.  Jede  von  ihnen  trifit  die  singulare  Gerade  in  einem 
Punkte;  die  Gleichung  (1)  wird  also  durch  alle  Ebenen  befriedigt, 
welche  durch  einen  dieser  beiden  Punkte  gelegt  werden  können. 
Da  zudem  weitere  Ebenen  der  Gleichung  (1)  nicht  genügen,  so 
stellt  sie  ein  Punktepaar  dar.  Man  zeigt  in  der  That  leicht,  dafs 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  in  das  Produkt  zweier  linearer 
Ausdrücke  zerlegbar  ist. 

4.  Um  die  Gleichung  (1)  auf  eine  möglichst  einfache  Form 
zu  bringen,  legen  wir  zwei  Koordinatenebenen  durch  die  singulare 
Gerade  und  wählen  die  beiden  andern  so,  dafs  sie  konjugierte* 
Polarebenen  sind.     Es  mögen  demnach  die  Ebenen  (0,  0,  1,  0) 
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und  (0,  0,  0,  l)  darch  die  singulare  Linie  gehen  und  die  Ebenen 
(ly  Oy  0,  0)  und  (0,  1,  0,  0)  zu  einander  konjugiert  sein.  Dann 
müssen  die  Gleichungen  (3)  befriedigt  werden,  wenn  man 
U}  as  Uf  SB  0  setzt  und  Us  und  n4  beliebige  Werte  beilegt.  Dem- 
nach sind  die  Koeffrcienten  Ad,  A^s»  Ass,  A14,  A34,  At4,  A44 
gleich  nulL  Weil  die  beiden  andern  Koordinatenebenen  zu  ein- 
ander konjugiert  sind,  muis  auch  Ais^sO  sein.  Denmach  ist 
die  Gleichung: 

A,,uJ -f  A,,u|  —  0, 
wo  keiner  der  Koe£Ecienten  An  und  A««  verschwinden  darf. 

5.  Wenn  endlich  auch  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
der  Determinante  (2)  verschwinden,  so  kommen  die  vier  Glei- 
chungen (3)  auf  eine  einzige  hinaus.  Alle  Ebenen,  welche  durch 
einen  Punkt,  den  siugulären  Punkt,  gehen,  sind  singulare 
Ebenen.  Dieser  Punkt  ist  der  Pol  zu  allen  Ebenen  des  Raumes. 
Um  die  Form  der  Gleichung  recht  einfach  zu  machen,  wählen 
vf'vr  drei  Koordinatenebenen,  die  Ebenen  ü,  III,  IV  so,  dafs  sie 
durch  den  singulären  Punkt  gehen.  Da  hiemach  die  Ebene 
(0, 0, 0, 1)  eine  singulare  Ebene  sein  soll,  also  für  Ui  «»Uj  =«U8  =0, 
U4  «^  1  die  Gleichungen  (3)  befriedigt  werden  sollen,  müssen 
Ai  4  =«  At4  =  Aj4  —  A44  =«  0  sein.  Ebenso  müssen  die  Kocffi- 
cienten  verschwinden,  bei  denen  die  Marke  3  vorkommt,  weil 
die  Ebene  (0,  0,  1,  0)  singulare  Ebene  sein  soll,  und  endlich  darf 
kein  Koefiicient  von  nichtverschwindendem  Werte  die  Marke  2 
haben,  weil  die  Gleichungen  (3)  für  Ui  —  Uj  «■U4  =0,  Uj  ~  1 
bestehen  sollen.    Somit  ist  die  Gleichung 

uf  =0. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  unter  der  gemachten  Annahme  einen 
doppelt  zu  zählenden  Punkt,  einen  Doppelpunkt  dar; 
ihre  linke  Seite  ist  das  Quadrat  eines  homogenen  linearen  Aus- 
drucks. 

Übungen : 

1)  a)  Wie  findet  man  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Punkte- 
paar zu  einer  festen  Ebene  alle  konjugierten  Polar  ebenen? 

h)  Man  charakterisiere  die  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
des  Paares  erzeugte  Involution. 

2)  a)  Wenn  die  sämtlichen  Unterdeterminanten  dritten  Grades 
der  Determinante  (3)  verschwinden,  aber  AnAg»  — Aj*,  von  null 
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verschieden  ist,  so  soll  man  neue  Koordinaten  in  der  Weise  ein- 
führen, dafs  bei  ihrer  Benutzung  in  der  Gleichung  nur  die  Koeffi- 
cienten  An,  Au,  A2»  vorkommen  und  diese  ihre  Werte  bei- 
behalten. 

b)  Wie  findet  man  hierbei  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
des  Paares? 

c)  Jenachdem  unter  den  in  a)  gemachten  Voraussetzungen 
die  Unterdeterminante  All  Ag»  —  A^^^  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Wert  hat,  ist  das  Punktepaar  imaginär  oder  reell. 

3)  a)  Man  charakterisiere  die  sämtlichen  Koordinatentetraeder,, 
bei  deren  Benutzung  ein  gegebenes  Punktepaar  durch  zwei  Qua- 
drate dargestellt  wird. 

b)  Welchen  Grad  von  Unendlichkeit  darf  man  der  Gesamt- 
heit dieser  Tetraeder  beilegen? 

4)  Das  Punktepaar,  in  welchem  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
(u)  und  (u")  die  Fläche  *  (ui  .  .  .  U4)  =  0  schneidet,  kann  in 
der  Form  dargestellt  werden: 

{[Uui '  *'  (u/'j*  —  4  *  (u')  *  (u')|  *  (u) 
-f  *  (u")  [Uui  *'  (u.  •)] «  —  Sui  '*  (Ui ")  .  -Su*  *  {Ui ')  .  i:ui  *  (Ui ") 

+  ^(uyiSui  *'(u/')l"  — 0. 

(Man  bilde  die  Ableitungen  der  linken  Seite  nach  den  ein- 
zelnen Variabein  und  weise  nach,  dafs  diese  sowohl  für  (u')  wie 
für  (u")  verschwinden.) 

§  23. 
Einteilung  der  Flächen  zweiter  Klasse. 

1.  Wenn  die  aus  den  Koefficienten  in  der  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Klasse  gebildete  Determinante  von  null  verschieden 
ist,  so  ist  die  Fläche  auch  von  der  zweiten  Ordnung.  Wir  er- 
halten in  diesem  Falle  diejenigen  Arten,  die  wir  oben  angegeben 
haben. 

2.  Wenn  die  Determinante  verschwindet,  ohne  dafs  die 
ersten  Unterdeterminanten  sämtlich  gleich  null  sind,  so  gehören 
die  Punkte  einem  Kegelschnitt  an;  wir  haben  also  nur  noch  zu 
unterscheiden,  ob  der  Kegelschnitt  reell  oder  imaginär  ist. 

3.  Die  Fläche  zweiter  Klasse  wird  ein  Punktepaar,  wenn  die 
ersten  Unterdeterminanten  der  aus  den  Koefficienten  gebildeten 
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Determinante  sämtlich  verschwinden,  aber  sich  unter  den  zweiten 
Unterdeterminanten  mindestens  eine  von  null  verschiedene  be- 
findet. Zwar  ist  die  singulare  Linie  immer  reell;  die  Punkte  des 
Paares  können  aber  reell  oder  imaginär  sein. 

4.  Wenn  auch  noch  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
verschwinden,  so  stellt  die  Gleichung  einen  Doppelpunkt  dar. 

5.  Die  Lage  zum  Unendlichfernen  giebt  noch  zu  weiteren 
Einteilungen  Veranlassung.  Was  zunächst  die  imaginäre  Grenz- 
fläche betrifft,  so  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  sie  in  einer 
eigentlichen  oder  der  unendlichfernen  Ebene  liegt.  In  beiden 
Fällen  sind  die  Punkte  und  die  Tangentialebenen  imaginär;  da- 
gegen wird  jedesmal  einer  Ebene  ein  Bündel  von  Ebenen  zuge- 
ordnet. Dieser  Bündel  hat  im  ersten  Falle  einen  eigentlichen 
Punkt  zum  Scheitel.  Im  zweiten  Falle  wird  jeder  Ebene  eine 
bestimmte  Richtung  zugeordnet;  die  Polarebenen  sind  jedesmal 
einer  gewissen  geraden  Linie  parallel. 

6.  Bei  einer  reellen  Grenzfläche  sind  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

a)  der  Kegelschnitt  hat  mit  der  unendlichfernen  Ebene  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich; 

b)  er  berührt  die  unendlichferne  Ebene; 

c)  er  schneidet  die  unendlichferne  Ebene; 

d)  er  liegt  ganz  in  der  unendlichfernen  Ebene. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  im  zweiten 
eine  Parabel,  im  dritten  eine  Hyperbel.  Im  vierten  Falle  genügen 
der  Gleichung  der  Fläche  alle  Ebenen,  welche  zu  den  Tangential- 
ebenen eines  Kegels  parallel  sind;  jede  Ebene  bestimmt  eine  ge- 
wisse Richtung  derartig,  dafs  alle  Ebenen,  welche  eine  in  dieser 
Richtung  gezogene  Gerade  enthalten,  Polarebenen  zu  der  gegebenen 
Ebene  sind. 

7.  Bei  dem  imaginären  Punktepaare  ist  zu  unterscheiden,  ob 
die  Verbindungslinie  im  Endlichen  oder  im  Unendlichfernen  liegt. 
Im  letzteren  Falle  giebt  es  eine  Schar  paralleler  Ebenen,  welche 
sämtlich  singulare  Ebenen  sind.  In  einer  jeden  solchen  Ebene  vrerden 
die  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehenden  Geraden  einander 
involutorisch  zugeordnet;  um  die  Polarebenen  zu  einer  gegebenen 
Ebene  zu  erhalten,  sucht  man  zu  ihr  die  durch  P  gehende  parallele 
Gerade   und  bestimmt  die   entsprechende  Linie   der  Involution; 
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dann  sind  alle  Ebenen  konjugierte  Polarebenen,  welche  zu  der 
letzten  Geraden  parallel  sind. 

8.  Was  das  reelle  Punktepaar  betrifft,  so  können  entweder 
beide  eigentliche  Punkte  sein,  oder  es  kann  einer  oder  es  können 
beide  im  Unendlichfernen  liegen.  Im  zweiten  Falle  entsprechen 
einander  auf  der  singulären  Geraden  je  zwei  Punkte,  welche  von 
dem  eigentlichen  Punkte  gleichen  Abstand  haben;  je  zwei  Ebenen 
sind  also  konjugierte  Polarebenen,  wenn  sie  die  singulare  Gerade 
in  gleichem  Abstände  von  jenem  Punkte  treffen.  Wenn  dagegen 
die  beiden  Punkte  unendlichfern  liegen,  so  sind  wieder  alle  Ebenen 
einer  gewissen  Parallelschar  singulare  Ebenen;  in  jeder  solchen 
Ebene  wird  unter  den  Geraden  eines  beliebigen  Büschels  eine 
Involution  mit  reellen  Hauptstrahlen  bestimmt;  wenn  a  und  a' 
entsprechende  Strahlen  in  dieser  Involution  sind  und  wenn  eine 
Ebene  A  eine  zu  a,  die  Ebene  A'  eine  zu  a'  parallele  Gerade 
enthält,  so  sind  jedesmal  die  Ebenen  A  und  A'  konjugierte  Polar- 
ebenen. 

9.  Für  den  Doppelpunkt  haben  wir  nur  zu  unterscheiden,  ob 
er  im  Endlichen  oder  im  Unendlichfernen  liegt. 

Übungen : 

1)  Man  gebe  die  verschiedenen  Arten  von  Tangentialkegeln 
an,  welche  sich  von  den  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  aus 
an  die  folgenden  Flächen  zweiter  Klasse  legen  lassen: 

a)  an  eine  eigentUche  imaginäre  Fläche, 

b)  an  eine  reelle  ungeradlinige  Fläche, 

c)  an  eine  geradlinige  Fläche, 

d)  an  einen  imaginären  Kegelschnitt, 

e)  an  einen  reellen  Kegelschnitt, 

f)  an  ein  imaginäres  Punktepaar, 

g)  an  ein  reelles  Punktepaar, 
h)  an  einen  Doppelpunkt. 

Man  zeige,  dafs  im  Falle  a)  alle  Punkte  des  Raumes  dieselbe 
Eigenschaft  haben,  während  für  b),  je  nach  der  Wahl  des  Punktes, 
drei  verschiedene  Arten  von  Kegeln  erhalten  werden.  Man  achte 
darauf,  welche  besondern  Kegelarten  den  später  angegebenen 
Flächen  eigentümlich  sind  und  welche  allgemeinen  Arten  dabei 
wegfallen.  Endlich  zeige  man,  dafs  in  den  Flächen  g)  und  h) 
bei  ganz  speciellen  Lagen  des  Punktes  die  Gleichung  des  Kegels 
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identisch  verschwindet     Wie  lautet  die  entsprechende  Aufgabe 
für  Flachen  zweiter  Ordnung.^ 

2)  a)  Wenn  eine  Grenzfläche  zweiter  Klasse  ganz  in  der 
unendlichfernen  Ebene  liegt,  so  sind  alle  konjugierten  Polarebenen 
zu  einer  gegebenen  Ebene  einer  festen  Geraden  parallel. 

b)  Speciell  mufs  jede  Ebene  als  Tangentialebene  aufge&fst 
werden,  für  welche  die  konjugierten  Polarebenen  einer  in  jener 
Ebene  gelegenen  Geraden  parallel  sind. 

c)  Alle  zu  einer  gegebenen  Tangentialebene  parallelen  Ebenen 
berühren  die  Kurve  ebenfalls. 

d)  Wie  kann  man  reelle  und  imaginäre  unendlichfeme  Kegel- 
schnitte unterscheiden? 

3)  a)  Ein  Punktepaar  liege  im  Unendlichfernen.  Dann  giebt 
es  stets  eine  feste  Stellung  von  der  Art,  dafs  jede  zu  ihr  parallele 
Ebene  zu  allen  Ebenen  des  Raumes  konjugierte  Polarebene  ist. 

b)  Durch  diese  Stellung  und  zwei  Paare  konjugierter  Ebenen 
ist  das  Punktepaar  bestimmt.  Wie  kann  man  alsdann  zu  jeder 
der  gegebenen  Ebenen  alle  konjugierten  Polarebenen  finden.^  Wie 
konstruiert  man  zu  jeder  Ebene  die  sämtlichen  Polarebenen  ?  Man 
suche  die  Richtungen,  in  denen  die  Punkte  des  Paares  liegen. 
Wann  sind  diese  Punkte  reell,  wann  imaginär? 

4)  a)  Ein  Punktepaar  bestehe  aus  einem  eigentlichen  und 
einem  uneigentlichen  Punkte,  wird  also  durch  einen  Punkt  a  und 
eine  von  ihm  ausgehende  Gerade  a  vertreten. 

b)  Zu  jeder  durch  die  Gerade  a  hindurchgehenden  Ebene 
sind  alle  Ebenen  des  Raumes  konjugierte  Polarebenen. 

c)  Zu  einer  zur  Geraden  a  parallelen  Ebene  sind  alle  Ebenen 
konjugiert,  welche  eine  Gerade  von  der  Richtung  von  a  enthalten. 

d)  Um  zu  einer  beliebigen  Ebene  die  Polarebenen  zu  kon- 
struieren, suche  man  ihren  Schnittpunkt  jc  mit  a  und  trage  auf 
dieser  Geraden  die  Strecke  öp  =  ajr  ab;  dann  ist  q  der  Pol  der 
gegebenen  Ebene. 

5)  a)  Die  Polarebenen  zu  allen  Punkten  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  eine  zweite  solche  Fläche  umhüllen  eine 
Fläche  zweiter  Klasse. 

b)  Wenn  die  erste  Fläche  imaginär  ist,  so  ist  es  auch  die 
letzte;  wenn  die  erste  ungeradlinig  ist,  enthält  auch  die  dritte 
keine  geraden  Linien  u.  s.  w. 
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c)  Welches  Gebilde  entspricht  hierbei  einem  auf  der  ersten 
Fläche  gelegenen  Kegelschnitte? 

d)  Welches  Gebilde  wird  einer  beliebigen  Kurve  zugeordnet, 
die  auf  der  ersten  Fläche  liegt? 

e)  Man  nehme  speciell  an,  die  zweite  Fläche  habe  die  Glei- 
chung xf+x|+x|+x|=»0.  Wie  lautet  die  Gleichung  der 
dritten  Fläche,  wenn  die  der  ersten  Fläche  ist  SslixXiXx  =  0? 

f)  Die  erste  Fläche  sei  ein  Kegel;  was  gilt  dann  von  der 
dritten? 

g)  Warum  ist  es  angebracht,  wie  eben  immer  geschehen, 
vorauszusetzen,  dafs  die  zweite  Fläche  eine  eigentliche  Fläche  ist? 

6)  a)  Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  in  zwei  pro- 
jektiv auf  einander  bezogenen  Ebenenbüscheln  bilden  die  eine 
Regelschar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

(Man  ordne  jeder  Ebene  de§  Büschels  A  +  AB  «■  0  diejenige 
Ebene  des  Büschels  C  +  >ID  =  0  zu,  für  welche  der  Parameter  X 
denselben  Wert  hat.  Für  den  Beweis  vergleiche  man  I  §  28, 
S.  184.   Man  übertrage  auch  die  übrigen  dort  angegebenen  Sätze.) 

b)  Der  gefundenen  Fläche  gehören  auch  die  Axen  der  beiden 
Büschel  an. 

c)  Je  zwei  der  zweiten  Regelschar  angehörende  Gerade 
können  als  Axen  von  Ebenenbüscheln  genommen  werden,  durch 
welche  die  Fläche  erzeugt  wird. 

d)  Umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung 
als  Erzeugnis  projektiver  Ebenenbüschel  angesehen  werden. 

e)  Durch  drei  windschiefe  Gerade  läfst  sich  eine  einzige 
Fläche  zweiter  Ordnung  legen. 

(Die  Geraden  seien  li,  U,  I3;  man  wähle  in  I5  einen  Punkt 
a  und  lege  durch  ihn  die  Gerade  a,  welche  li  und  U  schneidet; 
ebenso  lasse  man  von  einem  Punkte  ß  von  1$  die  Gerade  b  aus- 
gehen, von  welcher  die  Geraden  1|  und  U  geschnitten  werden. 
In  den  Büscheln,  deren  Träger  a  und  b  sind,  lasse  man  die 
Ebenen  (ali)  und  (bli),  (al2)  und  (big),  (als)  und  (bis)  einander 
entsprechen  und  bestimme  dadurch  die  projektive  Zuordnung  der 
Ebenenbüschel.) 

f)  Sobald  eine  Ebene  des  einen  Büschels  der  zu  ihr  zugeord- 
neten des  andern  parallel  ist,  wird  durch  die  projektive  Zuordnung 
ein  Paraboloid  erzeugt. 
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g)  Vier  derselben  Schar  angehörende  Geraden  einer  Flache 
zweiter  Ordnung  bestimmen  auf  jeder  Geraden  der  andern  Schar 
dasselbe  Doppelverhältnis. 

(Werden  die  vier  Erzeugenden  li,  U,  I3,  U  der  ersten  Schar 
von  einer  Erzeugenden  der  andern  Schar  in  den  Punkten  jti,  Xt, 
^Sf  ^4  geschnitten,  so  hat  das  Doppelverhältnis  {xiXtXsX^)  den- 
selben Wert,  welche  Erzeugende  g  auch  genommen  wird.) 

h)  Alle  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid  gelegenen  und 
von  zwei  festen  Erzeugenden  begrenzten  Strecken  werden  durch 
dieselbe  dritte  Erzeugende  nach  demselben  Verhältnisse  geschnitten. 

(Man  wähle  einen  der  vier  in  g)  benutzten  Strahlen  unend- 
lichfern.) 

i)  Die  Mitten  aller  in  zwei  festen  windschiefen  Geraden  be- 
grenzten Strecken,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind, 
liegen  in  einer  geraden  Linie. 

k)  In  zwei  Ebenenbüscheln,  deren  Träger  windschief  zu  ein- 
ander sind,  werden  diejenigen  Ebenen  einander  zugeordnet,  welche 
konjugierte  Polarebenen  in  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  zweiter 
Ordnung  sind.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
linie entsprechender  Ebenen? 

1)  Wann  wird  die  Aufgabe  k)  unlösbar? 

7)  Auch  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
in  zwei  projektiven  Punktreihen  wird  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
erzeugt.  Man  beweise  dies  nach  der  in  6)  angegebenen  Methode 
und  übertrage  die  dort  angegebenen  Lehrsätze. 

8)  Läfst  man  bei  der  in  6)  angegebenen  Erzeugung  der  Ebene 
Xi  -f-  ^xj  =«  0  die  Ebene  Xs  +  Xx^  =  0  entsprechen,  so  wird  die 
Gleichung  der  Fläche  Xix^  —  xjXs  =  0.  Die  sechs  Ebenen  Xi  ~  0, 
xi  =  xj,  Xs  =»  X4,  X4  =  0,  X4  «=  Xj,  xi  =«  Xj  sind  Tangential- 
ebenen der  Fläche,  und  je  zwei  auf  einander  folgende  haben  eine 
Erzeugende  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich.  Die  drei  Linien,  in 
denen  sich  je  zwei  gegenüberliegende  Ebenen  dieses  Sechsflachs 
schneiden,  liegen  in  der  Ebene  Xi  =X4.  Dieselbe  Koordinaten- 
bestimmung kann  man  für  jedes  der  Fläche  zugleich  um-  und 
eingeschriebene  Sechsflach  machen;  daher  gilt  der  Satz  allgemein. 

Von  den  angegebenen  sechs  Geraden  1,  2,  3,  4,  5,  6  ge- 
hören 1,  3,  5  der  einen,  2,  4,  6  der  andern  Kegelschar  an. 
Daher  kann  man  aus  ihnen  acht  verschiedene  Sechsflache  bilden. 
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Speciell  liegen  die  Durchschnittspunkte  a)  der  ungeraden  Seiten- 
ebenen, ß)  der  geraden  Seitenebenen,  y)  der  Ebenen,  welche 
durch  die  gegenüberliegenden  Kantenpaare  gehen,  in  einer|Ge- 
raden  a.  Ebenso  schneiden  sich  die  Ebenen  a)  durch  die^drei 
ungeraden  Eckpunkte,  ß)  durch  die  geraden  Eckpunkte,  y)  durch 
die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender  Kanten  in  einer  zweiten 
geraden  Linie  b.  Die  Geraden  a  und  b  sind  konjugierte  Polare 
von  einander. 

d)  Im  engen  Anschlufs  an  die  Übung  4)  zu  §  21  des  ersten 
Teiles  (I  S.  128,  129)  beweise  man  folgende  Sätze: 

Die  Gleichung  S  a<x  aix  «-  0  stellt  eine  feste  Beziehung 
zwischen  den  Flächen  ^a/xXiXx'^O  und  üaixUiUx  ^^  0  dar. 
Wenn  diese  beiden  Flächen  eigentliche  Flächen  sind,  so  sagt  die 
Gleichung  aus,  dafs  auf  der  ersten  Fläche  die  Eckpunkte  von 
unendlichvielen  Polartetraedern  der  zweiten  liegen  und  der  zweiten 
unendlichviele  Polartetraeder  der  ersten  umgeschrieben  sind. 

Man  gebe  die  speciellen  Fälle  an,  in  welche  dieser  Satz 
übergeht,  wenn  eine  der  beiden  Flächen  eine  uneigentliche  Fläche 
wird.     NamentUch  beweise  man  den  Satz: 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  besteht  und  die  Gleichung 
in  Ebenenkoordinaten  ein  Punktepaar  darstellt,  so  sind  seine  Punkte 
konjugierte  Pole  für  die  erste  Fläche;  und  wenn  die  zweite 
Fläche  in  einen  Doppelpunkt  übergeht,  so  liegt  derselbe  auf  der 
ersten  Fläche. 

Ferner  gilt  der  Satz: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  beliebig  gegeben  sind, 
so  ist  im  allgemeinen  weder  der  ersten  ein  Polartetraeder  der 
zweiten  eingeschrieben,  noch  der  zweiten  ein  Polartetraeder  der 
ersten  umgeschrieben;  sobald  aber  die  zweite  Fläche  von  einem 
einzigen  Polartetraeder  der  ersten  berührt  wird,  sind  ihr  dreifach 
unendlichviele  Polartetraeder  der  ersten  Fläche  umgeschrieben; 
zugleich  liegen  aber  auch  die  Eckpunkte  von  dreifach  unendlich- 
vielen  Polartetraedern  der  zweiten  Fläche  auf  der  ersten. 

10)  Abbildung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  eine  Ebene. 

Man  wähle  einen  Punkt  S  der  Fläche  zum  Projektionscentrum, 
ziehe  die  Gerade  SP  nach  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Fläche 
und  ordne  dem  Punkte  P  den  Schnittpunkt  P'  der  Geraden  SP 
mit  der  Ebene  zu.      Dabei   entsprechen   die   Punkte   P   und  P' 
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«inander  im  allgemeinen  eindeutig;  nur  dem  Punkte  S  der  Fläche 
entsprechen  alle  Punkte  auf  der  Schnittlinie  der  gegebenen  Ebene 
mit  der  Tangentialebene  in  S,  und  wofern  die  Fläche  geradlinig 
ist,  werden  die  beiden  von  S  ausgehenden  Geraden  der  Fläche 
je  durch  einen  einzigen  Punkt  der  Ebene  abgebildet. 

Es  sei  F  (xi  .  .  .  X4)  =-  0  die  Gleichung  der  Fläche;  (x^)  sei 
der  Punkt  S ;  (x'),  (x"),  (x**)  seien  drei  beliebige  Punkte  der  Ebene. 
Die  Koordinaten  (y«)  eines  beliebigen  Punktes  P'  der  Ebene  sind 
den  Gröfsen 

gixa'  +  g^xa' +  gjxa" 

proponional.  Ebenso  darf  man  die  Gröfsen  Xxa^  +  y«  als  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  P  der  Geraden  SP'  auffassen. 
Da  aber  der  Punkt  S  auf  der  Fläche  liegt,  nimmt  die  Bedingung 
dafür,  dafs  der  Punkt  P  der  Fläche  angehört,  die  Gestalt  an: 

2^-rx.op(yO+F(yi  .  .  .  y,)  -  0. 

Indem  wir  den  hieraus  folgenden  Wert  von  2.  in  die  Koordi- 
naten des  Punktes  P  einsetzen,  folgen  die  Gleichungen: 

Qxa  —  —  xa«F  (yi  .  .  .  y4)  +  2ya  üxi^F  (y,). 

Hier  stellen  yi  .  .  .  y4  lineare  Formen  von  gi,  gg,  gs  dar. 
Demnach  sind  die  Koordinaten  der  Fläche  proportional  zu  homo- 
genen quadratischen  Ausdrücken  in  gi,  g^,  gg.  Nun  giebt  es  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Wertsysteme  gi,  gg,  gs,  für  welche  die 
beiden  Gleichungen  F  (yi  .  .  .  y4)  =  0  und  Sxi  ^  F  (yi )  —  0 
befriedigt  werden.  Setzt  man  also  einen  Bildpunkt  (g)  als  gemein- 
schaftlichen .Punkt  der  Fläche,  ihrer  Tangentialebene  in  S  und 
der  Bildebene  voraus,  so  werden  die  Ausdrücke  für  Xi  •  .  .  X4 
sämtlich  gleich  null.  Man  weise  nach,  dafs  jedem  solchen  Punkte 
eine  Erzeugende  der  Fläche  entspricht. 

Umgekehrt  vermitteln  die  vier  quadratischen  Formen  #1,  i»,, 
4>,H,  <p4  von  gl,  gg,  gs,  welche  für  zwei  bestimmte  Wertsysteme 
<l^r  gl,  g^,  ga  sämtlich  null  werden,  durch  die  Gleichungen: 

QXa  =»  *a  (gi,g2,  gs) 

eine  Abbildung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  eine  Ebene. 
Will  man  nämlich  die  Punkte  der  Fläche  finden,  welche  auf  der 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  liegen:  aiXi  +...-[-  a4X4  —  0, 
biXi -f-...  +  b4X4  =  0,  so  hat  man  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
^1*1 +...+^4 ^4=0,   bi<^i +...b4*4«»0  aufzusuchen  und  von 
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den  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichungen  ^i  =0...*4  =»0 

abzusehen. 

Zur  Übung  lege  man  die  Abbildungen  zu  Grunde: 
a)  xi  =  2§»|s,  X,  =  2&g3,  X3  =  §f  +  §1  -  11, 
X4-l!+§|+gi; 

b)    X,   =|f,    X2=gi|;,,    Xs— 5i§s,    X4=g,§8. 

(Speciell  betrachte  man  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten 
im  Räume,  u,  v  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  setze 

2u  2v  1  —  u*  —  v* 

^  ^  F^mTm^'  y  ~  i  +  u^  +  v*'  ^  "^  l  +  u*  +  v»' 
und  untersuche  die  hierdurch  vermittelte  Abbildung  der  Kugel  auf 
•die  Ebene.) 

Dabei  beachte  man  folgendes: 

a)  Jeder  Geraden  der  Ebene  entspricht  auf  der  Fläche  ein 
Kegelschnitt;  wenn  die  Gerade  durch  einen  der  singulären  Punkte 
der  Ebene  geht,  so  entspricht  ihr  eine  Gerade  der  Fläche;  der 
Verbindungslinie  der  singulären  Punkte  entspricht  ein  einziger 
Punkt  der  Fläche. 

ß)  Jedem  Kegelschnitt  in  der  Ebene  entspricht  auf  der  Fläche 
eine  Raumkurve  vierter  Ordnung;  diese  geht  in  eine  Raumkurve 
dritter  Ordnung  über,  falls  der  Kegelschnitt  durch  einen  singu- 
lären Punkt  geht,  und  in  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  falls  er 
die  beiden  singulären  Punkte  enthält. 

11)  Aufeählung  der  Flächen,  welche  vermittelst  quadratischer 
Gleichungen  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  können. 

Wir  setzen  allgemein: 

xa  =  *a  (§i,g*,  gs), 
wo  wir  unter  X|,  Xj,  X3,  x^  räumliche  Tetraeder-Koordinaten, 
unter  gi,  gj,  g»  ebene  Dreiecks-Koordinaten  verstehen  und  wo 
^1,  *«f  *sj  ^4  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  in  gi,  g«, 
§3  sind.  Die  Schnittkurve  einer  beliebigen  Ebene  -ZaiXi=»0 
wird  durch  die  Kurve  2zi  ^1  =  0  abgebildet.  Es  kommt  daher 
für  die  abgebildete  Fläche  im  wesentlichen  auf  das  dreifach  un- 
endliche System  von  Kegelschnitten  an,  welches  durch  die  vier 
Kurven 

bestimmt  wird.    Dies  System  steht  in  enger  Beziehung  zu  einer 
Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse,  wie  man  aus  der  Übung  8) 

KSIling',  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.    II.  12 
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ZU  I  §  24  (S.  163)  ersieht.     Somit  wird  die  abgebildete  Fläche 
durch  diese  Kegelschnirtsschar  bestimmt. 

Sind  jetzt  Ui,  Uj,  Us  ebene  Linienkoordinaten,  so  sind  fol- 
gende Fälle  zu  unterscheiden : 

a)  uf  -  au|=0,  u|  -/9u|=0, 

b)  uf  —  «u|=0,  UjjUg  =0, 

c)  u|  —  2uiU8  =  0,  UjU,  =  0,  • 

d)  Uf  =0,  u|  -  au|  =0, 

e)  uf-0,  2uiU2-u|=-0, 

f)  uf-0,  u|=0, 

g)  uf  —  0,  UjU,  =0. 

(Aus  a)  geht  für  den  Fall,  dafs  die  zu  Grunde  gelegten 
Variabein  konjugiert  komplexe  Werte  haben,  die  Form  hervor: 

uf-u|+u|=0,  u^u,  =0. 
Ebenso   mufs   man   unter   f)   auch  die  Gleichungen  betrachten: 
uf  —  u|=0,  üju,  —  0.) 

Dem  Falle  a)  entspricht  die  Abbildung: 

xi  =«gf  4-/^§i+7g|,  X2=g,g„  X3— gig«,  x^  —  l^ls- 
Ebenso  führt  die  Kurvenschar  b)  auf  die  Darstellung: 

Xl   —  «§f  +  g|,    Xg  =  g|,    Xs  =  gjgj,    X4  —  gi§8, 

und  die  Schar  c)  auf  die  Abbildung: 

Xl  =  ^1  +  gigs,  xa  =  §f ,  Xs  =  g|,  X4  =  §8§s. 

Man  gebe  für  die  übrigen  Fälle  die  entsprechende  Abbildung 
an  und  untersuche  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Flächen.  (Die- 
jenigen Flächen  vierter  Ordnung,  welche  durch  Gleichungen 
zweiten  Grades  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  können,  werden 
als  Steinersche  Flächen  bezeichnet.) 

§  24. 

Der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  die  Gleichungen 

(1)     F  (xi  ...  X4)  :=  0,  *  (xi  .  .  .  X4)  =»  0 
zwei  Flächen  nter  Ordnung  darstellen,  so  sagen  wir,  alle  Flächen, 
deren  Gleichung  ist: 

(2)     F  +  2*  =  0, 
gehörten  dem  durch  die  Gleichungen  (1)  bestimmten  Flächen- 
büschel nter  Ordnung  an. 
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Statt  von  den  beiden  Flächen  (1)  auszugehen,  dürfen  wir 
den  Büschel  auch  durch  irgend  zwei  Flächen  bestimmen,  die  dem- 
selben angehören,  also  bei  ungleichen  Marken  Xi  und  X2  auch 
durch  die  beiden  Flächen: 

F  +  ;ii*  — 0,  F  +  22*  =  0. 

Die  Flächen  des  Büschels  (2)  gehen  durch  die  Schnittlinie 
der  beiden  Flächen  (1)  hindurch.  Denn  sobald  die  beiden  Glei- 
chungen (1)  für  irgend  einen  Punkt  (x)  erfüllt  sind,  mufs  auch 
bei  beliebigem  Werte  von  X  die  Gleichung  (2)  für  denselben 
Punkt  befriedigt  werden. 

Dagegen  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  der  nicht  der 
Schnittlinie  angehört,  eine  einzige  Fläche  des  Büschels  hindurch. 
Für  einen  Punkt  (x'),  der  nicht  in  der  Schnittlinie  liegt,  können 
F  (x)  und  ^  (x)  nicht  beide  verschwinden;  also  giebt  es  einen 
einzigen  Wert  Xy  welcher  der  Gleichung  genügt: 

F  (x')  +  A*  (x')  —  0. 

Jede  Tangente  der  Schnittlinie  ist  auch  Tangente  an  die 
Flächen  des  Büschels.  Um  das  zu  erkennen,  lassen  wir  eine 
Gerade  sich  so  bewegen,  dafs  sie  durch  einen  festen  Punkt  und 
einen  veränderlichen  Punkt  der  Schnittlinie  geht;  die  Grenzlage, 
welche  diese  Sekante  erhält,  wenn  der  zweite  Punkt  dem  ersten 
unbegrenzt  nahe  kommt,  ist  die  Tangente  der  Kurve.  Da  aber 
sowohl  der  feste  wie  der  bewegliche  Punkt  auf  jeder  Fläche  des 
Büschels  liegt,  so  fuhrt  die  vorgenommene  Operation  auch  auf 
eine  Tangente  der  Fläche. 

Hiemach  mufs  die  Tangentialebene  für  jede  Fläche  des 
Büschels  durch  die  Tangente  der  Schnittlinie  gehen;  alle  Tan- 
gentialebenen bilden  ebenfalls  einen  Büschel;  durch  die  Wahl  der 
Tangentialebene  ist  auch  die  Fläche  des  Büschels  bestimmt. 

2.   Durch  die  beiden  Fachen: 

(3)     ^ZixXiXx  =0y   UhixXiXx  ^^  0 
wird  der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung: 

(4)     2:{aix  +  Xhix)xiXx  =»  0 
bestimmt. 

Die  Polareigenschaften  gründen  sich  auf  folgenden  einfachen 
Satz: 

Wenn  zwei  Punkte  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sind,  so  sind  sie  auch 

12* 
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konjugierte  Pole  für  jede  Fläche  des  Büschels,  dem  die 
beiden  gegebenen  Flächen  angehören. 

Die  Punkte  (x')  und  {x}  mögen  konjugierte  Pole  in  Bezug 
auf  die  Flächen  (3)  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

(5)     UZix  X, '  xx"  =  0,  i;htx  Xi '  x/  —  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber: 

(G)     2;(a,x  +  ^b,x)x/x/  — 0, 
und  daraus  geht  die  Behauptung  unmittelbar  hervor. 

Wenn  aber  die  Punkte  (x')  und  (x")  nicht  für  jede  Fläche 
des  Büschels  konjugierte  Pole  sind,  so  giebt  es  immer  eine  Fläche 
desselben,  welche  die  beiden  Punkte  zu  konjugierten  Polen  hat. 
Denn  sobald  die  Gleichungen  (5)  nicht  beide  erfüllt  sind,  genügt 
die  Gleichung  (6),  um  den  Koefficienten  X  zu  bestimmen. 

3.  Die  Polarebenen  eines  beliebigen  Punktes  in 
Bezug  auf  die  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  einer  geraden  Linie. 

Die  Polarebenen  des  Punktes  (x'J  in  Bezug  auf  zwei  Flächen 
des  Büschels  schneiden  sich,  falls  sie  nicht  zusammenfallen,  in 
einer  geraden  Linie.  Da  jeder  Punkt  dieser  Geraden  nach  dem 
soeben  bewiesenen  Satze  in  Bezug  auf  irgend  eine  Fläche  des 
Büschels  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x)  ist,  mufs  auch  die 
Polarebene  von  (x')  jedesmal  durch  die  Linie  gehen. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  die  Polarebenen  eines  Punktes  für  zwei 
Flächen  des  Büschels  zusammenfallen,  so  hat  dieser 
Punkt  dieselbe  Ebene  zur  Polarebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels. 

4.  Wenn  einem  Büschel  zweiter  Ordnung  eine  Kegel- 
fläche angehört,  so  hat  die  Spitze  derselben  für  alle 
Flächen  des  Büschels  dieselbe  Polarebene; 

und  umgekehrt: 

Ein  Punkt,  welcher  für  alle  Flächen  des  Büschels 
dieselbe  Polarebene  hat,  ist  die  Spitze  eines  demBüschel 
angehörenden  Kegels. 

Um  den  ersten  Satz  zu  beweisen,  bestimmen  wir  den  Büschel 
durch  den  Kegel  und  eine  beliebige  andere  Fläche.  Zur  Spitze 
des  Kegels  ist  in  Bezug  auf  ihn  selbst  jeder  Punkt  des  Raumes 
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konjugierter  Pol ;  jeder  Punkt  der  Polarebene  der  Spitze  in  Bezug 
auf  die  zweite  Fläche  ist  also  konjugierter  Pol  für  zwei,  und 
somit  auch  für  alle  Flächen  des  Büschels. 

Beim  Beweise  der  Umkehrung  haben  wir  zu  unterscheiden, 
ob  der  Punkt  in  der  gemeinschaftlichen  Polarebene  liegt  oder 
nicht.  Im  letzten  Falle  darf  diejenige  Fläche  des  Büschels,  welche 
durch  den  Punkt  geht,  zu  diesem  Punkte  keine  Polarebene  liefern; 
denn  einerseits  sind  zu  ihm  in  Bezug  auf  diese  Fläche  die  Punkte 
der  gegebenen  Ebene  konjugierte  Pole,  anderseits  mufs  der  Punkt 
zu  sich  selbst  konjugierter  Pol  sein;  er  ist  also  singulärer  Punkt, 
oder  die  Fläche  ist  ein  Kegel  und  der  Punkt  sein  Scheitel,  wenn 
nicht  etwa  die  hindurchgelegte  Fläche  in  ein  Ebenenpaar  oder 
eine  Doppelebene  übergeht. 

Wenn  aber  der  Punkt  in  der  gemeinschaftlichen  Polarebene 
und  somit  auch  in  der  Schnittlinie  der  Flächen  liegt,  so  kann 
man  (nach  der  Schlufsbemerkung  von  Nr.  2)  eine  Fläche  dadurch 
bestimmen,  dafs  man  verlangt,  in  Bezug  auf  diese  Fläche  solle 
dem  Punkte  auch  noch  ein  Punkt  Jti  zugeordnet  sein,  der  nicht 
in  jener  Ebene  liegt.  Für  diese  Fläche  hat  der  Punkt  wiederum 
keine  feste  Polarebene,  er  ist  vielmehr  singulärer  Punkt. 

5.    Hieran  schliefsen  wir  noch  folgenden  Satz  an: 

Wenn    ein    Büschel    zweiter    Ordnung    zwei    Kegel 

enthält,  so  sind  die  Spitzen   konjugierte  Pole  in  Bezug 

auf  alle  Flächen  des  Büschels. 

Sind  die  Punkte  1  und  2  die  Spitzen  zweier  Kegel,  so  ist 
in  Bezug  auf  den  ersten  Kegel  zum  Punkte  1  jeder  Punkt  und 
somit  auch  der  Punkt  2  konjugierter  Pol;  ebenso  ist  dem  Punkte  2 
in  Bezug  auf  den  zweiten  Kegel  der  Punkt  1  zugeordnet;  die 
Punkte  1  und  2  sind  demnach  konjugierte  Pole  für  zwei  und 
damit  für  alle  Flächen  des  Büschels. 

G.  Wir  wollen  die  bisher  gefundenen  Sätze  analytisch  be- 
weisen. Die  Polarebenen  des  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die 
Flächen  (3)  sind; 

(7)      i;^i;<Xi'Xx  =  0,     ^hixXi'Xx  =  0. 

Da  die  Polarebene  desselben  Punktes  für  die  Ebene  (4)  die 
Gleichung  hat: 

S{2Lix  +  Xhix)  xt '  xx  =*  0  oder  2^tx x« '  xx  +  ^  2JhtxXi '  xx  «  0, 
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SO   gehört   sie   dem    durch   die   beiden   Ebenen   (7)   bestimmten 
Büschel  an. 

Macht  man  dieselbe  Konstruktion  für  einen  zweiten  Punkt  (x* ), 
so  vermitteln  die  Flächen  des  Büschels  eine  projektive  Zuordnung 
der  beiden  Ebenenbüschel: 

(8)     U^ix Xi'xx  +  ^  2hix xi "  xx  =  0   und 
S'jLixXi^xx  +  X2:bixXt''xx  =0, 

Indem  man  in  den  beiden  Büscheln  (8)  diejenigen  Ebenen 
einander  zuordnet,  welche  derselben  Fläche  entsprechen,  hat  man 
dem  Koefficienten  X  jedesmal  denselben  Wert  beizulegen.  Dadurch 
werden  (nach  §  5,  7  S.  34)  die  Ebenenbüschel  einander  projektiv 
zugeordnet.  Für  vier  Ebenen  des  ersten  Büschels,  welche  zu  den 
Werten  >li,  2^,  Xs,  X^  des  Koefficienten  X  gehören,  hat  das 
Doppelverhältnis  den  Wert: 

Dies  ist  aber  auch  das  Doppelverhältnis  der  zugeordneten 
Ebenen  des  zweiten  Büschels. 

7.  Wenn  der  Punkt  (x')  für  beide  Flächen  (3)  und  damit 
auch  für  alle  Flächen  (4)  dieselbe  Polarebene  haben  soll,  wenn 
demnach  die  Gleichungen  (7)  dieselbe  Ebene  darstellen  sollen,  so 
dürfen  sich  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  Koefficienten  von 
Xi  .  .  .  X4  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Da 
die  Variabele  xa  in  der  ersten  Gleichung  den  Koefficienten 

2  aax  Xx' 

und  in  der  zweiten  den  Koefficienten 

2haxXx 

X 

hat,  so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(y)     (^11  —  cöbiJxi'  +  (a^j  —  (übiJxg'  +  (ai3  —a}h^^)xz' 

+  (ai4  —  (öbiJxi'  =  0 

(agi   -  (obgjxi'  +  (^22  —  coh^^)x^'  +  (a^^  —  ©bjjjxj' 

+  (a24  —  Qjbgjxi'  —  0 

(^31  —  ^^bgjxi'  +  (agg  —  Q>b32)x2'  +  (a38  —  a>b83)x3' 

+  (^84    -   0>b3jX4'  —0 

(a^i  —  o)h^^)xi'  +  (a42  —  oib^s)^/  +  (^43   -  a>b^3)x3' 

+  (^44  —  cob^^)  X4'  =»  0. 
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Demnach  mufe  co  eine  Wurzel  der  Gleichung  sein: 
(10)       ^2i~^^2i     a^g— «öbgj  .  .  .  a^^  —  cöb^^      ^^ 

•  ••••  •  •• 

I    ^4  1""  ^^^4  l        ^4  2  "~  ^^4  2     •    •    •    ^4  4     ~"  ®^4  4 

Solange  zwischen  den  Koefficienten  a/x  und  hu  keine  be- 
sonderen Beziehungen  bestehen,  hat  die  vorstehende  Gleichung 
vier  verschiedene  Wurzeln  cji  .  .  .  0J4.  Zu  jeder  von  ihnen  gehört 
ein  Wertsystem  (xi ' .  .  .  X4'),  welches  den  Gleichungen  (9)  genügt, 
und  somit  ein  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels  dieselbe  Polarebene  hat.     Daraus  folgt: 

Im  allgemeinen  giebt  es  vier  Punkte  des  Raumes, 
welche  für  alle  Flächen  des  Büschels  dieselbe  Polar- 
-ebene  besitzen. 

8.  Zu  der  Wurzel  g>i  möge  das  Wertsystem  (x)  und  zu  der 
von  cDi  verschiedenen  Wurzel  a?2  das  Wertsystem  (x")  vermittelst 
der  Gleichungen  (9)  zugeordnet  sein.  Es  möge  demnach  in  den 
Gleichungen  (9)  co  durch  (Oi  ersetzt  werden  und  aufserdem  möge 
sein : 

(an  —  o>jbu)  Xi"  +  .  .  .  +  (ai4  —  co^bü)  X4"  =  0 

1^X1«  9  •  •  •  •  •  •  • 

(a4i  —  ö^ibii)  xi"  +  .  .  .  +  (a44  —  afiWj^)  X4"  =  0. 
Die  Gleichungen  (9)   multiplizieren  wir   der  Reihe  nach  mit 
Xi",  Xf\  X3'',  X4";  dann  folgt  durch  Addition: 

(12)  Hiiu  xi '  x/  —  a>,  i;hix  Xi '  xx"  =  0. 

Ebenso  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (11)  durch  Multipli- 
kation mit  Xi'  .  .  .  X4'  die  Gleichung  her: 

(13)  2zix  xi "  xx  —  CO2  2hix  Xi"  xx  =  0. 
Da  aber 

Uzix  Xi '  Xx '  =  U  a£x  xi "  Xx',   ^  bix  Xx '  Xx"  =  ^  bix  x* "  Xx' 
ist,   so  ergiebt  sich  durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (12)  und 
(13)  die  Relation: 

(<ü,    Cüj»)  ^\iLX  Xi  '  Xx     =  0. 

Hier  ist  der  Faktor  o?,  —  co^  von  null  verschieden.  Da  somit 
der  zweite  Faktor  verschwinden  mufs,  gehen  aus  den  Gleichungen 
(12)  und  (13)  die  Beziehungen  hervor: 

(14)      ^Ziy  Xi  '  Xx    =  0,    2;  bix  Xi  '  Xx    =  0. 
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Diese  beiden  Gleichungen  sagen  aus,  dafs  die  Punkte  (x') 
und  (x")  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des 
Büschels  sind. 

Es  mögen  jetzt  1,  2,  3,  4  die  vier  Punkte  sein,  von  denen 
jeder  für  alle  Flächen  des  Büschels  eine  gemeinsame  Polarebene 
besitzt.  Dann  sind  zum  Punkte  1  die  drei  Punkte  2,  3,  4  kon- 
jugierte Pole;  also  ist  die  durch  die  drei  Punkte  2,  3,  4  gelegte 
Ebene  Polarebene  zum  Punkte  1  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels.  Da  dasselbe  von  den  andern  Punkten  gilt,  so  ist  das 
Tetraeder,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  1,  2,  3,  4  sind,  gemein- 
sames Polartetraeder  für  alle  Flächen  des  Büschels. 

Die  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  haben 
im  allgemeinen  ein  gemeinsames  Polartetraeder. 

9.  Die  Gleichung  (10)  ist  die  Bedingung  dafür,  dafs  die 
Gleichung 

2  (aix  —  cohix )  X£  xx  =  0 
einen  Kegel  darstellt.     Wenn  umgekehrt  die  Fläche 

2:{^ix  +  Xhix)xiXx  =0 
ein  Kegel  sein  soll,  so  mufs  die  Determinante 

ai  1  +  Abi  1   .  .  .  ai  4  +  Ab|  4 
..... 

^41    +  Abii     .    .    .    a44    +  ^1^44 

verschwinden. 

Daraus  gehen  »folgende  Sätze  hervor : 

Einem  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  gehören 
im  allgemeinen  vier  Kegel  an;  die  Spitzen  derselben 
sind  die  Eckpunkte  des'gemeinsamen  Polartetraeders. 

Wir  können  den  ersten  Teil  des  Satzes  auch  in  folgender 
Weise  aussprechen: 

Durch  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  gehen  im  allgemeinen  vier  Kegel  zweiter 
Ordnung  hindurch. 

Um  aus  diesem  Satze  noch  eine  andere  einfache  Folgerung 
zu  ziehen,  berücksichtigen  wir  folgendes.  Durch  neun  Punkte, 
die  keine  besondere  Lage  zu  einander  haben,  läfst  sich  eine  einzige 
Fläche  zweiter  Ordnung  legen;  durch  acht  von  diesen  Punkten 
und  einen  beliebig  gewählten  neunten  Punkt  ist  eine  zweite  Fläche 
zweiter  Ordnung  bestimmt.     Diese  acht  Punkte  liegen  auf  jeder 
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Fläche  des  durch  die  beiden  Flächen  bestimmten  Büschels;  der 
Büschel  selbst  ist  durch  die  acht  Punkte  bestimmt.  Wir  erhalten 
hiernach  den  Satz: 

Durch  acht  Punkte  des  Raumes  lassen  sich  im  all- 
gemeinen vier  Kegel  zweiter  Ordnung  legen. 

10.  Indem  wir  die  Spitzen  der  vier  in  einem  Büschel  ent- 
haltenen Kegel  zu  Eckpunkten  eines  Koordinatentetraeders  wählen, 
nehmen  die  Gleichungen  der  Flächen  die  Form  von  vier  Qua- 
draten an.     Es  ist  also: 

.     .    Jb^a^xxz XX  =  A^yf  +  A,y|  +  A,yl  +  A,y| 
^     ^    ^b,xx.xx  =  B,yf  -f  B^yl  -f  B3y|  +B,y|. 

Die  Lösung  der  Aufgabe: 

Zwei  homogene  quadratische  Formen  in  vier  Variabein  als 
Summe  derselben  vier  Quadrate  darzustellen,  kommt  hiernach  auf 
das  folgende  hinaus: 

Man  bestimme  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (10);  zu  jeder 
Wurzel  suche  man  ein  Wertsystem  (xj '  .  .  .  X4'),  welches  den 
Gleichungen  (9)  genügt.  Alsdann  wähle  man  vier  homogene 
lineare  Funktionen  yi,  ya,  ys,  y4  von  Xi  .  .  .  X4  derartig,  dafs 
jede  unter  ihnen  für  je  drei  der  gefundenen  Wertsysteme  ver- 
schwindet. Stellen  wir  jetzt  die  beiden  quadratischen  Formen 
durch  die  neuen  Variabein  yi  .  .  .  y4  dar,  so  fallen  die  Produkte 
yiyx  für  ungleiche  Marken  i,  x  weg. 

11.  Wir  multiplizieren  die  erste  Gleichung  (15)  mit  Bi,  die 
zweite  mit  Ai  und  subtrahieren;  dadurch  erhalten  wir  die  Gleichung: 
j;(B»a,x  — A4b,x)xiXx  =  (A2B,  ~  AiBJy«  +  (AsBi  —  AiB,)y§ 

-f  (A4B,  ~  A.BOyf. 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  enthält  nur  drei  Quadrate ; 
daher  mufs  auch  durch  das  Verschwinden  der  linken  Seite  ein 
Kegel  dargestellt  werden;  es  verschwindet  also  die  Determinante: 

Biaii  —  Aibn   .  .  .  B,ai4  —  A,bi4 
«••••*  ■ 

I  Bia4i — Aib^i   .  .  .  Bia44  —  Aib4  4 
oder  der  Quotient  Ai  :  Bi    ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  (10). 
Aus  demselben  Grunde  sind  auch  die  Quotienten  A»  :  B^, 
A3  :  B3,  A4  :  B4  Wurzeln  der  Gleichung  (10).     Da  wir  über   die 
Marken  noch  beliebig  verfügen  können,  so  dürfen  wir  setzen: 

Ai   =»»  BiCDi,    A3  —  BiCÜ2,    A3  =«  Bj03,    A4  =  B4CO4. 
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Da  die  Wurzeln  coi  .  .  .  CÖ4  auch  imaginär  sein  können, 
müssen  wir  für  die  Koefficienten  im  Ausdrucke  für  yi  ...  5-4, 
sowie  für  die  neuen  Koefficienten  Ai  .  .  .  A4,  Bi  .  .  .  B4  auch 
komplexe  Werte  zulassen.  Wir  dürfen  daher  auch  noch  weitere 
imaginäre  Gröfsen  benutzen  und  demnach 

y,  /B,  ==  z, ,  y2  VB^  =  z^,  yg  KB^  =  Z3,  y^  KB4  =  Z4 
setzen.     Dadurch  erhalten  wir  folgende  Darstellung: 
UaixXiXx  =  a>jZf  +  cw^zf  +  cojzl  +  ö>^z| 
-S'bixX/Xx  =  zf  +  zl  +  z|  +  z|, 
'WO  föi  .  .  .  a>4  die  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  sind. 

12.  Wir  gehen  zu  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  zurück  und 
nehmen  an,  das  benutzte  Koordinatensystem  habe  keinerlei  be- 
sondere Lage  dem  Büschel  gegenüber;  hiernach  vertritt  die  Ebene 
X4  =  0  eine  beliebige  Ebene  des  Raumes.  Setzen  wir  in  der 
Gleichung  (4)  die  Variabele  X4  gleich  null,  so  stellt  diese  Gleichung 
den  Schnitt  der  Flächen  des  Büschels  mit  der  Ebene  X4  =  0  dar. 
Daraus  geht  hervor,  dafs  jede  Ebene  einen  Flächenbüschel 
zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnittsbüschel  schneid  et. 

Da  die  Kurven  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  im  allge- 
meinen vier  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  so  wird  auch  die 
Schnittlinie  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  im  allgemeinen  von 
einer  Ebene  in  vier  Punkten  geschnitten.  Diese  Schnittlinie  kann 
aber  nur  dann  einen  ebenen  Zweig  besitzen,  wenn  dem  Büschel 
ein  Ebenenpaar  oder  eine  Doppelebene  angehört.  Soll  dieser 
Fall  eintreten,  so  müssen  die  Koefficienten  in  den  Gleichungen 
der  Flächen  besonderen  Bedingungen  genügen  (vergleiche  den 
folgenden  Paragraphen).  Solange  also  zwei  Flächen  nicht  beson- 
dere Lage  zu  einander  haben,  hat  ihre  Schnittlinie  mit  jeder  Ebene 
nur  eine  endliche  Zahl  von  Punkten  gemein;  sie  ist  eine  Raum- 
kurve. Nun  legen  wir  einer  Raumkurve  die  mte  Ordnung 
bei,  wenn  sie  mit  einer  Ebene  im  allgemeinen  m  Punkte  gemein 
hat  (genauer,  wenn  die  Schnittpunkte  vermittelst  einer  Gleichung 
mten  Grades  berechnet  werden).     Daher  gilt  der  Satz: 

Die  Schnittlinie  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
ist  im  allgemeinen  eine  Raumkurve  vierter  Ordnung. 

13.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  beiden  Punkte  (x')  und 
(x")  der  Ebene  x.t  =  0  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Flächen 
des  Büschels  sind,   ergiebt  sich  aus   den  Gleichungen   (5),   wenn 
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man  darin  X4'  und  X4''  gleich  null  setzt.  Daher  sind  Punkte  dieser 
Ebene,  die  einander  in  Bezug  auf  den  in  ihr  enthaltenen  Kegel- 
schnittsbüschel konjugiert  zugeordnet  sind,  auch  konjugierte  Pole 
für  die  Flächen  des  Büschels. 

In  I  §  23  haben'  wir  für  die  Kegelschnittsbüschel  folgende 
Sätze  gefunden:  Im  allgemeinen  hat  jeder  Punkt  einen  konju- 
gierten Pol,  den  Schnittpunkt  der  Polaren  des  Punktes;  nur  drei 
Punkte  haben  dieselbe  Polare  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des 
Büschels;  diese  drei  Punkte  sind  die  Eckpunkte  eines  den  Kurven 
gemeinsamen  Polardreiecks;  zugleich  ist  jeder  dieser  Punkte  der 
singulare  Punkt  für  ein  Linienpaar,  welches  dem  Büschel  angehört; 
weitere  Linienpaare  sind  in  dem  Büschel  nicht  enthalten. 

Dementsprechend  sind  die  Punkte  der  Ebene  einander  paar- 
weise in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  zugeordnet;  dabei 
entspricht  jedem  ihrer  Punkte  der  Schnittpunkt  der  gemeinsamen 
Polare  mit  der  Ebene.  Nur  die  Polaren  dreier  Punkte  fallen  ganz 
in  die  Ebene  hinein,  und  zwar  ist  die  Verbindungslinie  von  je 
zweien  dieser  Punkte  jedesmal  die  Polare  des  dritten.  Diese  drei 
Punkte  bilden  mit  dem  Pol  der  Ebene  in  Bezug  auf  eine  beliebig 
ausgewählte  Fläche  des  Büschels  die  Ecken  eines  Polartetraeders 
der  Fläche.  (Dabei  wird  nur  vorausgesetzt,  dafs  die  Ebene  von 
der  Flache  nicht  berührt  wird.)  Speciell  bilden  die  Verbindungs- 
linien der  drei  Punkte  mit  der  Spitze  eines  dem  Büschel  ange- 
hörenden Kegels  drei  konjugierte  Durchmesser  dieses  Kegels. 

Aus  den  oben  erwähnten  Sätzen  geht  ferner  unmittelbar 
hervor,  dafs  drei  Flächen  des  Büschels  die  gegebene  Ebene  in 
Linienpaaren  schneiden.  Jede  dieser  Flächen  wird  von  der  Ebene 
berührt  (§  13,  5,  S.  1)4).     Demnach  gilt  der  Satz: 

In  einem  Flächenbüschel  giebt  es  im  allgemeinen 
drei  Flächen,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren; 
die  Berührungspunkte  haben  die  Eigenschaft,  dafs  die 
Verbindungslinie  von  je  zwei  unter  ihnen  die  gemein- 
same Polare  des  dritten  Punktes  ist. 

Den  ersten  Teil  dieses  Satzes  sprechen  wir  noch  in  folgender 
Weise  aus: 

Es  giebt  im  allgemeinen  drei  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch  acht  Punkte  gehen  und  eine  vor- 
geschriebene Ebene  berühren. 
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Indem  wir  die  ausgewählte  Ebene  durch  die  unendlichferne 
Ebene  ersetzen,  erhalten  wir  folgende  Sätze: 

Der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  enthält  im 
allgemeinen  drei  Paraboloide;  zieht  man  durch  den 
Mittelpunkt  irgend  einer  Fläche  des'Büschels  die  Paral- 
lelen zu  den  Durchmessern  dieser  Paraboloide,  so  bilden 
diese  für  die  Fläche  ein  System  konjugierter  Durch- 
messer. 

Durch  acht  Punkte  von  allgemeiner  Lage  lassen  sich 
drei  Paraboloide  legen. 

14.  Für  besondere  Lagen  der  Ebene  weist  der  ausgeschnittene 
Kegelschnittsbüschel  specielle  Eigenschaften  auf.  So  müssen  die 
Kurven  des  Büschels  einander  sämtlich  berühren,  wenn  die  Ebene 
eine  Tangente  der  Raumkurve  vierter  Ordnung  enthält.  Ferner 
schneidet  in  dem  Falle,  dafs  die  Ebene  durch  die  Spitze  eines 
dem  Büschel  angehörenden  Kegels  geht,  dieser  Kegel  in  einem 
Geradenpaare  und  vertritt,  ohne  im  eigentlichen  Sinne  zu  be- 
rühren, eine  berührende  Fläche. 

Besonderes  Interesse  gewährt  der  Fall,  dafs  die  Ebene  einen 
Kegel  des  Büschels  berührt.  Alsdann  gehört  dem  Kegelschnitts- 
büschel eine  Doppelgerade  an,  nämlich  die  Erzeugende  des  Kegels, 
längs  deren  die  Berührung  stattfindet.  Nach  I  §  25  hat  jeder 
Punkt  der  Doppelgeraden  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels 
dieselbe  Polare.  Der  Kurvenbüschel  besitzt  einfach  unendlichviele 
gemeinsame  Polardreiecke;  allen  diesen  gehört  die  Doppelgerade 
als  Seite  und  ihr  Pol  als  Eckpunkt  an. 

Da  der  Kurvenbüschel  aufser  der  Doppelgeraden  nur  noch 
ein  einziges  Geradenpaar  enthält,  so  wird  die  Ebene  von  einer 
einzigen  zweiten  Fläche  des  Büschels  berührt. 

15.  Die  Lage  einer  Geraden  den  Flächen  des  Büschels  gegen- 
über braucht  nicht  näher  untersucht  zu  werden;  in  dieser  Hinsicht 
gelten  dieselben  Sätze,  wie  für  den  Kegelschnittsbüschel,  und  die 
Beweise  zeigen  keinerlei  Verschiedenheit.  Es  genügt  daher,  die 
Sätze  anzuführen: 

Unter  den  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung 
giebt  es  im  allgemeinen  zwei,  welche  eine  gegebene 
gerade  Linie  berühren;  ihre  Berührungspunkte  sind 
konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels. 


S  24.    Der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung.  189 

Die  Schnittpunkte  mit  den  einzelnen  Flächen  bilden 
eine  Involution,  deren  Hauptpunkte  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte sind. 

Durch  acht  gegebene  Punkte  gehen  im  allgemeinen 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  ebenfalls 
gegebene  gerade  Linie  berühren. 

1(5.  Es  dürfte  angemessen  sein,  eine  zweite  Methode  kurz 
anzudeuten,  nach  welcher  die  vorhin  bewiesenen  Sätze  gefunden 
werden  können,  und  einige  weitere  Sätze  über  die  Schnittlinie 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  beizufügen. 

Durch  die  drei  Punkte  (g),  (r/),  (C)  sei  eine  Ebene  gelegt; 
dann  lassen  sich  die  Koordinaten  (xi  .  .  .  x^)  irgend  eines  Punktes 
derselben  in  der  Form  darstellen: 

xi  =  ^ili  +  X^i]i  4-  -^sgi 
•         •...* 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  gehen  die  Gleichungen  (3) 
über  in 

2:a,xX/Xx  =«  2! üix  {Xi^i  +  Xif]i  +  Xs^i)  {Xisx  +  Xitix -}- hb») 

=  Aj  jAJ  +  Aj  j^l  +  Ajg^l  -f-  2Ai2Aj22 

"r  ^AjgXjXj  -f-  zAjgXg/j, 

=  B,i^f  +  B,,2|  +B33^|  +  2B,2^,^, 

"T  2BjgAj_/.3  -}-  ^^gsAjA^g. 

Jetzt  gehen  die  Bedingungsgleichungen  dafür,  dafs  zwei  Punkte 
(x)  und  (x")  dieser  Ebene  konjugierte  Pole  der  beiden  Flächen 
sind,  nämlich  die  Gleichungen: 

S  2iix  Xt '  Xx"  =  0,    J^hix  Xi '  Xx"  =  0 

über  in  die  folgenden: 

S  Kqo  Xq  Xa    =  0,  SdqoXq  Xo    =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  gewonnenen  Resultate 
leicht  herleiten. 

17.  In  §  12,  3  (S.  87)  haben  wir  die  Koordinaten  (x')  für 
den  Pol  der  Ebene 

CiXi  +  C2X2  +  C3X3  +  C4X4  =  0 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2a/xXxXx  =  0  bestimmt.     Dabei  fanden 
wir  fiir  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  Ausdrücke,  in  denen 
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die  Koefficienten  der  Ebene  mit  den  Unterdeterminanten  dritten 
Grades  der  aus  den  Koefficienten  a^«  der  Fläche  gebildeten  Deter- 
minante multipliziert  werden.  Sucht  man  den  Pol  dieser  Ebene 
in  Bezug  auf  die  Fläche  (4)  des  Büschels,  so  mufs  man  in  diesen 
Ausdrücken  jeden  Koefficienten  a^x  durch  slix  +  >lbix  ersetzen. 
Daher  werden  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  Funktionen  dritten 
Grades  von  X;  man  erhält  Gleichungen  von  folgender  Form: 

()x,'  =  A,  +  B,X  +  C,2«  +D,V 

•  •  •  •  •  •  • 

Qx:  =  A4  +  B4;i  +  c,)j  +  Da\ 

wo  die  sechzehn  Koefficienten  Aa,  B«,  C«,  D«  von  den  Gröfsen 
aix,  hixy  Ci  abhangen. 

Um  die  Gesamtheit  der  Pole  zu  erhalten,  mufs  man  dem 
Parameter  X  alle  möglichen  Werte  beilegen.  Dadurch  werden 
die  Koordinaten  von  dem  Parameter  X  abhängig;  die  Punkte  füllen 
also  eine  Kurve  an.     Diejenigen  Pole,  welche  in  der  Ebene 

bix, '  +  biXjr'  +  bsXs'  +  b4Xi'  =  0 
liegen,    werden    dadurch   bestimmt,    dafs    man   die  angegebenen 
Werte  der  Koordinaten  in  die  Gleichung  dieser  Ebene  einsetzt; 
da  die  hierdurch  erhahene  Gleichung  vom  dritten  Grade  in  X  ist, 
so  enthält  die  Ebene  drei  Pole.     Es  gilt  also  der  Satz: 

Die  Pole  zu  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  die  Flächen 
eines  Büschels  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Raumkurve  dritter 
Ordnung. 

Auch  die  gegebene  Ebene  wird  von  dieser  Kurve  in  drei 
Punkten  geschnitten;  daher  giebt  es  im  Büschel  drei  Flächen,  für 
welche  der  Pol  einer  gegebenen  Ebene  in  sie  selbst  hineinfällt, 
oder  drei  Flächen   des  Büschels  werden  von   der  Ebene  berührt. 

18.  Wir  haben  gesehen,  dafs  der  vollständige  Schnitt  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  in  einer  Raumkurve  vierter  Ordnung 
besteht.  Nun  zeigt  die  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  dafs 
nicht  umgekehrt  jede  Raumkurve  vierter  Ordnung  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  gemeinschaftlich  ist;  man  nennt  daher  die  Schnitt- 
linie zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Raumkurve  vierter 
Ordnung  erster  Species.  Durch  eine  solche  Kurve  lassen 
sich  vier  Kegel  zweiter  Ordnung  legen.  Jede  Gerade,  die  von 
der  Spitze  eines  solchen  Kegels  nach  einem  Punkte  der  Kurve 
gezogen  werden  kann,  ist  eine  Erzeugende  des  Kegels.     Da  sie 
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eine  beliebige  zweite  Fläche  des  Büschels  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  trifft,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Es  giebt  vier  Punkte  des  Raum^  von  der  Beschaffenheit, 
dafs  jede  von  einem  dieser  Punkte  aus  nach  einem  beliebigen 
Punkte  einer  vorgelegten  Raumkurve  vierter  Ordnung  erster 
Species  gezogene  Gerade  noch  einen  zweiten  Punkt  mit  der  Kurve 
gemein  hat. 

19.  Durch  eine  gegebene  Raumkurve  vierter  Ordnung  erster 
Species  und  einen  ihr  nicht  angehörenden  Punkt  Ji  läfst  sich  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  legen.  Wenn  diese  Fläche  eine  eigent- 
liche geradlinige  Fläche  ist,  so  gehen  durch  jeden  ihrer  Punkte, 
speciell  durch  den  Punkt  x^  zwei  Geraden  der  Fläche  hindurch. 
Jede  dieser  Geraden  hat  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  mit 
der  Kurve  gemein;  sie  ist  eine  Sekante  der  Kurve.  Umgekehrt 
hat  jede  von  jc  ausgehende  Gerade,  welche  die  Kurve  zweimal 
trifft,  mit  der  durch  7t  gelegten  Fläche  des  Büschels  drei  Punkte 
gemein;  sie  gehört  dieser  Fläche  ganz  an.     Somit  gilt  der  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  der  nicht  einer  gegebenen 
Raumkurve  vierter  Ordnung  erster  Species  angehört  und  nicht 
mit  der  Spitze  eines  der  vier  hindurchgehenden  Kegel  identisch 
ist,  gehen  zwei  oder  keine  Sekanten  der  Kurve  hindurch,  jenach- 
dem  die  durch  den  Punkt  und  die  Kurve  gelegte  Fläche  gerad- 
linig oder  ungeradlinig  ist;  in  dem  speciellen  Falle,  dafs  durch 
den  Punkt  einer  der  vier  Kegel  hindurchgeht,  kann  man  durch 
den  Punkt  nur  eine  einzige  Sekante  der  Kurve  legen. 

Man  kann  auch  sagen,  durch  jeden  Punkt  einer  ungeradlinigen 
Fläche  zweiter  Ordnung  gingen  zwei  imaginäre  Gerade  der  Fläche 
hindurch.  Wir  können  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  in 
folgender  Weise  aussprechen: 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  im  allgemeinen  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Sekanten  einer  Raumkurve  vierter  Ordnung 
erster  Species. 

Übungen : 

1)  a)  Die  Schnittkurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
werde  von  einer  Ebene  in  den  vier  reellen  Punkten  a,  ß,  /,  ö 
geschnitten;  welches  ist  die  gemeinschaftliche  Polare  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden  a^  und  yd? 
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b)  Für  welche  Punkte  der  Ebene  gehören  die  gemeinsamen 
Polaren  dieser  selben  Ebene  an? 

c)  In  welchen  Punkten  wird  die  Ebene  von  Flächen  des 
Büschels  berührt.^     Welcher  Art  sind  diese  Flächen? 

d)  Wie  ändern  sich  die  gefundenen  Resultate,  falls  zwei  oder 
alle  vier  Schnittpunkte  imaginär  sind  (vgl.  I  §  23,  9)? 

2)  a)  Nachdem  ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  gegeben 
ist,  lege  man  durch  einen  Punkt  und  eine  gemeinschaftliche  Polare 
eine  Ebene.  Inwieweit  läfst  sich  hiernach  schon  die  Lage  der 
Diagonalpunkte  desjenigen  Vierecks  bestimmen,  welches  die  Schnitt- 
punkte der  Ebene  mit  der  Grundkurve  des  Büschels  zu  Eck- 
punkten hat? 

b)  Wenn  man  aufserdem  von  diesen  Schnittpunkten  zwei 
kennt,  welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  sollen  die  beiden 
andern  gefunden  werden. 

c)  Hiernach  löse  man. folgende  Aufgabe: 

Von  einem  Punkte  aus  soll  man  an  die  Schnittkurve  zweier 
gegebener  Flächen  zweiter  Ordnung  die  Sekanten  konstruieren. 

3)  Wenn  das  einem  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  gemein- 
same Polartetraeder  reell  ist,  so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

a)  entweder  sind  auch  die  vier  Kegel  des  Büschels  reell, 

b)  oder  es  sind  zwei  Kegel  reell,  die  beiden  andern  imaginär. 
Im  ersten  Falle  ist  auch  die  Schnittkurve  reell,   im  zweiten 

ist  sie  imaginär. 

(Die  Gleichungen  der  den  Büschel  bestimmenden  Flächen 
können  in  der  Form  vorausgesetzt  werden: 

a,x2  +  agxf  +  ajxl  +  a^xf  =  0 
b,xf  +  b,x|  +  b3x|  +  b,x|  =  0. 
Da  der  Büschel  nur  ein  einziges  Polartetraeder  besitzen  soll, 
darf  keine  der  sechs  Determinanten   a^  b«  —  ax  b«  verschwinden. 
Aus  der  Beziehung  zwischen  diesen  sechs  Gröfsen  folgt  die  Rich- 
tigkeit der  Behauptung.) 

4)  Wir  betrachten  den  Fall,  dafs  die  vier  Kegel  reell  sind. 
Unter  dieser  Annahme  können  wir  bei  Benutzung  von  drei  posi- 
tiven Konstanten  Ci,  C2,  Cj,  welche  in  der  Beziehung  stehen: 
Ci  +  Cjj  =—  Cj{ ,  die  Gleichungen  der  vier  Kegel  in  der  Form 
schreiben : 
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Kj  —  Cixf  —  c,x|  +  Cgxl  =0,  K,  =  Cixf  +  xj  —  x|  =  0, 
Ks  =  c^xf  +  x|  —  xi  =  0,         K,  =  C3XJ  +  xj  -  x|  =  0. 

a)  Jede  durch  die  Gerade  xi  =  x»  =  0  gelegte  Ebene  hat 
mit  der  Schnittkurve  vier  reelle  Punkte  gemeinschaftlich;  die  fünf 
andern  Kanten  des  Polartetraeders  haben  diese  Eigenschaft  nicht. 

b)  Von  den  vier  Ebenen  des  gemeinschaftlichen  Polartetra- 
eders schneiden  zwei  die  Kurve,  während  die  beiden  andern  keinen 
Punkt  mit  ihr  gemein  haben.  Ebenso  liegen,  die  Spitzen  zweier 
Kegel  je  im  Äufsern  der  drei  andern  Kegel,  während  die  Spitzen 
der  beiden  andern  Kegel  je  im  Innern  zweier  und  im  Äufsern 
eines  Kegels  liegen.  Denjenigen  beiden  Ebenen,  von  denen  die 
Kurve  geschnitten  wird,  liegen  im  Polartetraeder  diejenigen  Eck- 
punkte gegenüber,  welche  im  Äufsern  dreier  Kegel  liegen. 

Wir  wollen  die  beiden  Kegel,  deren  Spitzen  im  Äufsern 
dreier  Kegel  liegen,  als  die  beiden  ersten  und  die  andern  als  die 
beiden  letzten  bezeichnen.  Nachdem  unter  den  beiden  ersten 
einer  willkürlich  als  erster  bezeichnet  ist,  soll  derjenige  dritter 
genannt  werden,  dessen  Spitze  im  Innern  des  ersten  liegt.  Als- 
dann können  wir  sagen: 

Die  Spitze  eines  jeden  der  beiden  ersten  Kegel  liegt  im 
Äufsern  dreier  Kegel;  von  den  beiden  letzten  Kegeln  liegt  die 
Spitze  jedesmal  im  Innern  des  andern;  aufserdem  liegt  die  Spitze 
des  dritten  Kegels  im  Innern  des  ersten  und  die  Spitze  des  vierten 
im  Innern  des  zweiten. 

c)  Die  Tangente,  welche  im  Schnittpunkte  einer  Seitenfläche 
des  Polartetraeders  mit  der  Grundkurve  an  sie  gelegt  wird,  geht 
durch  die  gegenüberliegende  Ecke  des  Tetraeders. 

(Einmal  aus  dem  Begriffe  konjugierter  Pole,  dann  aus  den 
Gleichungen  herzuleiten.) 

d)  Erzeugende  eines  der  vier  Kegel  können  die  Grundkurve 
nur  in  den  Schnittpunkten  mit  einer  gemeinsamen  Polarebene 
berühren. 

e)  Auf  jedem  der  zwei  ersten  Kegel  liegen  vier  Tangenten 
der  Kurve,  während  alle  Erzeugenden  eines  der  beiden  letzten 
Kegel  die  Kurve  in  zwei  getrennten  Punkten  schneiden. 

f)  Jeder  Punkt,  welcher  aufserhalb  der  beiden  ersten  Kegel 
U^gt,  gehört  auch  dem  Äufsern  der  beiden  letzten  Kegel  an; 
ebenso  gehört  das  gemeinsame  Innere  der  beiden  ersten  Kegel 

Kflllng,  Lehrbach  der  analyt.  Geometrie.    II.  13 
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ganz  dem  Innern   der  beiden   letzten   an.     Ein   Punkt,   der  im 

•i    r        \  des  ersten  und  dritten  Kegels  liegt,  gehört  auch  dem 

I  V    ,        I  des  vierten   an;   ebenso  gehört  das  gemeinschaftliche 


Äufsere  \ 


Äufsern  1 


T  }  des  zweiten  und  vierten  Kegels  dem      ,  \  des 

Innere  )  Innern  J 

dritten   an.     Ein  Punkt,   der  im  '  ,  !  des   ersten    und   im 

I  Innern  I 


Innern  |    , 
Äufsern  J 


V   ^        \  des  vierten  Kegels  liegt,  gehört  dem 

dritten  Kegels  an. 

(Man  beachte  die  vier  Gleichungen: 

K,-Ks+K4  — 0,  Kl  +C3Ks-C2K4  =  0, 
Kl  +  CsKj  —  CiK4  =  0,  K,  +  C2K2  -  CiK»  =  0.) 

g)  Liegt  ein  Punkt  ungleichmäfsig  zu  den  beiden  letzten 
Kegeln,  so  liegt  er  auch  ungleichmäfsig  zu  den  beiden  ersten,  und 
zwar  liegt  er  alsdann  gleichmäfsig  sowohl  zum  ersten  und  vierten, 
wie  zum  zweiten  und  dritten. 

h)  Die  vier  Kegel  des  Büschels  teilen  den  Raum  in  acht 
Teile.  Indem  wir  das  Äufsere  durch  +>  das  Innere  durch  — 
bezeichnen,  so  ergeben  sich  folgende  Möglichkeiten: 

K,  + +  +  -  +  - 

K,  +-H +-  + 

K8+  —  +  —  +  H — 

K4+ +     +    + . 

i)  Wenn  wir  das  Resultat  der  Einsetzung  von  (x/  .  .  .  X4') 
in  Ko  durch  K«'  bezeichnen,  können  wir  der  durch  den  Punkt 
(x')  gehenden  Fläche  des  Büschels  auch  die  Gleichung  geben: 

K/xf  -  K,'x|  +  K.'xl  -  K/xJ  =0. 

k)  Durch  diejenigen  Punkte  des  Raumes,  welche  gleichmäisig 
zu  den  beiden  letzten  Kegeln,  aber  ungleichmäfsig  zu  den  beiden 
ersten  Kegeln  liegen,  gehen  die  ungeradlinigen  Flächen  des 
Büschels  hindurch;  durch  jeden  Punkt,  der  zu  den  beiden  ersten 
Kegeln  gleichmäfsig  liegt,  sowie  durch  jeden  Punkt,  der  sowohl 
den  beiden  ersten  wie  den  beiden  letzten  Kegeln  gegenüber  un- 
gleichmäfsig liegt,  läfst  sich  eine  geradlinige  Fläche  des  Büschels 
legen. 
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Mit  andern  Worten :  Von  den  acht  in  h)  aufgezählten  Raum- 
teilen enthalten  die  vier  ersten  alle  geradlinigen  und  die  vier 
letzten  alle  ungeradlinigen  Flächen  des  Büschels. 

1)  Wie  mufs  hiernach  ein  Punkt  des  Raumes  liegen,  damit 
sich  durch  ihn  zwei  reelle  Sekanten  der  Grundkurve  legen  lassen  ? 

m)  Durch  welche  Punkte  des  Raumes  gehen  zwei  imaginäre 
Sekanten,  durch  welche  geht  nur  eine  einzige  Sekante,  und  von 
welchen  Punkten  aus  lassen  sich  unendlich  viele  Sekanten  der 
Raumkurve  ziehen? 

n)  Jede  Fläche  des  Büschels  gehört  zwei  unter  den  in  h) 
aufgestellten  Raumteilen  an.  Man  gebe  an,  in  welcher  Weise  die 
acht  Raumteile  je  zu  zweien  derartig  zusammengehören,  dafs  jede 
Fläche,  welche  Punkte  des  einen  enthält,  auch  teilweise  im  an- 
deren liegt. 

o)  Jede  ungeradlinige  Fläche  wird  entweder  von  der  Ebene 
xs  =0  oder  von  der  Ebene  X4  =  0  nicht  geschnitten;  die  Kante 
Xs  =  X4  =  0  liegt  also  aufserhalb  aller  ungeradlinigen  Flächen  des 
Büschels. 

p)  Die  durch  die  Kante  X3  =X4  =0  gelegten  Ebenen  schneiden 
mindestens  einen  der  Kegel  Ki  und  K^.  Wenn  eine  Ebene  nur 
einen  dieser  beiden  Kegel  schneidet,  so  berührt  sie  eine  ungerad- 
linige Fläche  des  Büschels;  schneidet  sie  aber  beide  Kegel,  so  ist 
sie  aufserdem  noch  Tangentialebene  an  eine  geradlinige  Fläche 
des  Büschels.  Man  gebe  auch  die  Grenzlagen  zwischen  den  hin- 
durchgehenden Ebenen  an. 

q)  Jede  durch  die  Kante  xi  =  x»  =  0  gelegte  Ebene  schneidet 
zwei  Kegel  des  Büschels  in  Geradenpaaren  und  berührt  noch 
eine  geradlinige  Fläche. 

r)  Die  Grundkurve  des  Büschels  besteht  aus  zwei  getrennten 
Zweigen. 

(Man  beachte  die  Lage  ihrer  Punkte  etwa  zum  Kegel  K3.) 

s)  Man  lege  durch  die  Spitze  eines  der  vier  Kegel  eine  den- 

I      schneidende       | 
nicht  schneidende  1  Ebene  und  untersuche  den  auf  dieser 
berührende       j 
Ebene  ausgeschnittenen  Kegelschnittsbüschel. 

5)  a)  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersuchen,  dafs  das  Polar- 
tetraeder  reell,   die   Schnittkurve   aber   imaginär   ist.     Man    soll 

13* 
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nachweisen,  dafs  in  diesem  Falle  unter  Benutzung  dreier  positiver 
Konstanten  ai ,  a^,  a»,  welche  in  der  Beziehung  stehen:  ai  +^3  **"a*» 
die  Gleichungen  der  vier  Kegel  immer  in  der  Form  vorausgesetzt 
werden  dürfen: 

Kl  =  a^xl  -f-  a,x|  +  agxf,  K,  =  a^xf  +  x|  +  x|, 
Ks  =  ^axf  —  x|  +  x|,  K^  =  —  agxf  +  x|  +  x|. 

b)  Auf  verschiedene  Weise  zeige  man,  dafs  die  beiden  reellen 
Kegel  den  Raum  in  drei  Teile  zerlegen :  das  Innere  von  je  einem 
und  das  gemeinsame  Äufsere  der  beiden  Kegel. 

c)  Die  durch  den  Punkt  (x)  gehende  Fläche  des  Büschels 
hat  die  Gleichung: 

Kl  xf  —  K/xf  —  Ks'xf  +  K^'xf  =  0. 
Durch  jeden  Punkt,  der  im  Innern  eines  Kegels  liegt,  geht 
eine  nichtgeradlinige,   durch  jeden  Punkt,  der  im  Äufsern  beider 
Kegel  liegt,  eine  geradlinige  Fläche  des  Büschels. 

d)  Jede  Berührungsebene  an  einen  der  beiden  reellen  Kegel 
schneidet  aus  dem  Flächenbüschel  einen  Kegelschnittsbüschel  aus, 
dessen  Kurven  eine  Berührung  in  zwei  imaginären  Punkten  ein- 
gehen. Die  Ebene  wird  noch  von  einer  nichtgeradlinigen  Fläche 
berührt. 

e)  Jede  andere  Ebene  wird  von  drei  Flächen  des  Büschels 
berührt,  und  zwar  von  einer  geradlinigen  und  zwei  nichtgerad- 
linigen Flächen.  Nur  wenn  die  Ebene  durch  einen  oder  durch 
mehrere  Eckpunkte  des  Polartetraeders  geht,  vertritt  der  durch 
diesen  Punkt  gehende  Kegel  eine  berührende  Fläche. 

f)  Jede  gerade  Linie,  mit  Ausnahme  der  Erzeugenden  eines 
Kegels,  wird  von  zwei  Flächen  des  Büschels  berührt-  Die  durch 
die  Schnittpunkte  mit  den  einzelnen  Flächen  erzeugte  Involution 
ist  hyperbolisch.  Auf  jeder  Geraden  liegt  ein  einziges  Punkte- 
paar, welches  zu  sich  selbst  konjugiert  ist.  Was  gilt  in  dieser 
Beziehung  von  den  Erzeugenden  eines  Kegels? 

g)  Jedem  Büschel  dieser  Art  gehören  drei  Paraboloide  an, 
von  denen  einzelne  durch  Cylinder  ersetzt  werden  können. 

h)  Wenn  einem  Büschel  drei  Cylinder  angehören,  so  haben 
alle  seine  eigentlichen  Flächen  den  Mittelpunkt  mit  dem  Kegel 
gemeinschaftlich. 

i)  Wenn  einem  Büschel  drei  Cylinder  angehören,  so  ist  ent- 
weder einer  oder  es  sind  alle  drei  hyperbolisch. 
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6)  a)  Wir  nehmen  an,  die  Gleichung  (10)  habe  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Wieviel  Eckpunkte,  wieviel  Ebenen 
und  wieviel  Kanten  des  gemeinsamen  Polartetraeders  sind  jetzt 
reell? 

b)  In  fliesem  Falle  gehören  dem  Büschel  nur  zwei  Kegel  an, 
deren  Gleichungen  auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

xf  +  2X3X,  =  0,  x|  +  x|  -  x|  =  0. 

c)  Von  der  Spitze  eines  jeden  der  beiden  Kegel  gehen  zwei 
Tangenten  an  die  Kurve  aus.  Wo  liegen  die  Berührungspunkte 
dieser  Tangenten.^  Was  gilt  von  den  Erzeugenden  eines  jeden 
der  beiden  Kegel? 

d)  Man  zeige  hiernach,  dafs  die  Schnittkurve  aus  einem 
Zweige  besteht. 

e)  Die  beiden  Kegel  zerlegen  den  Raum  in  vier  Teile.  Wie 
lassen  sich  dieselben  charakterisieren? 

f)  Die  vier  Raumteile  gehören  in  der  Weise  zusammen,  dafs 
jede  Fläche  in  zwei  von  ihnen  eintritt.  In  welchen  Teilen  liegen 
die  geradlinigen,  in  welchen  die  ungeradlinigen  Flächen? 

g)  Jede  Geradenschar  auf  einer  Fläche  des  Büschels  enthält 
sowohl  eigentliche  als  uneigentliche  Sekanten,  sowie  zwei  Tan- 
genten der  Grundkurve. 

h)  Man  untersuche  den  Schnitt  mit  den  Ebenen  xi  =  0, 
xs  =  0,  Xi  =  0. 

7)  a)  Wenn  die  Gleichung  (10)  vier  imaginäre  Wurzeln  hat, 
so  sind  die  Eckpunkte  und  die  Seitenflächen  des  gemeinsamen 
Polartetraeders  imaginär;  nur  ein  Paar  Gegenkanten  sind  reell. 
Die  Flächen  haben  ein  einziges  Paar  von  reciproken  Polaren 
gemeinsam. 

b)  Dem  Büschel  gehört  kein  Kegel  an.  Zwei  beliebige  Flächen 
desselben  lassen  sich  durch  die  Gleichungen  darstellen: 

XjX^j  +  ax3X4  =0,  xf  —  x|  +  x|  —  x|  =  0, 
wo  a  von  ±  1  verschieden   ist.     Der  Büschel  enthält  nur  gerad- 
linige Flächen. 

c)  Jede  Gerade  der  einen  Schar  auf  einer  Fläche  des  Büschels 
schneidet  die  Grundkurve  in  verschiedenen  Punkten;  daher  besteht 
diese  aus  zwei  getrennten  Zweigen.  Unter  den  Geraden  der 
andern  Schar  giebt  es  vier  Tangenten,  welche  die  eigentlichen 
und    die   uneigentlichen  Tangenten   von    einander  trennen;    die 
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Schnittpunkte    einer   eigentlichen   Sekante,  welche   dieser  Schar 
angehön,  liegen  jedesmal  auf  demselben  Zweige. 

d)  Von  jedem  Punkte  des  Raumes  gehen  zwei  Sekanten  der 
Kurve  aus;  von  diesen  ist  mindestens  eine  eine  eigentliche  Sekante. 

e)  Jede  Ebene  hat  mit  der  Kurve  zwei  oder  vier  Punkte 
gemeinschaftlich,  falls  sie  nicht  etwa  durch  eine  ihrer  Tangenten 
hindurchgeht. 

f)  Man  untersuche  den  Kegelschnittsbüschel,  in  welchem  eine 
beliebige  durch  die  Gerade  Xi  =  X4  =  0  gehende  Ebene  schneidet. 
Welche  Verschiedenheiten  können  für  die  Ebenen  noch  bestehen, 
die  sich  durch  diese  Gerade  legen  lassen? 

8)  a)  Zwei  Kegel  zweiter  Ordnung,  die  einander  nicht  be- 
rühren, schneiden  einander  in  einer  Kurve,  welche  entweder  aus 
zwei  Zweigen  oder  aus  einem  Zweige  besteht  oder  imaginär  ist. 
Man  charakterisiere  in  jedem  dieser  Fälle  den  zugehörigen  Büschel. 

b)  Statt  der  beiden  Kegel  kann  man  zwei  ungeradlinige 
Flächen  wählen. 

9)  Einem  gegebenen  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  gegen- 
über zerfallen  die  Geraden  des  Raumes  in  verschiedene  Gruppen. 

a)  Zwei  Flächen  des  Büschels  schneiden  die  Gerade  derartig 
in  zwei  Punktepaaren,  dafs  die  Punkte  des  einen  Paares  durch 
die  des  andern  getrennt  werden.  Alsdann  wird  jede  Fläche  von 
der  Geraden  geschnitten,  keine  berührt.  Die  Schnittpunkte  mit 
den  Flächen  erzeugen  eine  elliptische  Involution.  Auf  der  Geraden 
liegt  kein  Paar  konjugierter  Pole. 

b)  Die  beiden  Punkte,  in  denen  die  Gerade  von  einer  Fläche 
geschnitten  wird,  liegen  in  einer  (endlichen  oder  unendlichen) 
Strecke,  welche  von  den  Schnittpunkten  mit  einer  bestimmten 
andern  Fläche  begrenzt  wird.  In  diesem  Falle  ist  die  auf  der 
Geraden  erzeugte  Involution  hyperbolisch.  Auf  ihr  liegt  ein  Paar 
konjugierter  Pole.  Dem  Büschel  gehören  auch  Flächen  an,  welche 
keinen  Punkt  mit  der  Geraden  gemeinschaftlich  haben;  zwei  seiner 
Flächen  werden  von  der  Geraden  berührt. 

c)  Die  Gerade  geht  durch  einen  einzigen  Punkt  der  Schnitt- 
kurve, ohne  sie  zu  berühren.  Jetzt  erzeugen  die  Flächen  des 
Büschels  auf  ihr  eine  parabolische  Involution.  Sie  wird  von  einer 
einzigen  seiner  Flächen  berührt. 

d)  Die  Gerade  hat  mit  der  Schnittkurve  zwei  Punkte  gemein 
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und  gehört  infolge  dessen  einer  Fläche  des  Büschels  an.  Von 
jedem  ihrer  Punkte  geht,  falls  sie  nicht  auf  einem  Kegel  des 
Buscheis  liegt,  noch  eine  zweite  Sekante  der  Kurve  aus.  Auf  ihr 
liegen  unendlich  viele  Paare  konjugierter  Pole,  welche  eine  hyper- 
bolische Involution  bilden. 

e)  Die  Gerade  liegt  auf  einer  Fläche  des  Büschels,  hat  aber 
mit  keiner  andern  einen  Punkt  gemeinschaftlich;  sie  ist  eine  un- 
eigentliche Sekante.  Sie  enthält  unendlich  viele  Paare  konjugierter 
Pole,  und  diese  bilden  eine  elliptische  Involution. 

f)  Die  Gerade  ist  Tangente  an  die  Schnittkurve  und  liegt 
somit  auf  einer  Fläche  des  Büschels.  Sie  ist  gemeinsame  Polare 
zu  ihrem  Berührungspunkte,  und  die  Polaren  zu  ihren  übrigen 
Punkten  gehen  durch  diesen  Punkt  hindurch. 

10)  Welche  von  den  in  9)  angegebenen  Fällen  sind  noch 
möglich,  falls  die  Flächen  des  Büschels  keinen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben? 

11)  a)  Nachdem  eine  gerade  Linie  gegeben  ist,  auf  welcher 
unendlich  viele  zu  einander  konjugierte  Punktepaare  liegen,  sollen 
alle  andern  geraden  Linien  bestimmt  werden,  denen  dieselbe 
Eigenschaft  zukommt  und  die  mit  der  gegebenen  Geraden  einen 
Punkt  gemein  haben. 

b)  Welche  Fläche  wird  von  diesen  geraden  Linien  erzeugt? 

c)  In  welchen  Teilen  des  Raumes  liegen  für  den  in  4)  be- 
handelten Fall  die  sämtlichen  derartigen  Geraden? 

d)  Durch  welche  Punkte  geht  nur  eine  einzige  derartige 
Gerade? 

e)  Durch  welche  Punkte  lassen  sich  unendlich  viele  gerade 
Linien  legen,  denen  die  angegebene  Eigenschaft  zukommt? 

f)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  hier  betrachteten  Geraden 
zu  der  Grundkurve  des  Büschels? 

12)  a)  Die  Determinante  (10),  durch  deren  Verschwinden 
die  vier  Kegel  eines  Flächenbüschels  bestimmt  werden,  wird  bei 
Einfuhrung  neuer  Koordinaten  nur  mit  einem  konstanten  Faktor 
multipliziert. 

(Man  beweise  diesen  Satz  entweder  rein  begrifflich  oder  leite 
ihn  aus  einem  bekannten  Determinantensatze  her.) 

b)  Man  bestimme  die  geometrische  Bedeutung  für  das  Ver- 
schwinden des  Koefficienten  von  co  in  der  Gleichung  (10). 
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(Man  kann  davon  ausgehen,  dais  dieser  Koefficient  auf  die 
Form  gebracht  werden  kann  ühixAix,  wo  Aix  die  zu  a/x  ge- 
hörende Unterdeterminante  ist,  und  dann  Übung  9  von  §  2^ 
beachten.  Ebenso  leicht  ist  es,  ein  neues  Koordinatensystem  so 
zu  wählen,  dafs  die  Koeßicienten  aix  bis  auf  an,  a^s,  ass,  b.aa 
verschwinden  und  dafs  zugleich  bn  =b2s  =bss  =0  wird.) 

c)  Man  soll  die  geometrische  Bedeutung  für  das  Verschw^inden 
des  Koefficienten  von  o>'  in  der  Gleichung  (10)  bestimmen. 

d)  Einer  Fläche  zweiter  Ordnung  A  sei  ein  Polartetraeder 
einer  zweiten  Fläche  B  eingeschrieben;  ist  jetzt  auch  notwendig 
der  Fläche  B  ein  Polartetraeder  von  A  eingeschrieben? 

e)  Man  suche  die  geometrische  Bedeutung  für  das  Ver- 
schwinden des  Koefficienten  von  co*  in  der  Gleichung  (10). 

(Sobald  es  ein  Polartetraeder  der  zweiten  Fläche  giebt,  deren 
Kanten  die  erste  Fläche  berühren,  wird  jener  Koefficient  gleich 
null.  Das  erkennt  man,  indem  man  die  Flächen  auf  ein  solches 
System  bezieht  und  berücksichtigt,  dafs  die  Gleichung 

aiia,,  —  a^*,  =0 
befriedigt  wird,  wofern  die  Axe  X3=X4=0  die  erste  Fläche 
berührt.  Umgekehrt  kann  man  ein  Polartetraeder  der  zweiten 
Fläche  immer  so  wählen,  dafs  fünf  seiner  Kanten  Tangenten  an 
die  erste  Fläche  sind;  indem  man  dies  Tetraeder  für  die  Be- 
stimmung der  Koordinaten  benutzt,  kann  der  genannte  Koefficient 
nur  verschwinden,  wenn  auch  die  sechste  Kante  von  der  ersten 
Fläche  berührt  wird.  Demjenigen,  welcher  mit  der  Plückerschen 
Geradenkoordinaten  vertraut  ist,  mufs  geraten  werden,  den  Beweis 
mit  ihrer  Hilfe  zu  erbringen.) 

f)  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  die  Kanten 
eines  Polanetraeders  einer  zweiten  Fläche  berührt  wird,  so  giebt 
es  auch  Polartetraeder  der  ersten  Fläche,  deren  Kanten  sämtlich 
Tangenten  an  die  zweite  Fläche  sind. 

13)  Durch  die  Spitzen  der  zwölf  Kegel,  welche  sich  durch 
die  Schnittkurve  je  zweier  von  drei  Flächen  zweiter  Ordnung 
legen  lassen,  geht  eine  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung  hindurch. 

Es  seien  ^aixx^xx  =  0,  JSbtx^iXx  =  0,  JS'cixXiXx  —  0  die 
Gleichungen  der  drei  Flächen.  Soll  die  Fläche  ^l£xXiXx=0 
um   das   allen   Flächen   ^  (X  aix  +  A'  b<x)  Xi  xx  =  0   gemeinsame 
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Pülartetraeder  beschrieben  sein,  so  mufs  der  Koefficient  von  a> 
in  der  Determinante 

S±  (ian  +  ^bn  +  aAn)  (Aa«,  +  ^bj,2  +  olja) 

(ias»  +  .  .  .)  (ia44  +  •  •  •) 
für  alle  Werte  von  X  und  n  verschwinden.    Dieser  Ausdruck  ist 
aber  von  der  Form:  A^Co  +X^^Ci  +XiA^Ct  +^^0»  =0. 

In  ähnlicher  Weise  drückt  man  die  Bedingung  dafür,  dafs 
die  Fläche  -SLxx^xx  =0  dem  allen  Flächen 

S  (xa«3c  +  vctx)  Xi  xx  =  0 
gemeinsamen  Polartetraeder  umgeschrieben  ist,  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form  aus: 

;i»Bo  +  ;i«rBi  4-  Xv^^i  +  i^'Bs  =  0, 
und  die  Bedingung  dafür,  dafs  sie  durch  die  Eckpunkte  des  den 
Flächen    2(pihtx  +  vCix)x4Xx  =  0   gemeinsamen    Polartetraeders 
geht,  durch  das  identische  Verschwinden  der  Gleichung 

aus.  Hier  ist  Co  der  Koefficient  von  X^w  in  der  aus  Jla/x  +  cölix 
gebildeten  Determinante,  also  gleich  dem  Ausdruck  ^ltxAix>  wo 
Kix  die  zu  Zix  gehörende  Unterdeterminante  ist. 

Diese  Erwägung  zeigt  uns,  dafs  ist: 

Co  =  Bo,  Cj  =  Ao,  Bj  =  As. 

Es  bleiben  somit  neun  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Koefficienten  Lx. 

§  25. 
Einige  Plächenbüschel  von  speciellem  Charakter. 

1.  Es  kann  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  die  verschiedenen 
Arten  der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  aufzuzählen;  wir  er- 
achten es  aber  für  notwendig,  diejenigen  Fälle  kurz  zu  besprechen, 
in  denen  die  Grundkurve  einen  ebenen  Zweig  enthält.  Die  ein- 
zigen ebenen  Kurven,  die  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen 
können,  sind  der  Kegelschnitt  und  die  Gerade.^ Wir  wollen 
daher  diejenigen  Büschel  kurz  behandeln,  zu  deren  Grundkurve 
entweder  ein  Kegelschnitt  oder  eine  Gerade  gehört.  Um  aber 
auch  hierbei  nicht  zu  sehr  ins  Einzelne  zu  gehen,  schliefsen  wir 
den  Fall  aus,  dafs  ein  der  Grundkurve  angehörender  Kegelschnitt 
in  ein  Geradenpaar  zerfällt;  wir  wollen  überhaupt  ganz  von  dem 
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Falle  absehen,  dafs  zur  Grundkurve  mehr  als  eine  gerade  Linie 
gehört. 

2.  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  geht  durch  jeden  Punkt 
des  Raumes,  der  nicht  in  der  Grundkurve  des  Büschels  liegt,  eine 
einzige  Fläche  desselben  hindurch.  Wenn  jetzt  alle  Flächen  des 
Büschels  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  haben,  so  wählen 
wir  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  dieses  Kegelschnitts,  der 
nicht  in  ihm  liegt,  zur  Bestimmung  einer  Fläche.  Diese  Fläche 
hat  mit  der  Ebene  des  Kegelschnitts  diese  Kurve  selbst  und  einen 
weiteren  Punkt  gemeinschaftlich;  daher  gehört  ihr  die  Ebene 
selbst  an.  Sie  ist  somit  ein  Ebenenpaar  oder  eine  Doppelebene. 
Im  ersten  Falle,  den  wir  zuerst  betrachten  wollen,  besteht  die 
Grundkurve  des  Büschels  aus  den  beiden  Kegelschnitten,  in  denen 
eine  beliebige  Fläche  desselben  von  den  beiden  Ebenen  des  Paares 
geschnitten  wird.  Die  Punkte,  welche  die  Schnittgerade  der 
beiden  Ebenen  mit  der  ausgewählten  Fläche  gemein  hat,  müssen 
den  beiden  Kegelschnitten  angehören. 

Zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  Kegelschnitte  können 
also  nur  dann  die  Grundkurve  für  einen  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung  bilden,  wenn  sie  sich  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  der  Schnittkante  ihrer  Ebenen  treffen.  Umgekehrt  kann 
man  durch  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  Kegelschnitte, 
welche  die  Schnittgerade  dieser  Ebenen  in  denselben  beiden 
Punkten  schneiden,  und  einen  beliebigen  weiteren  Punkt  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  legen.  Statt  nämlich  die  Fläche  in  der 
angegebenen  Weise  zu  bestimmen,  nehme  man  den  gegebenen 
Punkt  des  Raumes,  die  beiden  Punkte  der  Schnittgeraden  und 
noch  je  drei  Punkte  auf  jedem  der  beiden  Kegelschnitte  und  lege 
durch  diese  neun  Punkte,  was  immer  möglich  ist,  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung.  Da  diese  Fläche  mit  jedem  der  beiden  Kegel- 
schnitte fünf  Punkte  gemein  hat,  geht  sie  durch  die  beiden  Kegel- 
schnitte hindurch.  Es  giebt  also  überhaupt  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung,  w^elche  der  angegebenen  Forderung  genügt. 

Um  aber  zu  zeigen,  dafs  es  nur  eine  einzige  derartige  Fläche 
giebt,  legt  man  durch  den  Punkt  des  Raumes  eine  beliebige  Ebene. 
Da  diese  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  in  zwei  (reellen  oder 
imaginären)  Punkten  schneidet,  kennt  man  in  ihr  fünf  Punkte  der 
Fläche  und  somit  einen  Kegelschnitt,  der  ganz  der  Fläche  an- 
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gehören  mufs.  Durch  die  beiden  Kegelschnitte  und  den  gegebenen 
Punkt  geht  also  nur  eine  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung.  Nur 
wenn  der  Punkt  auf  einer  der  beiden  Ebenen  gewählt  wird,  in 
denen  die  Kegelschnitte  liegen,  läfst  sich  diese  Erwägung  nicht 
anstellen.  Dann  mufs  aber  zur  Fläche  diejenige  Ebene  gehören, 
auf  welcher  der  Punkt  gewählt  ist.  In  der  andern  Ebene  kennt 
man  als  Punkte  der  Fläche  die  des  zweiten  Kegelschnittes  und 
die  Schnittlinie  der  Ebenen;  also  besteht  die  Fläche  aus  den  beiden 
Ebenen.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sollen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in  zwei 
Kegelschnitten  schneiden,  so  müssen  diese  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  -haben;  umgekehrt  können  zwei  be- 
liebige Kegelschnitte,  welche  die  Kante  ihrer  Ebenen 
in  denselben  beiden  Punkten  treffen,  zur  Grundkurve 
eines  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  gewählt 
werden. 

3.  Um  die  gemeinsamen  Polartetraeder  zu  finden,  legen  wir 
der  Untersuchung  das  Ebenenpaar  und  eine  beliebige  weitere 
Fläche  #  zu  Grunde.  Zu  der  singulären  Geraden  g  des  Ebenen- 
paares bestimmen  wir  die  reciproke  Polare  p  in  Bezug  auf  die 
Fläche  *.  Nun  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dafs  diese 
beiden  Linien  einander  nicht  schneiden,  mit  andern  Worten,  wir 
setzen  die  beiden  Punkte,  welche  die  singulare  Gerade  mit  den 
Flächen  des  Büschels  gemein  hat,  als  getrennt  voraus.  Jetzt 
schneidet  die  Polare  p  sowohl  das  Ebenenpaar  wie  die  Fläche  * 
in  zwei  Punkten;  es  giebt  aber  zwei  Punkte  a  und  a  auf  p,  die 
zu  den  beiden  Paaren  von  Schnittpunkten  harmonisch  liegen. 
Diese  Punkte  a  und  d  sind  zu  zwei  und  somit  zu  allen  Flächen 
des  Büschels  konjugierte  Pole.  Wählt  man  jetzt  noch  auf  der 
singulären  Geraden  g  zwei  Punkte  |3  und  /3',  welche  für  *  kon- 
jugierte Pole  sind,  so  bilden  die  vier  Punkte  «,  a',  jS,  ß'  die 
Eckpunkte  eines  gemeinsamen  Polanetraeders.  Da  man  aber  etwa 
den  Punkt  ß  auf  der  Geraden  g  noch  willkürlich  wählen  kann, 
so  gilt  der  Satz: 

Wenn  sich  die  Flächen  eines  Büschels  in  zwei  Kegel- 
schnitten schneiden,  so  besitzen  sie  eine  einfach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit  von  Polartetraedern. 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,   dafs   die  Kegelschnitte  getrennte 
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(reelle  oder  imaginäre)  Schnittpunkte  haben  und  dafs  keiner  von 
ihnen  in  ein  Geradenpaar  oder  eine  Doppelgerade  zerfällt. 

4.  Indem  wir  eines  der  gemeinschaftlichen  Polartetraeder  der 
Koordinatenbestimmung  zu  Grunde  legen ,  erhalten  die  beiden 
ausgewählten  Flächen  die  Gleichungen: 

(1)    a^xf  +  a^xj  +  agxj  +  a,xj  =  0,  b^xf  +  b,x|  =  0. 

Dem  Büschel  gehören  die  Flächen  an,  welche  durch  die 
Gleichungen  dargestellt  werden: 

(2)     (ai  +  Xb, )  xf  +  (a,  +  Xh,)  x|  +  a^xf  +  a.xf  =  0. 

Für  k  gleich  —  ai  :  bi  und  gleich  —  a»  :  b<  enthält  die  Glei- 
chung nur  drei  Quadrate;  somit  gehören  dem  Büschel  neben  dem 
Ebenenpaare  noch  zwei  eigentliche  Kegel  an. 

Jede  der  beiden  Ebenen 

Xs  /ag  +  X4  K  —  a^  =  0  und   xs  Vz^  —  X4  K—  a4  =  0 

berührt  die  sämtlichen  Flächen  des  Büschels  in  den  Schnittpunkten 
mit  der  Geraden  Xi  =  x^  =  0. 

Wenn  die  Grundkurve  eines  Büschels  aus  zwei 
Kegelschnitten  besteht,  so  berühren  seine  Flächen  ein- 
ander in  den  beiden  Punkten,  in  denen  sich  die  beiden 
Kegelschnitte  treffen 

5.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  über,  dafs  dem  Büschel 
eine  Doppelebene  angehört,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  solche 
Büschel,  deren  Flächen  nicht  von  derselben  Ebene  berührt  werden. 
Zur  Bestimmung  des  Büschels  wählen  wir  aufser  der  Doppel- 
ebene E  noch  eine  beliebige  Fläche  *.  Der  Pol  der  Ebene  E 
in  Bezug  auf  die  Fläche  ^  liegt  bei  unserer  Annahme  nicht  in 
dieser  Ebene.  Demnach  ist  jedes  Polartetraeder  von  *,  welches 
die  Ebene  E  zu  der  einen  Seite  hat,  ein  gemeinsames  Polar- 
tetraeder des  Büschels;  die  gemeinsamen  Polartetraeder  bilden 
eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit.  Die  Gleichungen  der 
Fläche  können  wir  in  der  Form  schreiben: 

(3)     (ai  +^)xf +a,x|-f  ajxl-f  a,x|=0. 
Zu  ihnen  gehört  die  Doppelebene  und  der  Kegel 

^2^2  ~r  ^3X3  -|-  a^x^  =  ü. 
Die  Flächen  haben  einen  Kegelschnitt  gemein  und  berühren 
einander  längs  desselben. 

6.  Wenn   die   dem  Büschel  angehörende   Doppelebene   die 
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unendlichferne  Ebene  ist  und  diese  die  Flächen  nicht  berührt,  so 
dürfen  wir  die  Gleichung  des  Büschels  in  der  Form  voraussetzen : 

(4)     ^  +  |*  +  ?^  =  A. 
a        ß        Y 

Man  sagt,  alle  diese  Flächen  wären  ähnlich  und  hätten 
ähnliche  Lage.  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  kann  als  der  Ähn- 
lichkeitspunkt aufgefafst  werden;  das  Ähnlichkeitsverhältnis  der- 
jenigen  beiden  Flächen,    welche   zu   den  Parametern   X  und  A 

gehören,  ist  gleich  Vx  :  X\  also  reell  oder  imaginär,  jenachdem  X 
und  X'  dasselbe  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben.  Die  Flächen 
des  Büschels  haben  auch  alle  Tripel  von  konjugierten  Durch- 
messern gemeinschaftlich. 

Auch  die  Schnittkurven  mit  einer  beliebigen  Ebene  bilden 
ein  System  von  ähnlichen  Kurven,  die  denselben  Mittelpunkt  und 
dieselben  Paare  von  konjugierten  Durchmessern  besitzen.  Ebenso 
haben  die  auf  denselben  Geraden  liegenden  Sehnen  denselben 
Punkt  zur  Mitte. 

Jede  Ebene,  welche  nicht  durch  den  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt geht,  ward  von  einer  Fläche  des  Büschels  berührt,  nämlich 
von  derjenigen  Fläche,  welche  durch  den  gemeinschaftHchen 
Mittelpunkt  der  Schnittkurven  geht.  Ebenso  giebt  es  eine  einzige 
Fläche  des  Büschels,  welche  von  einer  beliebig  gewählten  Geraden 
berührt  wird. 

7.  Die  Büschel  der  ähnlichen  konzentrischen  Flächen  zer- 
fallen in  zwei  Arten,  jenachdem  die  unendlichferne  Ebene  mit 
den  Flächen  einen  imaginären  oder  einen  reellen  Kegelschnitt 
gemein  hat.  Im  ersten  Falle  dürfen  wir  die  Gleichung  in  der 
Form  schreiben: 

a«  ^  b'«  ^  c« 

Die  Flächen  sind  entweder  EUipsoide  oder  imaginäre  Flächen, 
jenachdem  der  Parameter  X  positiv  oder  negativ  ist. 

In  dem  Falle,  dafs  die  Flächen  dieselbe  unendlichferne  reelle 
Kurve,  also  einen  gemeinschaftlichen  reellen  Asymptotenkegel 
haben,  können  wir  die  Gleichung  zu  Grunde  legen: 

^  j.  y*  _  ?!  —  3 

a«  "*"  b«        c*  ~ 
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Diese  Gleichung  stellt  für  positive  Werte  von  X  einschalige, 
für  negative  Werte  zweischalige  Hyperboloide  dar.  Demnach 
liegen  die  einschaligen  Hyperboloide  des  Büschels  aufserhalb,  die 
zweischaligen  innerhalb  des  Asymptotenkegels. 

8.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  über,  dafs  die  Flächen  des 
Büschels  eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben. 

Indem  wir  diese  gerade  Linie  zur  Schnittlinie  der  Ebenen 
Xi  =0  und  xj  =0  wählen,  müssen  die  beiden  Gleichungen  (3) 
§  24,  2  (S.  179)  für  xi  =X2  =0  und  beliebige  Werte  von  x« 
und  X4  befriedigt  werden.     Daher  ist 

ass  =  »84  =  »44  =  0,  bss  =  bs4  =  b44  =  0, 

die  Determinante  (10)  §  24,  7  geht  somit  über  in 

(5)  {(ai3  +  ;ib, 3)  (»84  +  ^b24)  -  (»14  +  Ü>,,)  (a„  +  Ab,,)}*  =  0. 
Dem  Büschel  gehören  nur  zwei  Kegel  an.  Wir  wollen  an- 
nehmen, dafs  die  beiden  Werte  von  Xy  welche  dieser  Gleichung 
genügen ,  verschieden  sind.  Die  Spitze  (gi  ...  §4)  desjenigen 
Kegels,  welcher  zu  dem  Wurzelwerte  X'  gehört,  wird  vermittelst 
der  Gleichungen  gefunden: 
(a,i+A'b,Jg,+(a,3+Ab,,)g, 

+  (a,3-f  A'b,3)g3  +  (a,,+;i'b,Jg,=0 
(a2i+^'b2jgi+(»2«+^'b,,)g, 

+  (»2  8+^'b2  8)^8+(a24+^'b24)§4=0 

(^8  1  +^'b3,)§,  +(a3  3  +rb3  3)g,  =0 

Da  X'  eine  Wurzel  der  Gleichung  (5)  ist,  so  kann  man  aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen  §3  und  §4  eliminieren.  Aus  der 
übrigbleibenden  Gleichung  folgt,  dafs  gi  =  gg  =  0  sein  mufs.  (Wie 
kann  man  dies  unmittelbar  aus  der  Eigenschaft  des  Kegels  her- 
leiten ?)  Daher  liegen  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  in  der  gemein- 
schaftlichen Geraden. 

Um  die  Koordinaten  in  passender  Weise  zu  wählen,  setze 
ich  fest,  dafs  der  erste  Kegel  längs  der  gemeinschaftlichen  Erzeu- 
genden von  der  Ebene  Xi  =  0  und  der  zweite  Kegel  längs  der- 
selben Geraden  von  der  Ebene  Xj  =  0  berührt  werde.  Die  Ebene 
X2  =0  trifft  den  ersten  Kegel  noch  in  einer  zweiten  Geraden; 
die  Ebene,  welche  längs  dieser  Geraden  berührt,  wird  zur  Ebene 
Xg  =  0  gewählt.  Ebenso  schneidet  die  Ebene  xi  =  0  den  zweiten 
Kegel  noch  in  einer  zweiten  Geraden;   die  Ebene  X4=0  möge 
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längs  dieser  Linie  berühren.  Nach  diesen  Festsetzungen  und  bei 
geeigneter  Wahl  der  noch  vorhandenen  Konstanten  werden  die 
Gleichungen  der  beiden  Kegel: 

(6)    XiXs  —  x|  =  0,  X2X4  —  xf  =  0. 

9.  Hiemach  haben  die  Flächen  des  Büschels  die  Gleichungen: 

(7)       xf  —  X2X4  +^(X|    —  XiX3)  =  0. 

Indem  wir  diese  Gleichung  den  im  vorigen  Paragraphen 
durchgeführten  Untersuchungen  zu  Grunde  legen,  erhalten  wir 
folgende  Resultate: 

Nur  die  beiden  Punkte  Xi  =X2  =X3  =0  und  Xi  =X8  =X4  =  0 
haben  dieselben  Polarebenen,  und  diese  berühren,  da  die  Punkte 
auf  den  Flächen  liegen,  die  sämtlichen  Flächen.  Jede  dieser  beiden 
Ebenen  berührt  einen  der  beiden  Kegel,  der  dem  Büschel  angehört, 
und  schneidet  den  andern  in  zwei  geraden  Linien. 

10.  Da  jede  Ebene  mit  der  Grundkurve  des  Büschels  vier 
Punkte  gemein  hat  und  einer  von  ihnen  der  geraden  Linie  an- 
gehört, so  schneidet  eine  Ebene  den  übrigbleibenden  Teil  der 
Grundkurve  in  drei  Punkten.  Somit  haben  die  Flächen  des  Büschels 
eine  gerade  Linie  und  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  gemein- 
schaftlich. 

Die  Flächen  des  Büschels  sind  geradlinig,  weil  jede  Fläche 
zweiter  Ordnung,  in  der  eine  gerade  Linie  liegt,  unendlich  viele 
Gerade  enthält.  Legen  wir  jetzt  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes,  der  nicht  in  der  Grundkurve  liegt,  eine  Fläche  des 
Büschels  und  ziehen  wir  von  ihm  aus  diejenige  auf  derselben 
liegende  Gerade,  welche  zu  derselben  Schar  gehört  wie  die  ge- 
gebene Gerade,  so  liegen  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen 
zweiten  Fläche  des  Büschels  auf  der  Grundkurve,  und  zwar  auf 
der  Raumkurve  dritter  Ordnung,  da  die  gezogene  Gerade  mit  der 
gegebenen  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  hat.  Somit  kann  man 
an  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  von  jedem  Punkte  aus,  der 
ihr  nicht  angehört,  eine  einzige  Sekante  ziehen. 

11.  Schliefsen  wir  die  Punkte  der  Geraden  xi  =  X2  =  0  aus 
den  Gleichungen  (6)  aus,  so  dürfen  wir  sie  durch  Xi  und  xa 
dividieren.  Die  Punkte  der  Raumkurve  genügen  daher  den  Glei- 
chungen : 

(8)    '^'='^  =  '^. 

Xg  X3  Xi 
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Die  Raumkurve  liegt  also  auch  auf  der  Fläche: 

(9)       XiXg— XsX4=0, 

welche  dem  gegebenen  Büschel  nicht  angehört.  Da  diese  Fläche 
die  Raumkurve  dritter  Ordnung,  nicht  aber  die  Gerade  xi  =xt=0 
enthält,  aber  die  Punkte  Xi  =X8  =X8  =0  und  xi=X2=X4=0 
auch  auf  der  Fläche  liegen,  so  geht  auch  die  Raumkurve  durch 
die  beiden  Punkte,  die  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte  der 
Flächen.  Die  Gerade  ist  eine  Sekante  der  Raumkurve,  oder  die 
Flächen  des  Büschels  schneiden  sich  in  einer  Raumkurve  dritter 
Ordnung  und  einer  Sekante  derselben. 

Auch  die  beiden  Flächen  x|  -  x^x^=^0  und  x^x^  — X3X^=0 
bestimmen  einen  Büschel.  Wie  man  leicht  sieht,  ist  die  Grund- 
kqrve  desselben  die  Raumkurve  dritter  Ordnung  nebst  der  Geraden 
xi  =  xj  =  0,  einer  Tangente  der  Kurve.  Diesem  Büschel  gehört 
ein  einziger  Kegel  an ;  nur  die  Spitze  desselben  hat  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  des  Büschels  dieselbe  Polarebene. 

Durch  die  Raumkurve  dritter  Ordnung  gehen  alle  Flächen, 
die  durch  die  Gleichung  dargestellt  werden  können: 

(10)       a(xf  —  XiXi)  +  j3(x|    -  X,X3)  +  7(X,X2  —  X3X4)=0. 

Damit  diese  Gleichung  einen  Kegel  darstellt,  mufs  aß=^y^ 
sein;  durch  die  Kurve  lassen  sich  unendlich  viele  Kegel  zweiter 
Ordnung  legen.  Es  ist  nicht  schwer  zu  zeigen,  dafs  jeder  Punkt 
der  Kurve  zur  Spitze  eines  Kegels  gewählt  werden  kann. 

12.  Die  Gleichungen  (6)  werden  für  jeden  beliebigen  Wert 
von  t  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

(11)     Xi  :  Xj  :  Xs  :  X4  =  t :  t* :  t^  :  1. 

Zugleich  genügt  man  hierdurch  den  Gleichungen  (6)  und  (9). 
Nun  wird  durch  diese  Verhältnisse  jedem  Werte  von  t  ein  ein- 
ziger Punkt  zugeordnet.  Die  Gleichungen  stellen  also  die  Raum- 
kurve dar,  welche  den  Flächen  des  Büschels  neben  der  Geraden 
Xi  =  X2  =  0  gemeinsam  ist. 

Die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Ebene 

CiXi    +  CgXjj  +  CsXs   +  C4X4  =  0 

ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 

(12)     cit  +  cjt»  -f  Cst»  +  C4  =  0. 
Wie  diese  Gleichung  zeigt,  hat  jede  Ebene  mit  der  Raum- 
kurve drei  Punkte  gemeinschaftlich;  sie  ist,  wie  wir  bereits  oben 
gesehen  haben,  von  der  dritten  Ordnung. 


$  26i    Einige  Flächenbüschel  von  speciellem  Charakter.  209 

Übungen : 

1)  a)  Welche  verschiedenen  Fälle  sind  je  nach  der  Wahl  der 
KoefBcienten  ai  .  .  .  34,  bt,  b2  in  den  Gleichungen  (1)  in  Bezug 
auf  die  Realität  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Schnittpunkte  möglich  ? 

b)  Können  auch  zwei  von  den  Koordinatenebenen  imaginär 
sein? 

2)  a)  Durch  zwei  Kegelschnitte,  die  in  verschiedenen  Ebenen 
liegen,  aber  zwei  Punkte  gemein  haben,  lassen  sich  zw^ei  Kegel 
legen.  Auf  welcher  Geraden  liegen  die  Scheitel  dieser  Kegel? 
Wie  findet  man  auf  dieser  Geraden  die  Scheitel  selbst? 

h)  Unter  der  Annahme,  dafs  die  Kegelschnitte  und  ihre 
Schnittpunkte  reell  sind,  soU  angegeben  werden,  in  welche  Teile 
<ier  Raum  zerlegt  wird,  in  welchen  Teilen  die  geradlinigen,  in 
welchen  die  ungeradlinigen  Flächen  des  Büschels  liegen. 

c)  Giebt  es  eine  Ebene,  in  welcher  die  gemeinsame  Polare 
zu.  jedem  ihrer  Punkte  liegt? 

d)  Welche  Ebenen  schneiden  aus  dem  Flächenbüschel  einen 
speciellen  Kegelschnittsbüschel  aus,  für  den  es  unendlich  viele 
gemeinsame  Polardreiecke  giebt? 

3)  a)  Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  von  einem  ge- 
gebenen Kegel  längs  seiner  Schnittlinie  mit  einer  festen  Ebene 
berührt  werden,  bilden  einen  Büschel. 

b)  Durch  jede  Gerade,  welche  von  einem  Punkte  ^  des 
Kegelschnitts  aus  in  der  im  Punkte  Jt  den  Kegel  berührenden 
Ebene  gezogen  werden  kann,  geht  eine  Fläche  des  Büschels. 

c)  Durch  jeden  Punkt  aufserhalb  des  Kegels  geht  eine  gerad- 
linige Fläche  des  Büschels. 

d)  Man  konstruiere  nach  b)  diejenigen  beiden  Geraden,  welche 
von  einem  gegebenen  Punkte  des  Raumes  ausgehen  und  einer 
Fläche  des  Büschels  angehören. 

e)  Eine  Gerade,  welche  von  einem  Punkte  des  Kegelschnitts 
ausgeht,  ohne  in  der  Tangentialebene  an  den  Kegel  zu  liegen, 
hat  mit  jeder  andern  Fläche  des  Büschels  noch  einen  Punkt  gemein. 

f)  Im  allgemeinen  wird  eine  gerade  Linie  von  einer  einzigen 
Fläche  des  Büschels  berührt.  Wie  liegen  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  einer  beliebigen  Fläche  des  Büschels  diesem  Be- 
rührungspunkte und  dem  Schnittpunkte  mit  der  Ebene  gegen- 
über? 

Killioir»  f^hrbnah  der  analyt.  Geometrie.    II.  14 
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g)  Man  untersuche  speciell  die  Geraden,  welche  durch  den 
Scheitel  des  Kegels  hindurchgehen. 

4)  Will  man  von  dem  Falle,  dafs  die  Flächen  des  Büschels 
zwei  Kegelschnitte  gemein  haben,  zu  dem  Falle  übergehen,  wo 
sie  sich  längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  so  verzeichne  man 
die  beiden  Kegelschnitte  auf  demselben  Kegel,  drehe  die  Ebene 
des  einen  um  die  gemeinsame  Kante  und  lasse  sie  dabei  der 
andern  (festen)  Ebene  immer  näher  kommen.  Wie  ändert  bei 
dieser  Drehung  die  Spitze  des  zweiten  Kegels  ihre  Lage?  Man 
gebe  die  Änderungen  an,  welche  die  für  den  allgemeineren  Büschel 
geltenden  Sätze  hierbei  erleiden. 

5)  a)  Ein  Büschel  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Flächen 
zweiter  Ordnung  wird  von  jeder  Ebene  in  einem  Büschel  ähn- 
licher Kurven  geschnitten. 

b)  Jede  Ebene  wird  von  einer  einzigen  Fläche  dieses  Büschels 
berührt. 

6)  Wenn  man  durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen  mit  einer 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  zweite  derartige  Fläche 
legt,  welche  durch  den  Pol  der  ersten  Ebene  in  Bezug  auf  die 
gegebene  Fläche  geht,  so  liegt  auf  ihr  auch  der  Pol  der  zweiten 
Ebene. 

7)  Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  können  nicht  in  drei 
Punkten  dieselben  Tangentialebenen  besitzen,  ohne  dafs  sie  ein- 
ander längs  einer  ebenen  Kurve  berühren. 

8)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  von  derselben  Fläche 
je  längs  eines  Kegelschnittes  berührt  werden,  so  schneiden  sie 
einander  in  ebenen  Kurven. 

(Die  gegebenen  Flächen  können  in  der  Form  dargestellt 
werden:  H  —  L*  =  0,  H — M*  =  0,  wo  H  eine  quadratische,  L 
und  M  lineare  Formen  in  Xi  .  .  x.i  sind;  daher  liegen  ihre  Schnitt- 
linien in  den  Ebenen  L  —  M  =  0  und  L  +  M  =«  0.) 

9) — IG)  Übungen  über  kubische  Raumkurven. 

9)  Man  zeige,  dafs  jeder  Punkt  einer  kubischen  Raurakurve 
zur  Spitze  eines  Kegels  gewählt  werden  kann,  auf  dem  die 
Kurve  liegt. 

a)  Man  gehe  von  der  Gleichung  (10)  aus,  nehme  einen  Punkt 
(x)  so  an,  dafs  die  Gleichungen  (8)  befriedigt  werden,  und  wähle 
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die  Koefficienten  a,  /9,  /  so,  dafs  die  Ableitungen  der  Gleichung 
(10)  für  den  Punkt  (x')  verschwinden. 

b)  Man  gebe  der  Variabein  t  in  (11)  einen  festen  Wert  t, 
nenne  (x)  die  dazu  gehörenden  Werte  von  (x),  ziehe  die  Gerade 
von  (x'j  nach  dem  Punkte,  der  zu  einem  willkürlichen  Werte 
von  t  gehört,  und  zeige,  dafs  die  Gerade  bei  Veränderung  von 
t  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  beschreibt. 

10)  a)  Jede  kubische  Raumkurve,  welche  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  liegt,  schneidet  die  Erzeugenden  der  einen  Schar 
in  einem  Punkte,  die  der  andern  Schar  in  zwei  (reellen  oder 
imaginären)  Punkten. 

b)  Zwei  verschiedene  Tangenten  einer  kubischen  Raumkurve 
können  einander  nicht  schneiden. 

c)  Der  Schnittpunkt  von  zwei  verschiedenen  Sekanten  gehört 
der  Kurve  an. 

11)  a)  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  sieben  Punkte 
mit  einer  kubischen  Raumkurve  gemeinschaftlich  hat,  so  enthält 
sie  dieselbe  ganz. 

b)  Wenn  zwei  kubische  Raumkurven  fünf  Punkte  gemein 
haben,  so  liegen  sie  auf  demselben  Hyperboloid. 

12)  a)  Sind  drei  Ebenenbüschel  projektiv  auf  einander  bezogen, 
so  erzeugen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Ebenen  eine  Raum- 
kurve dritter  Ordnung. 

(Es  seien  A  +  AB  — 0,  C  +  ;iD  =  0,  E  +  JlG  =  0  die  Glei- 
chungen der  Büschel;  alle  Punkte,  welche  den  Flächen  AD  =  BC 
und  AG=»BE  angehören,  ohne  in  der  Geraden  A  — B  — 0  zu 
liegen,  gehören  auch  der  Fläche  CG  =  DE  an.) 

b)  Die  erzeugte  Kurve  hat  zu  Sekanten  die  Axen  der  drei 
Ebenenbüschel. 

c)  Sind  a,  ß,  7,  d,  e,  g  beliebige  feste  Konstante,  so  darf 
man  statt  der  eben  genannten  Büschel  die  folgenden  zu  Grunde 
legen:  {A  +  aC  +  ßE)  +  X{B  +  aD  +  ßG)  =  0, 

(A+7C  +  (JE)  +  ;i(B-f  7D  +  dG)  =  0, 
(A  +  eC  +  gE)+;i(B-ftD+gG)  =  0. 

d)  Man  kann  erreichen,  dafs  die  Gleichungen  B  -[-aD-|-^G=0 
und  A-f  7C  +  (JE  — 0,  sowie  B  +  £D  +  gG  =  0  und  A  +  aC-f 
^£==»0  je  dieselbe  Ebene  darstellen.  Dadurch  gelangen  wnr  zu 
der  Erzeugung  (8). 

14* 


^ 
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e)  Man  weise  direkt  nach,  dafs  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
eine  Gerade  geht,  welche  zur  Axe  eines  Ebenenbüschels  gewählt 
werden  darf. 

13)  a)  Man  soll  beliebig  viele  Punkte  einer  kubischen  Raum- 
kurve konstruieren,  von  der  sechs  Punkte  gegeben  sind. 

Sind  Jti  .  .  .  JtQ  die  gegebenen  Punkte,  und  will  man  den 
dritten  Punkt  in  einer  beliebigen  durch  jtijts  gelegten  Ebene  E 
finden,  so  konstruiere  man  nach  dem  Pascalschen  Satze  die  dieser 
Ebene  angehörende  Gerade  des  Kegels,  der  jti  zum  Scheitel  hat 
und  durch  jr^  .  .  .  jr«  geht.  Ebenso  verfahre  man  für  den  Kegel, 
der  ^8  zur  Spitze  hat  und  die  fllnf  andern  Punkte  enthält. 

b)  Eine  kubische  Raumkurve  zu  konstruieren,  die  durch  fünf 
gegebene  Punkte  (xi  .  ,  .  jt^)  geht  und  eine  gegebene  Gerade  1 
zur  Sekante  hat. 

Die  Punkte  jTi ,  jt^y  Jt^  vermitteln  eine  projektive  Zuordnung 
der  Büschel  um  1  und  um  (jt«^»),  also  ein  Hyperboloid;  dasselbe 
gilt  für  die  Punkte  Xi,  jts,  ^4  und  die  Büschel  um  1  und  (^sJT«). 

c)  Man  löse  die  entsprechenden  Aufgaben,  falls  vier  Punkte 
und  zwei  Sekanten,  drei  Punkte  und  drei  Sekanten,  zwei  Punkte 
und  vier  Sekanten  oder  ein  Punkt  und  fünf  Sekanten  gegeben  sind. 

d)  Von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  die  Sekante  an 
eine  durch  sechs  gegebene  Punkte  gehende  Raumkurve  dritter 
Ordnung  zu  legen. 

14)  a)  Schmiegungsebene  einer  Raumkurve  heifst  diejenige 
Ebene,  welche  mit  ihr  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat. 
(Wie  läfst  sich  diese  Definition  schärfer  aufstellen?) 

Soll  die  Ebene  CiXi  +  .  .  .  +  ^4X4  =  0  die  Schmiegungs- 
ebene im  Punkte  (t  =«  t)  sein,  so  mufs  die  Gleichung  (12)  die 
dreifache  Wurzel  t  haben;  demnach  ist  die  Gleichung  der  Schmie- 
gungsebene : 

3t 'xi  —  Srxg  +  X3  —  r*X4  =*  0. 

b)  Durch  jeden  Punkt  (x')  des  Raumes  gehen  drei  Schmie- 
gungsebenen  an  die  Raumkurve. 

(Die  entsprechenden  Werte  für  t  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung:  Sr'xi '  —  Srxg'  -j-  Xs'  —  T8X4'  «■  0.) 

c)  Durch  jeden  Punkt  einer  Tangente  geht  nur  noch  eine 
einzige  Schmiegungsebene.  Demnach  ist  die  Bedingung  dafür, 
dafs  der  Punkt  (x)  auf  einer  Tangente  der  Kurve  liegt,  identisch 
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mit  der  Bedingung,  dafs  die  Gleichung  in  a)  zwei  gleiche  Wurzeln 
hat.  Die  Tangenten  der  Kurve  erzeugen  eine  abwickelbare  Fläche 
vierter  Ordnung.     Man  stelle  ihre  Gleichung  auf. 

15)  a)  Die  Schmiegungsebenen  in  drei  beliebigen  Punkten 
a,  A  Y  der  Raumkurve  dritter  Ordnung  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  der  Ebene  aßy. 

b)  Die  Schmiegungsebenen  schneiden  eine  beliebige  feste 
Schmiegungsebene  in  geraden  Linien,  welche  einen  Kegelschnitt 
umhüllen. 

c)  Sind  vier  Punkte  der  Kurve  beliebig  gegeben,  so  sind  die 
beiden  Tetraeder,  von  denen  das  eine  die  vier  Punkte  zu  Eck- 
punkten, das  andere  die  in  ihnen  an  die  Kurve  gelegten  Schmie- 
gungsebenen zu  Seitenflächen  hat,  einander  gleichzeitig  ein-  und 
umgeschrieben. 

16)  a)  Die  kubischen  Raumkurven  werden  nach  ihrer  Lage 
zu  der  unendlichfernen  Ebene  in  vier  Arten  eingeteilt: 

a)  die  kubischen  Ellipsen  haben  mit  der  unendlichfernen  Ebene 
nur  einen  (reellen)  Punkt  gemein; 

ß)  die  kubischen  Hyperbeln  haben  mit  ihr  drei  verschiedene 
Punkte  gemein; 

/)  die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  eine  unendlich- 
ferne  Tangente; 

6)  die  kubische  Parabel  hat  die  unendlichferne  Ebene  zur 
Schmiegungsebene. 

b)  Durch  eine  kubische  Hyperbel  gehen  drei  Cylinder,  und 
diese  sind  sämtlich  hyperbolisch;  durch  eine  kubische  Ellipse  geht 
nur  ein,  und  zwar  ein  elliptischer  Cylinder.  Durch  eine  para- 
bolische Hyperbel  kann  man  zwei  Cylinder  legen,  von  denen  der 
eine  hyperbolisch,  der  andere  parabolisch  ist.  Durch  eine  kubische 
Parabel  geht  nur  ein  einziger  Cylinder,  der  parabolisch  ist. 

c)  Die  kubische  Ellipse  hat  im  Endlichen  nur  eine  einzige 
reelle  Asymptote  (Tangente  im  ünendlichfernen)  und  eine  einzige 
reelle  Asymptotenebene  (Schmiegungsebene  an  einen  unendlich- 
fernen  Punkt);  die  Asymptote  liegt  in  der  Asymptotenebene.  Die 
kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  Asymptoten  und  drei  Asymptoten- 
ebenen. Die  parabolische  Hyperbel  hat  eine  Asymptote  und  zwei 
Asymptoten  ebenen.  Die  kubische  Parabel  hat  weder  eine  Asymptote 
noch  eine  Asymptotenebene. 
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d)  Jede  auf  einem  elliptischen  Cylinder  gelegene  Raumkurve 
dritter  Ordnung  ist  eine  kubische  Ellipse;  mit  andern  Worten: 
Wenn  ein  Kegel  und  ein  elliptischer  Cylinder  eine  Erzeugende 
gemein  haben,  so  ist  ihre  weitere  Durchdringungskurve  eine 
kubische  Ellipse. 

e)  Für  eine  kubische  Parabel  läfst  sich  immer  ein  Kegel 
zweiter  Ordnung  derartig  bestimmen,  dafs  jeder  seiner  Tangential- 
ebenen zwei  Schmiegungsebenen  der  Kurve  parallel  sind. 

Die  Flächenschar  zweiter  Klasse. 

1.  Um  das  Verständnis  der  folgenden  Untersuchungen  zu 
erleichtern,  wollen  wir  an  die  im  vorigen  Paragraphen  unter- 
suchten Raumkurven  dritter  Ordnung  anknüpfen.  Von  der  Ver- 
bindungslinie zweier  beliebiger  Punkte  der  Kurve,  der  Sekante, 
werden  wir  auf  die  Tangente  geführt,  indem  wir  den  einen 
Schnittpunkt  mit  der  Kurve  festhalten  und  den  zweiten  dem 
ersteren  immer  näherkommen  lassen;  die  Grenzlage,  welche  die 
Sekante  hierbei  annimmt,  nennen  wir  die  Tangente  der  Kurve. 
Wir  können  durch  eine  feste  Tangente  und  einen  beliebigen  Punkt 
der  Kurve  eine  Ebene  legen;  indem  wir  diesen  Punkt  sich  dem 
Berührungspunkte  der  Tangente  unbegrenzt  nähern  lassen,  erhält 
die  Ebene  eine  bestimmte  Grenzlage,  welche  als  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Kurve  bezeichnet  wird.  Wir  sagen,  die  Schmiegungs- 
ebene  habe  drei  unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Kurve  gemein- 
schaftlich. Da  wir  in  jedem  Punkte  der  Kurve  an  sie  die 
Schmiegungsebene  legen  können,  werden  wir  von  einer  Raum- 
kurve als  einer  stetigen  Folge  von  Punkten  durch  die  Konstruktion 
ihrer  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  zu  einer  stetigen  Folge 
von  geraden  Linien  und  von  Ebenen  geführt. 

Die  Folge  der  Tangenten  einer  Raumkurve  hat  eine  ganz 
besondere  Eigenschaft.  Je  mehr  zwei  Punkte  der  Kurve  sich 
einander  nähern,  um  so  mehr  fallen  ihre  Tangenten  in  dieselbe 
Ebene,  die  Schmiegungsebene;  wir  dürfen  also  sagen,  zwei  un- 
endlich nahe  Tangenten  hätten  einen  Punkt  gemein.  Genauer 
können  wir  dies  in  folgender  Weise  darstellen.  Eine  stetige  Folge 
von  geraden  Linien  machen  wir  in  der  Weise  von  einem  Parameter 
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t  abhängig,  dafs  zu  jedem  Werte  t  eine  einzige  Linie  gehört. 
Der  Abstand  der  beiden  zu  den  Parametern  to  und  to  +  h  ge- 
hörenden Geraden  ist  dann  eine  Funktion  von  to  und  von  h, 
welche  bei  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  h  mit  der  ersten 
Potenz  beginnt.  Bei  der  Folge  der  Tangenten  fängt  aber  die 
Entwicklung  mit  dem  Quadrate  von  h  an.  Hiernach  kann  das 
zwischen  zwei  unendlich  nahen  Tangenten  liegende  Stück  der- 
jenigen geradlinigen  Fläche,  welche  alle  Tangenten  einer  Raum- 
kurve enthält,  als  ein  ebenes  Winkelfeld  betrachtet  werden.  Wir 
können  daher  alle  diese  Winkelfelder  in  dieselbe  Ebene  ausbreiten 
oder,  wie  wir  uns  ausdrücken,  die  Fläche  selbst  in  die  Ebene 
abwickeln.  Die  durch  die  Tangenten  erzeugte  Fläche  ist  somit 
(in  eine  Ebene)  abwickelbar. 

2.  Umgekehrt  können  wir  auch  von  einer  stetigen  Folge 
von  Ebenen  ausgehen.  (Der  Anfänger  möge  dabei  die  Schmie- 
gungsebenen  einer  Raumkurve  dritter  Ordnung  im  Auge  behalten.) 
Eine  feste  Ebene  des  Systems  wird  von  jeder  andern  Ebene  des- 
selben in  einer  geraden  Linie  geschnitten.  Je  näher  wir  die 
zweite  Ebene  der  ersten  nehmen,  um  so  mehr  kommt  die  Schnitt- 
linie an  eine  Grenzlage  heran,  welche  als  Schnitt  von  zwei  un- 
endlich  nahen  Ebenen  aufgefafst  werden  kann  und  wieder  als 
Tangente  bezeichnet  wird.  Die  in  einer  festen  Ebene  gelegene 
Tangente  wird  von  jeder  andern  Ebene  in  einem  einzigen  Punkte 
geschnitten;  dieser  Punkt  erhält  auf  der  Tangente  eine  feste  Grenz- 
lage, je  näher  die  zweite  Ebene  der  ersten  kommt;  wie  in  der 
Tangente  zwei,  so  treffen  in  diesem  Punkte  drei  unendlich  nahe 
Ebenen  zusammen.  Die  Gesamtheit  dieser  Punkte  bildet  wieder 
eine  stetige  Folge,  eine  Raumkurve.  Umgekehrt  ist  für  diese 
Kurve  jede  Ebene  des  Systems  eine  Schmiegungsebene  und  jede 
Schnittlinie  unendlich  naher  Ebenen  des  Systems  eine  Tangente. 

3.  Sobald  daher  eine  Raumkurve  in  allen  ihren  Punkten 
Tangenten  und  Schmiegungsebenen  besitzt,  steht  mit  ihr  eine 
abwickelbare  Fläche  als  Erzeugnis  ihrer  Tangenten  und  eine  ein- 
fach unendliche  Schar  von  Ebenen  in  enger  Beziehung.  Diese 
Ebenen  sind  die  Schmiegungsebenen  der  Kurve  und  die  Tan- 
gentialebenen der  abwickelbaren  Fläche.  Jede  Tangentialebene 
hat  mit  der  Fläche  eine  ihrer  Erzeugenden  gemeinschaftlich  und 
berührt  längs   dieser   Geraden.     Umgekehrt   kann   jede    einfach 
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unendliche  Schar  von  Ebenen,  falls  der  Schnitt  von  je  zwei  un- 
endlich nahen  Ebenen  auf  eine  feste  Gerade  und  der  von  drei 
unendlich  nahen  Ebenen  auf  einen  festen  Punkt  führt,  als  die 
Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  an  eine  Raumkurve  und  damit 
als  die  Tangentialebenen  an  eine  abwickelbare  Fläche  betrachtet 
werden. 

4.  Wenn  die  Gleichungen 

(1)    F  (ui  ...  U4)  —  0,  *  (ui  .  .  .  U4)  —  0 
in  Ebenenkoordinaten  zwei  Flächen   mt»  Klasse   darstellen,   so 
sagen  wir,  alle  Flächen,  welche  bei  beliebigem  Werte  von  X  durch 
die  Gleichung 

(2)    F  (ui  .  .  .  U4)  +  ;i*  (ui  .  .  .  U4)  —  0 
dargestellt  werden,  gehören  der  durch  die  beiden  ersten  Flächen 
bestimmten  Flächenschar  mter  Klasse  an. 

Jedes  Wensystem  (ui  . . .  U4),  welches  den  beiden  Gleichungen 
(1)  genügt,  befriedigt  auch  die  Gleichungen  (3);  daher  wird  jede 
Fläche  der  Schar  von  allen  denjenigen  Ebenen  berührt,  welche 
gemeinsame  Tangentialebenen  an  die  beiden  gegebenen  Flächen 
sind.  Dagegen  läifst  sich  für  ein  Wertsystem  (u),  für  das  die 
beiden  Gleichungen  (1)  nicht  befriedigt  werden,  nur  ein  einziger 
Wert  X  finden,  welcher  der  Gleichung  (2)  genügt.  Jede  Ebene 
des  Raumes  wird  also  von  einer  einzigen  Fläche  der 
Schar  berührt. 

Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  bilden  in  dem  vorhin 
erläuterten  Sinne  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit;  sie  sind 
Schmiegungsebenen  an  eine  gewisse  Raumkurve  und  Tangential- 
ebenen an  eine  abwickelbare  Fläche. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen,  wie  die  Algebra  lehrt, 
m*  Ebenen  des  Systems  hindurch. 

5.  Eine  Flächenschar  zweiter  Klasse  wird  durch  zwei  Flächen 
zweiter  Klasse 

(3)    SAixUiUx  —  0,  2;B,xUiUx  —  0 
bestimmt  und  umfafst  alle  Flächen,  deren  Gleichung  ist: 

(4)    2!  {Aix  +  XBtx)  Ui  ux  —  0. 
Der  Pol  der  Ebene  (u)  in  Bezug  auf  die  Fläche  (4)  hat  die 
Gleichung : 

(5)     2:{Aix  +  XBix)ui'\Xx^0; 
er  liegt,  wie  man  aus  dieser  Gleichung  unmittelbar  ersieht,  in 
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gerader  Linie  mit  den  Polen  derselben  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Rächen  (3).     Somit  gilt  der  Satz: 

Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  einer  Schar  zweiter  Klasse  füllen  eine  gerade 
Linie  an. 

Jede  Ebene,  welche  durch  diese  gerade  Linie  geht,  ist  ge- 
meinsame Polarebene  für  alle  Flächen  der  Schar.  Somit  ordnet 
die  Schar  einer  jeden  Ebene  eine  bestimmte  gerade  Linie  zu;  in 
dieser  Geraden  schneiden  sich  die  gemeinsamen  Polarebenen  zu 
der  gegebenen  Ebene,  und  in  ihr  liegen  die  Pole  dieser  Ebene  in 
Bezug  auf  die  Flächen  der  Schar. 

6.  Wir  fragen  uns  jetzt,  ob  eine  Ebene  (u)  in  Bezug  auf 
alle  Flachen  der  Schar  denselben  Pol  besitzen  kann,  oder  mit 
andern  Worten,  ob  für  ein  Wertsystem  (u')  die  Gleichung  (5) 
denselben  Punkt  darstellt,  welchen  Wert  man  auch  dem  Parameter 
Z  beilegen  mag.  Dieser  Ausnahmefall  wird  eintreten,  sobald  sich 
die  Gleichungen 

SAixUi'  ux  ^  0  und  JSBixUt'  Ux  —  0 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.    Es  mufs  sich 
also  eine  Gröfse   a>i    so  bestimmen  lassen,   dafs  die  vier  Glei- 
chungen bestehen: 
(6)    (Aj,  -  cö^B,,)  u/  +  (A,,  -  a>,B,,)  u,' 

+  (A,3  -  cö,B,3)  U3'  -f  (A,,  -  a>,B,  J  u,'  -  0 
.•■*•....• 

(A41  —  0^1841)  "1'  +  (A42  —  0^1842)  "»' 

+  (A,3  -Ö>,B,3)U3'  +  (A,,  -a>,B,Ju,'=-0. 

Damit  diese  Gleichungen  befriedigt  werden  können,  mufs  o>i 

eine  Wurzel  der  Gleichung  sein: 

All  —  coBii  Ai2 — C0B12  Ais — cöBis  A14 — C0B14 

(7) =-0. 

A41  —   C0B41     A4^  —  C0B42     A4S  —  C0B43    A44 —  C0B44 

Sobald  zwischen  den  KoefEcienten  A«  und  Bix  keine  beson- 
deren Beziehungen  bestehen,  hat  diese  Gleichung  vier  verschiedene 
Wurzeln  coi  .  .  .  CO4,  und  zu  jeder  gehört  ein  den  Gleichungen  (6) 
genügendes  Wertsystem  (u').  Im  allgemeinen  Falle,  auf  den  wir 
uns  im  folgenden  beschränken,  giebt  es  somit  vier  reelle  oder 
imaginäre  Ebenen,  welche  in  Bezug  auf' alle  Flächen  der  Schar 
je  denselben  Pol  besitzen. 
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7.  Zur  Wurzel  coj  von  (7)  möge  die  Ebene  (u),  zur  Wurzel 
a>2  die  Ebene  (u")  gehören  u.  s.  w.  Alsdann  ordnen  sich  den 
Gleichungen  (6)  die  Gleichungen  zu: 

(8)     (An  -  a>,Bn)  u/'  -f  (A,,  —  (»,B,,)  u^" 

+  (A,8  —  cojBi,)  Us"  +  (Ai4  —  cöjBm)  Ui"  =  0 
•  •••••••  •■ 

(A41  —  <ö«B4i)  Ui"  H-  (A4»  —  CO2B42)  Ui" 

+  (A48    -  a>.B48)  Us"  +  (A44  —  CÖ,B44)  U4''  =  0. 

Indem  wir  die  Gleichungen  (6)  der  Reihe  nach  mit  Ui". . .  u*'' 
multiplizieren,  ergiebt  sich  durch  Addition  die  neue  Gleichung: 

JSAixUt'ux'  —  Q>i  D" Bix Ui ' ux"  =- 0. 

Ebenso  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (8)  durch  Multipli- 
kation mit  Ui'  .  .  .  U4'  die  Beziehung  her: 

Da  die  Wurzeln  o>i  und  a>t  von  einander  verschieden  sein 
sollen,  können  die  beiden  letzten  Gleichungen  nur  dann  mit  ein- 
ander bestehen,  wenn  ist: 

1:Aixu/  Ux"  —  0,  -SB.xu/ux'  —  0. 

Daher  sind  die  Ebenen  (u')  und  (u")  konjugierte  Polarebenen 
für  alle  Flächen  der  Schar.  Da  dasselbe  für  je  zwei  Ebenen  gilt, 
welche  auf  die  angegebene  Weise  gefunden  werden,  so  bilden 
diese  vier  Ebenen  ein  gemeinsames  Polartetraeder. 

Wofern  zwischen  den  Koefficienten  in  den  Glei- 
chungen von  zwei  Flächen  zweiter  Klasse  keine  beson- 
deren Beziehungen  bestehen,  besitzen  die  Flächen  der 
durch  sie  bestimmten  Schar  ein  gemeinsames  Polar- 
tetraeder. 

8.  Soll  die  Fläche  (3)  eine  Grenzfläche  (ein  Kegelschnitt)  sein, 
so  mufs  die  aus  den  KoeflScienten  in  ihrer  Gleichung  gebildete 
Determinante  verschwinden;  es  mufs  daher  sein: 

All  "h  ^Bii     •     •    •    Ai4  -|-  /Bi4 


(9) 


0. 


A41    +  ^B4i        .       .       .       A44   -^-  ^B44 

Daher  enthält  eine  Schar  von  Flächen  zweiter  Klasse  im 
allgemeinen  vier  Kegelschnitte. 

Die  Gleichung  (9)  geht  in  die  Gleichung  (7)  über,  wenn 
man  X  mit  —  a>  vertauscht;   bei  derselben  Vertauschung  liefern 
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auch  die  Gleichungen  (6)  die  zugehörige  singulare  Ebene.  Daher 
hat  jede  Ebene,  in  der  ein  Kegelschnitt  der  Schar  liegt,  für  alle 
ihre  Flächen  denselben  Pol. 

Eine  Flächenschar  zweiter  Klasse  enthält  im  allge- 
meinen vier  Kegelschnitte,  und  die  Ebenen  der  vier 
Kegelschnitte  bilden  das  gemeinsame  Polartetraeder  für 
die  Flächen  der  Schar. 

9.  Jede  Ebene,  für  welche  U4«»0  ist,  geht  durch  einen 
Eckpunkt  des  Polartetraeders  und  schneidet  die  gegenüberliegende 
Koordinatenebene  in  einer  Geraden,  deren  Koordinaten  dasselbe 
Verhältnis  haben  wie  die  drei  ersten  Koordinaten  der  Ebene,  falls 
man  in  der  letzten  Ebene  das  Koordinatendreieck  und  die  Ein- 
heitsgerade passend  wählt  (§  9,  5,  S.  62).  Nun  stellt  die  Gleichung: 

(10)    2;  {Aix  +  XBix)  u,  ux  =  0,  (£,  X  =  1,  2,  3) 

wofern  man  darin  Ui,  u^,  Us  als  Linienkoordinaten  in  einer  Ebene 
auffafst,  eine  Kurvenschar  zweiter  Klasse  dar.  Demnach  bestimmt 
diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  u^  =»  0,  sobald  man  die  Gröfsen 
Ui,  u^,  Us  Ebenenkoordinaten  sein  läfst,  eine  Schar  von  Kegeln 
zweiter  Klasse.  Jeder  von  diesen  ist  aber  Tangentialkegel  an  eine 
Fläche  (4).  Somit  bilden  alle  von  einem  festen  Punkte  aus- 
gehenden Tangentialkegel  eine  Schar  von  Kegeln. 

10.  Eine  Kegelschar  zweiter  Klasse  enthält  im  allgemeinen 
drei  Strahlenpaare.  Nun  wissen  wir,  dafs  ein  Tangentialkegel 
an  eine  Fläche  zweiter  Klasse  nur  dann  in  ein  Strahlenpaar  über- 
geht, wenn  seine  Spitze  auf  der  Fläche  liegt.  Daher  können  wir 
den  vorangehenden  Satz  auch  in  folgender  Weise  aussprechen : 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  im  allgemeinen 
drei  Flächen,  welche  einer  gegebenen  Flächenschar 
zweiter  Klasse  angehören. 

Die  drei  Berührungsebenen  bilden  für  die  Kegelschar  ein  sich 
selbst  konjugiertes  Dreikant;  somit  ist  auch  jede  seiner  Ebenen 
konjugierte  Polarebene  zu  allen  Ebenen,  welche  durch  die  gegen- 
überliegende Kante  gelegt  werden  können.  Zu  einer  beliebigen, 
durch  einen  festen  Punkt  gelegten  Ebene  giebt  es  im  allgemeinen 
eine  einzige,  für  alle  Flächen  der  Schar  gemeinsame  Polarebene, 
welche  durch  den  Punkt  geht.  Nur  für  drei  Ebenen  des  Bündels 
gehen  alle  gemeinsamen  Polarebenen  durch  den  gegebenen  Punkt; 
es  sind  dies  die  Tangentialebenen  an  die  drei  durch  den  Punkt 
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gehenden  Flächen  der  Schar.  Jede  dieser  drei  Ebenen  hat  die 
Schnittlinie  der  beiden  andern  Berührungsebenen  zur  gemeinsamen 
Polaren. 

11.  Ein  Kegelschnitt  der  Schar  wird  in  einem  jeden  seiner 
Punkte  von  allen  denjenigen  Ebenen  berührt,  welche  durch  die 
in  diesem  Punkte  an  ihn  gelegte  Tangente  hindurchgehen.  Legen 
wir  durch  diese  Tangente  die  beiden  Tangentialebenen  an  irgend 
eine  zweite  Fläche  der  Schar,  so  sind  diese  allen  ihren  Flächen 
gemeinschaftlich.  Die  Ebene  des  Kegelschnitts  hat  also  die  be- 
sondere Eigenschaft,  dafs  in  ihr  unendlich  viele  Schnittlinien 
gemeinschaftlicher  Tangentialebenen  liegen;  diese  Linien  umhüllen 
einen  Kegelschnitt. 

12.  Wenn  die  Gerade  g  diesen  Kegelschnitt  im  Punkte  a 
berührt,  so  ist  (nach  §  10,  14,  S.  76)  der  durch  g  gelegte  Ebenen- 
büschel als  specielle  Art  eines  Tangentialkegels  anzusehen.  Wählt 
man  den  Punkt  a  zum  Punkte  (0,  0,  0,  1)  fiir  Ebenenkoordinaten 
Vi,  V,,  Vs,  Vi  und  nimmt  den  Punkt  (1,  0,  0,  0)  in  der  Geraden 
g  an,  so  wird  dieser  doppelt  zu  zählende  Ebenenbüschel  durch 
die  Gleichungen  dargestellt: 

V4  «-  0,  vf  ==  0. 
Jetzt  lege  man  an  eine  beliebige  Fläche  der  Schar  vom 
Punkte  a  aus  den  Tangentialkegel  und  wähle  die  weiteren  Koordi- 
natenaxen  so,  dafs  sie  mit  der  Geraden  g  ein  Tripel  konjugierter 
Durchmesser  fiir  den  Kegel  sind.  Dadurch  erhalten  wir  fiir  diesen 
Kegel  die  Gleichungen: 

V4  =  0,  a^vf  +  a,v|  +  z^v\  —  0. 
Die  Schar  sämtlicher  Tangentialkegel,  welche  vom  Punkte  a 
aus  an   die  Flächen   gelegt  werden   können,   läfst  sich  demnach 
durch  die  Gleichungen  darstellen: 

V4  —  0,  ^vf  +  a,v|  +  agvg  -  0. 

13.  In  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist  zu  einer  beliebigen 
durch  g  gelegten  Ebene  E  jede  durch  a  gehende  Ebene  konju- 
gierte Polarebene.  Ist  jetzt  e  der  Pol  von  E  in  Bezug  auf  eine 
beliebig  gewählte  zweite  Fläche  der  Schar,  so  ist  jede  durch  die 
Gerade  ae  gehende  Ebene  konjugierte  Polarebene  zu  E  fiir  alle 
Flächen  der  Schar.  Bei  der  Drehung  von  E  um  g  beschreibt 
der  Punkt  £  die  reciproke  Polare  von  g.  Daher  beschreibt  die 
Gerade    a^    einen    ebenen   Strahlenbüschel,    dessen  Scheitel    im 
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Punkte  a  liegt.  Die  vom  Punkte  a  ausgehenden  Tangentialkegel 
haben  somit  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Polar- 
dreikanten; alle  diese  haben  in  der  Tangente  g  eine  gemeinsame 
Kante;  die  beiden  andern  Kanten  liegen  in  einer  festen  Ebene; 
aber  in  dieser  Ebene  kann  die  eine  Kante  noch  willkürlich  ge- 
wählt werden. 

14.  Die  Tangentialebenen,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden 
aus  an  die  Flächen  der  Schar  gelegt  werden  können,  bilden  eine 
Ebenen-Involution,  deren  Hauptebenen  die  Tangentialebenen  an 
die  beiden  die  Gerade  berührenden  Flächen  der  Schar  sind.  Diese 
beiden  Tangentialebenen  sind  auch  konjugierte  Polarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  der  Schar.  Nur  wenn  die  Gerade  einer 
Fläche  der  Schar  angehört,  schneiden  sich  in  ihr  zwei  gemein- 
same Tangentialebenen;  in  diesem  Falle  gehen  durch  die  Gerade 
unendlich  viele  Paare  von  Ebenen,  welche  einander  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  der  Schar  konjugiert  sind. 

Übungen : 

1)  a)  Es  giebt  im  allgemeinen  vier  Kegelschnitte,  von  denen 
acht  gegebene  Ebenen  berührt  werden. 

b)  Nachdem  zwei  Kegelschnitte  im  Räume  gegeben  sind,  soll 
man  diejenigen  beiden  Kegelschnitte  konstruieren,  welche  mit  den 
beiden  ersten  alle  Tangentialebenen  gemeinschaftlich  haben. 

(Man  bestimme  erst  die  Schnittlinie  der  Ebenen,  in  denen 
je  einer  der  gesuchten  Kegelschnitte  liegt,  dann  die  Ebenen  selbst.) 

2)  a)  Es  giebt  i.  a.  drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
acht  gegebene  Ebenen  berühren  und  durch  einen  festen  Punkt 
gehen. 

b)  Wenn  ein  Punkt  einem  Kegelschnitte  angehört,  der  acht 
gegebene  Ebenen  berührt,  so  geht  durch  ihn  nur  noch  eine  ein- 
zige weitere  Fläche  zweiter  Klasse,  die  von  den  acht  Ebenen 
berührt  wird. 

3)  a)  Die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangentialkegel 
an  die  Flächen  einer  Schar  zweiter  Klasse  lassen  sich  i.  a.  in  der 
Form  darstellen: 

V4  =  0,  (c,  +  wo  vf  +  (c,  +  X6,)  v|  +  (C3  +  ^rfs)  v|  =  0. 
b)  Wenn  die  Schar  der  von  einem  Punkte  ausgehenden  Tan- 
gentialkegel die  Gleichungen  erhalten  kann: 

V4  =  0,  ^vf  +  a,v|  -f  ajvf  =-  0, 
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SO   liegt  der  gemeinschaftliche  Scheitel  auf  einem  Kegelschnitte 
der  Schar. 

4)  a)  Durch  eine  gegebene  gerade  Linie  geht  i.  a.  ein  ein- 
ziges Paar  von  Ebenen,  welche  zu  einander  in  Bezug  auf  die 
Flächen  der  Schar  konjugiert  sind.  Es  sind  dies  die  Tangential- 
ebenen an  diejenigen  beiden  Flächen  der  Schar,  welche  von  der 
Geraden  berührt  werden. 

b)  Im  allgemeinen  giebt  es  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  acht  gegebene  Ebenen  und  eine  gegebene  Gerade  berühren. 

c)  Die  Schnittlinie  von  irgend  zwei  gemeinschaftlichen  Tan- 
gentialebenen gehört  einer  Fläche  der  Schar  an;  durch  sie  gehen 
unendlich  viele  Paare  von  gemeinsamen  konjugierten  Polarebenen. 

5)  Man  untersuche  eine  Flächenschar  zweiter  Klasse  ver- 
mittelst Punktkoordinaten. 

Es  wird  genügen,  die  Gleichungen  für  Ebenenkoordinaten 
in  der  Form 

(ai  +  ;ib,)  u»  +  .  .  .  -f  (a*  +  AbJ  u|  =  0 
vorauszusetzen.  Von  dieser  Gleichung  gehe  man  zu  den  zuge- 
hörigen Punktkoordinaten  über.  Man  gebe  speciell  an,  welche 
Flächen  der  Schar  a)  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes, 
b)  durch  einen  Punkt  auf  einer  der  Koordinatenebenen,  c)  durch 
einen  Punkt  auf  einem  Kegelschnitte  der  Schar  gelegt  werden 
können. 

Speciell  nehme  man  an,  es  sei  bi  =»  ba  =b3  =  b4  «.  1. 

6)  a)  Eine  Flächenschar  zweiter  Klasse  enthält  entweder  ein 
einziges  oder  unendlich  viele  Paraboloide. 

b)  Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  der  Schar  fallen  entweder 
zusammen  oder  liegen  in  gerader  Linie. 

c)  Speciell  liegen  die  Mittelpunkte  der  vier  Kegelschnitte, 
die  von  acht  gegebenen  Ebenen  berührt  werden,  in  einer  geraden 
Linie. 

d)  Wenn  der  Flächenschar  ein  unendlichferner  Kegelschnitt 
angehört,  so  haben  alle  ihre  andern  Flächen  denselben  Mittelpunkt. 

7)  Man  untersuche  diejenigen  Flächenscharen,  welche  den  in 
§  25  untersuchten  Büscheln  entsprechen.  Speciell  zeige  man, 
dafs  der  an  zweiter  Stelle  angeführte  Büschel  zugleich  eine  Schar 
darstellt.  Auch  weise  man  nach,  dafs  die  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen zweier  Flächen  zweiter  Klasse,  welche  eine  gerade 
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Linie  gemein  haben,  Schmiegungsebenen  an  eine  kubische  Raum- 
kurve sind. 

8)  a)  Es  seien  f  und  q>  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
sich  nicht  berühren;  f|  und  tpx  seien  zwei  eigentliche  Flächen  des 
durch  f  und  qo  bestimmten  Büschels.  Jetzt  sollen  i%  und  go«  der 
durch  fi  und  <px  bestimmten  Schar  angehören,  fs  und  9)3  aber 
zwei  Flächen  des  durch  f^  und  ^2  bestimmten  Büschels  sein 
u.  s.  w.  Was  haben  alle  Flächen  gemeinsam,  welche  man  auf 
diese  Weise  erhalten  kann? 

b)  Speciell  beziehe  man  f  und  9)  auf  ihr  gemeinsames  Polar- 
tetraeder und  benutze  dies  auch  zur  Darstellung  der  weiteren 
Flächen. 

9)  a)  Die  Punkte,  in  denen  sich  die  durch  ihre  Gleichungen 
in  Punktkoordinaten 

9)  (xi  ...  X4)  =  0,  tp  (xi  . . .  X4)  =  0,  X  (xi  . . .  X4)  =«  0 

gegebenen  Flächen  schneiden,  sind  auch  für  beliebige  Werte  von 
>l,  /M,  V  den  Flächen  X(f>  (x)  +  ^ip  (x)  -4-  vx  (x)  —  0  gemeinsam. 

b)  Drei  Flächen  zweiter  Ordnung  haben  im  allgemeinen  acht 
Punkte  gemeinschaftlich. 

d)  Wenn  speciell  eine  der  drei  Flächen  ein  Ebenenpaar  ist, 
so  hat  jede  der  beiden  Ebenen  mit  den  übrigen  Flächen  vier 
Punkte  gemeinschaftlich. 

ß)  Dasselbe  gilt  entsprechend,  wenn  sich  unter  den  Flächen 

JI9)  +  ^ip  +  i'X  **  ^  ^^^  Ebenenpaar  befindet. 

y)  Wenn  sich  unter  den  Flächen  zwei  befinden,  die  sich 
nicht  berühren,  so  kann  man  neue  Koordinaten  so  einführen,  dafs 
sich  die  Quadrate  x§  und  x|  linear  durch  xf  und  x|  darstellen 
lassen.  Indem  wir  die  entsprechenden  Werte  von  X3  und  X4  in 
die  Gleichung  der  dritten  Fläche  einsetzen,  erhalten  wir  für  das 
Verhältnis  Xi  :  Xj  eine  Gleichung  achten  Grades. 

10)  a)  Man  kann  sieben  Schnittpunkte  von  drei  Flächen 
zweiter  Ordnung  willkürlich  wählen. 

(Durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  und  zwei  andere  lege 
man  eine  Fläche,  eine  zweite  durch  die  sieben  ersten  und  zwei 
der  ersten  nicht  angehörende  Punkte,  endlich  eine  dritte  durch 
die  sieben  gegebenen  Punkte  und  zwei  weitere,  welche  nicht  auf 
der  Schnittkurve  der  beiden  ersten  liegen.) 
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b)  Wenn  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  sieben  Punkte  gemein 
haben,  so  gehen  sie  noch  durch  einen  festen  achten  Punkt  hin- 
durch. 

c)  Nachdem  sieben  Schnittpunkte  dreier  Flächen  zweiter 
Ordnung  gegeben  sind,  soll  der  achte  konstruiert  werden. 

(Sind  1,  2,  3  ...  7  die  gegebenen  Punkte,  so  lege  man  durch 
den  Punkt  7  die  Sekante  an  die  durch  die  übrigen  Punkte  be- 
stimmte Raumkurve  dritter  Ordnung;  ebenso  ziehe  man  vom 
Punkte  6  aus  die  Sekante  an  die  kubische  Raumkurve,  welche 
durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  7  gelegt  werden  kann;  diese 
beiden  Geraden  treflFen  sich  in  dem  gesuchten  achten  Schnitt- 
punkte. Durch  die  acht  Punkte  kann  man  drei  nicht  einem  Büschel 
angehörende  Flächen  legen.  Denn  erstens  liegen  die  beiden 
Raumkurven  und  ihre  beiden  Sekanten  auf  derselben  Fläche  zweiter 
Ordnung;  wenn  zweitens  die  Sekante  (78)  die  Raumkurve  (1...6) 
in  den  Punkten  a  und  ß  schneidet,  so  kann  man  a  zur  Spitze 
eines  Kegels  wählen,  der  durch  die  acht  Punkte  geht  u.  s.  w.) 

d)  Die  acht  gemeinsamen  Punkte  dreier  Flächen  zweiter 
Ordnung  haben  die  Eigenschaft,  dafs  die  Verbindungslinie  von 
irgend  zwei  unter  ihnen  jedesmal  Sekante  an  die  durch  die  übrigen 
sechs  Punkte  gelegte  kubische  Raumkurve  ist. 

e)  Bei  besonderen  Lagen  der  sieben  Punkte,  welche  drei 
Flächen  zweiter  Ordnung  gemeinschaftlich  haben  sollen,  sind  den 
Flächen  nicht  einzelne  Punkte,  sondern  Linien  gemeinsam. 

a)  Wenn  der  siebente  Punkt  auf  der  durch  die  sechs  ersten 
gehenden  Raumkurven  dritter  Ordnung  liegt,  so  haben  die  Flächen 
diese  Kurve  gemeinschaftlich. 

ß)  Wofern  fünf  unter  den  sieben  gegebenen  Punkten  einem 
Kegelschnitte  angehören,  ist  dieser  allen  Flächen  gemeinsam. 

y)  Wenn  drei  von  den  gegebenen  Punkten  in  gerader  Linie 
liegen,  gehört  diese  allen  durch  die  sieben  Punkte  gehenden 
Flächen  an. 

11)  a)  Drei  Flächen  zweiter  Klasse  haben  i.  a.  acht  Tangential- 
ebenen gemeinschaftlich. 

b)  Sieben  von  diesen  Tangentialebenen  können  immer  will- 
kürlich gewählt  werden. 

c)  Sind  die  Gleichungen  dreier  Flächen  derselben  Klasse  in 
Ebenenkoordinaten  *(u)  =  0,  ?P(u)  =  0,  X(u)  =  0,  so  berühren 
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die  ihnen  gemeinsamen  Tangentialebenen  auch  jede  Fläche,  deren 
Gleichung  ist :  A*  +  /m?P  +  vX  —  0. 

12)— 15)  Fortsetzung  der  Übung  9)  zu  §  23. 

12)  a)  Wenn  q>i  (x)  =  0,  ^2  (x) «»  0  .  .  .  Gleichungen  von 
Flächen  nter  Ordnung  sind,  so  nennt  man  die  Gesamtheit  der 
Flächen,  welche  bei  Benutzung  von  beliebigen  Konstanten  Xiy 
i,  ...  in  der  Form 

(a)  ^iqpi  (x)  +  X^tpi  (x)  4-  .  .  .  =  0 
dargestellt  werden  können,  ein  Linearsystem  von  Flächen  nter 
Ordnung.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Flächen  g>i  (x)  «•  0, 
q^i  {x)=*0 . . .  von  einander  unabhängig  sind,  dais  also  die  linke 
Seite  von  (a)  nur  dann  identisch  verschwinden  kann,  wenn 
;ii  S9  2«  a»  .  .  .  sa  0  ist.  Der  Grad  der  Unendlichkeit  des  Systems 
ist  um  eins  geringer,  als  die  Zahl  der  Konstanten  Jli,  >l2  •  •  • 
Speciell  bezeichnen  wir  ein  einfach  unendliches  Linearsystem  von 
Flächen  derselben  Ordnung  als  einen  Büschel,  ein  zweifach  un- 
endliches System  dieser  Art  als  Bündel. 

In  gleicher  Weise  setzt  man  aus  mehreren  Gleichungen, 
welche  in  Ebenenkoordinaten  vom  Grade  m  sind,  ein  Linearsystem 
mter  Klasse  zusammen.  Speciell  bestimmen  zwei  solche  Flächen 
eine  Schar,  drei  eine  Schar-Schar. 

b)  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Klasse  2?  aijfUiUx«aO  gegeben 
ist,  so  kann  man  neun  von  einander  unabhängige  Flächen  zweiter 
Ordnung  -SaixXiX;^  =  0,  UhixXiXx^^O  .  .  .  derartig  bestimmen, 
dafs  die  Bedingungen  befriedigt  werden: 

22Lixaix  =  0,  Uhixaix  =«  0  .  .  . 

Es  sei  etwa  die  Gleichung  gegeben: 

«lUf  +  ßgU»  +  a,u|  +  u|  —  0. 
Dann  darf  man  den  Koefficienten  aix  für  ungleiche  Marken  i  und 
X  ganz  beliebige  Werte  beilegen  und  mufs  nur  zwischen  an,  a22, 
^3Zy  ^44  eine  einzige  Gleichung  bestehen  lassen.    Man  darf  daher 
dem  Linearsystem  folgende  Flächen  zu  Grunde  legen: 

xf  —  ajxf  s==r  0,  x|  —  a^xl  =»0,  x|  —  «gXf  =  0,  Xix»  =  0, 
XiXa  =  0,  X1X4  =as  0,  XgXrt  =»  0,  X2X4  =  0,  X8X4  —  0. 

Daraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

a)  Ein  achtfach  unendliches  Linearsystem  von  Flächen  zweiter 
Ordnung  ist  durch  eine  Fläche  zweiter  Klasse  bestimmt;  jene 
Flächen  haben  zwar  kein  gemeinschaftliches  Polartetraeder,  aber 
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jede  enthält  unendlich  viele  Polartetraeder,  deren  Seitenflächen  von 
der  Fläche  zweiter  Klasse  berührt  werden. 

ß)  Dem  Linearsystem  gehören  zweifach  unendlich  viele  Doppel- 
ebenen an ;  es  sind  dies  die  Tangentialebenen  der  Fläche  zweiter 
Klasse. 

/)  Jede  Ebene  bildet  mit  unendlich  vielen  Ebenen,  nämlich 
den  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Ebenen,  ein  dem  System 
angehörendes  Ebenenpaar. 

6)  Alle  Kegel  des  Systems,  welche  eine  feste  Spitze  besitzen, 
bilden  ein  vierfach  unendliches  Linearsystem.  Der  von  der  festen 
Spitze  aus  an  die  Fläche  zweiter  Klasse  gelegte  Tangentialkegel 
wird  von  den  Seitenflächen  unendlich  vieler  Dreikante  berührt, 
welche  Polardreikante  zu  je  einem  Kegel  des  Systems  sind. 

c)  Man  gehe  umgekehrt  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
aus  und  untersuche  das  ihr  zugeordnete  Linearsystem  von  Flächen 
zweiter  Klasse. 

d)  Um  das  allgemeine  durch  acht  Flächen  zweiter  Klasse 
bestimmte  Linearsystem  zu  untersuchen,  gehe  man  von  einem 
allgemeinen  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  aus.  Das  Linear- 
system enthält  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  solchen 
Flächen,  die  in  einen  Doppelpunkt  übergegangen  sind.  Ein  be- 
liebiger Punkt  des  Raumes  gehört  mit  unendlich  vielen  andern 
Punkten,  die  in  einer  bestimmten  geraden  Linie  liegen,  je  einem 
Punktepaare  des  Systems  an.  Man  soll  alle  Kegelschnitte  des 
Systems  bestimmen,  die  in  einer  vorgeschriebenen  Ebene  liegen. 

Das  Linearsystem  enthält  bei  geeigneter  Wahl  der  Koordinaten 
die  durch  die  folgenden  Gleichungen  dargestellten  Flächen: 
UiUj  —  0,  U1U3  —  0,  U1U4  =a  0,  U2U3  ««  0,  UjUi  —  0,  UsU4  «»  0, 
uf  +  auf  +ßu|  =0,  u|  +7U|  +rful  -0. 

13)  a)  Durch  die  acht  Eckpunkte  von  zwei  Polartetraedern 
einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  läfst  sich  ein  Bündel 
von  Flächen  zweiter  Ordnung  legen. 

(Jede  Fläche,  w^elche  durch  sieben  unter  den  acht  Eckpunkten 
gelegt  werden  kann,  enthält  die  Eckpunkte  von  einem  und  somit 
von  unendlich  vielen  Polartetraedern  der  gegebenen  Fläche,  also 
auch  den  achten  Eckpunkt.) 

b)  Ordnet  man  die  acht  Grundpunkte  eines  Flächenbündels 
zweiter  Ordnung  in  beliebiger  Weise  zu  zwei  Quadrupeln  an,  so 
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läfst  sich  eine  Räche  zweiter  Ordnung  konstruieren,  für  welche 
die  Punkte  eines  jeden  Quadrupels  je  Eckpunkte  eines  Polar- 
tetraeders sind. 

(Man  kann  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  finden,  welche  ein 
gegebenes  Polartetraeder  besitzt  und  für  welche  je  zwei  von  drei 
weiteren  Punkten  konjugierte  Pole  zu  einander  sind.  Die  Beziehung 
dieser  Fläche  zu  den  Flächen  des  Bündels  liefert  den  Beweis.) 

c)  Jede  Fläche  zweiter  Klasse,  welche  sieben  von  den  acht 
Seitenflächen  zweier  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
berühren,  hat  auch  die  achte  Seitenfläche  zur  Tangentialebene. 

d)  Ordnet  man  die  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  dreier 
Flächen  zweiter  Klasse  in  beliebiger  Weise  zu  Seitenflächen  zweier 
Tetraeder,  so  läfst  sich  stets  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  finden, 
für  welche  beide  Tetraeder  Polartetraeder  sind. 

14)  a)  Wenn  zwei  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung einen  Eckpunkt  gemein  haben,  so  liegen  die  sechs  von  ihm 
ausgehenden  Kanten  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung. 

b)  Durch  die  sechs  Geraden,  welche  zwei  Tripel  konjugierter 
Durchmesser  bilden,  läfst  sich  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  legen. 

c)  Wenn  ein  Kegel  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  enthält,  so  liegen  auf  ihm  unendlich  viele 
Tripel  von  Durchmessern  derselben  Fläche. 

15)  a)  Wenn  zwei  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiter  Klasse 
eine  Ebene  gemein  haben,  so  sind  die  sechs  andern  Ebenen  Tan- 
gentialebenen an  einen  Kegel  zweiter  Klasse. 

b)  Zwei  Tripel  konjugiener  Durchmesserebenen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sind  Tangentialebenen  an  einen  Kegel  zweiter 
Klasse. 

Anhang 
über  kollineare  und  reciproke  Zuordnung  im  Räume. 

1.  Schon  im  ersten  Teile  (S.  138  ff".)  haben  wir  gesehen, 
dafe  wir  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  beziehen  können. 
In  ähnlicher  Weise  können  wir  auch  zwei  Strahlenbündel  oder 
auch  eine  Ebene  und  einen  Strahlenbündel  einander  kollinear  zu- 
ordnen. Man  nennt  zwei  Strahlenbündel  U  und  ^T  kollinear  auf 
einander  bezogen,  wenn  jedem  Strahle  von  2!  ein  Strahl  von  J^ 
und  jeder  Ebene  von  2  eine  Ebene  von  X  in  der  Weise  zugeordnet 
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ist,  dafs  jedesmal,  wenn  im  ersten  Bündel  ein  Strahl  in  eine 
Ebene  fällt,  dasselbe  für  die  entsprechenden  Gebilde  im  zweiten 
Bündel  stattfindet  In  ähnlicher  Weise  ist  eine  Ebene  E  einem 
Strahlenbündel  S  dann  koUinear  zugeordnet,  wenn  jedem  Punkte 
von  E  ein  Strahl  von  S  und  jeder  Geraden  von  E  eine  Ebene 
von  -T  derartig  entspricht,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Punkt  von  E 
in  einer  Geraden  von  E  liegt,  auch  der  dem  Punkte  entsprechende 
Strahl  in  die  der  Geraden  entsprechende  Ebene  fällt. 

2.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dafs  Perspektive  zwei- 
stufige Gebilde  einander  auch  kollinear  entsprechen.  Sind  z.  B. 
eine  Ebene  und  ein  Strahlenbündel  gegeben,  wobei  nur  voraus- 
gesetzt wird,  dafs  der  Scheitel  des  Bündels  nicht  in  der  Ebene 
liegt,  und  ordnet  man  jedem  Punkte  x  der  Ebene  den  durch  ihn 
hindurchgehenden  Strahl  p'  des  Bündels,  und  jeder  Geraden  g 
der  Ebene  die  durch  sie  hindurchgehende  Ebene  F  des  Bündels 
zu,  so  geht  jedesmal,  wenn  :;r  in  g  liegt,  auch  F'  durch  p'  hin- 
durch. Dasselbe  gilt,  wenn  man  in  zwei  nicht  konzentrischen 
Strahlenbündeln  diejenigen  Strahlen  p  und  p'  einander  zuordnet, 
welche  eine  feste  Ebene  in  demselben  Punkte  schneiden,  und 
demgemäfs  diejenigen  Ebenen  der  Bündel  einander  entsprechen 
läfst,  welche  mit  der  festen  Ebene  dieselbe  Schnittlinie  haben. 

3.  Es  seien  etwa  zwei  Ebenen  E  und  E  kollinear  auf  ein- 
ander bezogen;  irgend  einem  Punkte  n  der  ersten  möge  ein 
Punkt  3t'  der  zweiten  zugeordnet  sein.  Die  erste  Ebene  projiziere 
man  durch  einen  beliebigen  Strahlenbündel  S  und  lasse  dem 
Punkt  X  von  E  den  durch  ihn  hindurchgehenden  Strahl  p  von 
21  entsprechen.  Dadurch  ist  auch  eine  kollineare  Zuordnung  des 
Bündels  2  zur  Ebene  E'  bestimmt,  indem  man  dem  durch  jr 
hindurchgehenden  Strahle  p  den  Punkt  n  zuordnet.  In  ähnlicher 
Weise  können  die  beiden  kollinear  auf  einander  bezogenen  Ebenen 
E  und  E  benutzt  werden,  um  zwei  beliebige  Strahlenbündel  S 
und  S  einander  kollinear  zuzuordnen;  man  läfst  dem  durch  x 
gehenden  Strahl  p  von  2  den  durch  x  gehenden  Strahl  p'  von 
S  entsprechen. 

Wenn  umgekehrt  zwei  kollineare  Strahlenbündel  gegeben 
sind,  so  vermitteln  sie  in  entsprechender  Weise  die  kollineare 
Zuordnung  von  zwei  beliebig  gewählten  Ebenen. 

4.  Wir  haben   früher   (I  S.    140)   bewiesen,   dafs   in  zwei 
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kollinear  auf  einander  bezogenen  Ebenen  entsprechende  gerade 
Punktreihen  sowie  entsprechende  Strahlenbüschel  einander  pro- 
jektiv zugeordnet  sind.  Wenn  eine  Ebene  E  einem  Strahlen- 
bündel ^  kollinear  entspricht,  so  ist  jeder  Punktreihe  von  E  ein 
ebener  Strahlenbüschel  von  JT  zugeordnet;  auch  diese  müssen 
einander  projektiv  entsprechen.  Einem  Strahlenbüschel  in  E  ent- 
spricht ein  Ebenenbüschel  von  JT;  wiederum  ist  die  Zuordnung 
projektiv.  Ähnliches  gilt  für  zwei  kollinear  auf  einander  bezogene 
Strahlenbündel. 

5.  Um  eine  Ebene  kollinear  auf  einen  Strahlenbündel  zu 
beziehen,  wähle  man  in  der  Ebene  vier  Punkte,  von  denen  keine 
drei  in  gerader  Linie  liegen,  und  ordne  ihnen  vier  Strahlen  des 
Bündels  zu,  wobei  nur  verlangt  wird,  dafs  sich  auch  durch  keine 
drei  Strahlen  eine  Ebene  legen  läfst.  Wenn  zwei  Strahlenbündel 
gegeben  sind,  so  wähle  man  in  jedem  vier  Strahlen,  von  denen 
niemals  drei  einer  Ebene  angehören;  indem  man  diese  der  Reihe 
nach  einander  entsprechen  läfst,  hat  man  die  kollineare  Zuordnung 
vollständig  bestimmt.  Statt  dessen  kann  man  auch  in  jedem 
Bündel  vier  Ebenen  willkürlich  wählen  und  mufs  nur  verlangen, 
dafs  niemals  drei  demselben  Bündel  angehörende  Ebenen  eine 
gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben;  auch  diese  vermitteln  das 
koUineare  Entsprechen  in  eindeutiger  Weise. 

6.  In  den  folgenden  Untersuchungen  beziehen  wir  den  Raum 
auf  sich  selbst.  Demnach  mufs  jedes  Raumgebilde  in  doppelter 
Weise  betrachtet  werden :  einmal  als  ein  solches,  welches  auf  ein 
anderes  bezogen  wird,  und  dann  als  ein  Gebilde,  auf  welches  ein 
anderes  bezogen  wird.  Um  diese  doppelte  Beziehung  scharf  aus 
einander  zu  halten,  denken  wir  den  Raum  doppelt,  nämlich  erstens 
als  den  InbegriflF  aller  Gebilde,  die  auf  ein  anderes  bezogen  werden, 
und  dann  als  den  Inbegriff  aller  Gebilde,  auf  welche  die  übrigen 
bezogen  werden.  Wir  sprechen  daher  von  verschiedenen  Räumen, 
obwohl  dies  an  sich  nicht  gestattet  ist.  (In  ähnlicher  Weise  ver- 
fuhren wir  früher,  als  wir  eine  Ebene  auf  sich  selbst  kollinear 
oder  reciprok  bezogen.) 

7.  Zwei  Räume  heifsen  kollinear  auf  einander  be- 
zogen, wenn  jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des 
andern  und  jeder  Ebene  des  ersten  eine  Ebene  des 
zweiten    in   der  Weise   zugeordnet   ist,    dafs   jedesmal. 
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wenn  in  dem  ersten  Räume  ein  Punkt  n  in  einer  Ebene 
E  liegt,  auch  im  zweiten  Räume  der  entsprechende  Punkt 
ji*  in  der  zugeordneten  Ebene  E  enthalten  ist. 

Wenn  zwei  Räume  einander  kollinear  zugeordnet  sind,  so 
ist  auch  jede  Ebene  des  einen  kollinear  auf  eine  Ebene  des  andern 
und  jeder  Strahlenbündel  des  ersten  kollinear  auf  einen  Strahlen- 
bündel des  andern  bezogen.  Zugleich  ist  jede  gerade  Punktreihe 
im  ersten  einer  Punktreihe  im  zweiten  projektiv  zugeordnet; 
ebenso  entspricht  jedem  ebenen  Strahlenbüschel  im  ersten  pro- 
jektiv ein  ebener  Strahlenbüschel  im  zweiten,  jedem  Ebenenbüschel 
im  einen  ein  Ebenenbüschel  im  andern. 

Alle  diese  Behauptungen  folgen  unmittelbar  aus  dem  Begriffe 
der  kollinearen  Zuordnung.  Hiernach  entspricht  einer  beliebigen 
Ebene  E  des  ersten  Raumes  eine  Ebene  E  des  zweiten  derartig, 
dafs  jedem  Punkte  der  ersten  ein  Punkt  der  zweiten  zugewiesen 
wird.  Ist  jetzt  11  eine  zweite  Ebene  des  ersten  Raumes  und 
entspricht  ihr  im  zweiten  Räume  die  Ebene  /7',  so  ist  auch  jedem 
Punkte  von  11  ein  Punkt  von  W  zugeordnet.  Der  Schnittlinie 
der  Ebenen  11  und  E  entspricht  also  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
n'  und  E.  Die  Ebenen  E  und  E'  sind  also  in  der  Weise  auf 
einander  bezogen,  dafs  ein  Punkt  Ji  der  ersten  Ebene  in  einer 
Geraden  g  liegt,  auch  der  entsprechende  Punkt  x  der  zu  g  zu- 
geordneten Geraden  g'  angehört;  die  Ebenen  sind  somit  einander 
kollinear  zugeordnet. 

In  gleicher  Weise  zeigt  man,  dafs  jedem  Strahlenbündel  ein 
kollinearer  Strahlenbündel  entspricht. 

Früher  haben  wir  bereits  nachgewiesen,  dafs  gerade  Punkt- 
reihen in  kollinearen  Ebenen  projektiv  auf  einander  bezogen  sind; 
folglich  gilt  dasselbe  von  kollinearen  Räumen.  Auf  ebene  Strahlen- 
büschel und  Ebenenbüschel  brauchen  wir  nicht  weiter  einzugehen. 

8.  Es  ist  sehr  leicht,  zwei  Räume  kollinear  auf  einander  zu 
beziehen.  Zu  dem  Zwecke  lege  man  nämlich  in  jedem  von  ihnen 
ein  Tetraeder  der  Koordinatenbestimmung  zu  Grunde.  Im  ersten 
Räume  mögen  die  Xi  .  .  .  X4  die  Punkt-  und  die  Ui  .  .  .  U4  die 
zugehörigen  Ebenenkoordinaten  sein.  Ebenso  mögen  im  zweiten 
Räume  die  Punktkoordinaten  yi  ...  74  mit  den  Ebenenkoordi- 
naten V|  .  .  .  V4  zusammengehören.  Jetzt  ordne  man  dem  Punkte 
(x)  denjenigen  Punkt  (y)  zu,  für  den  ist 
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xi  :  xj  :  xs  :  X4  —  yi  :  y«  :  ys  :  y*, 

und   lasse   der   Ebene  (u)  diejenige  Ebene  (v)  entsprechen  ^  für 
welche  die  Beziehungen  bestehen: 

Ui  :  Ut  :  Us  :  U4  =  V|  :  Vi  :  Vs  :  V4. 
So  oft  ein  Punkt  (x)  des  ersten  Raumes  in  einer  Ebene  (u) 
enthalten  ist,  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

x,ui  +  XsUg  +  XgUs  +  X4U4  —  0; 
dann  besteht  aber  auch  die  Gleichung: 

yiVi  +  ysv«  +  ysvs  +  y^^A  —  0, 
oder  die  entsprechenden  Elemente   des  zweiten   Raumes   fallen 
ebenfalls  zusammen;  die  Zuordnung  ist  somit  kollinear. 

9.  Zwei  Räume  können  nur  in  einer  einzigen  Weise 
kollinear  so  auf  einander  bezogen  werden,  dafs  fünf 
Punkten  von  allgemeiner  Lage  im  ersten  fünf  Punkte 
im  zweiten  entsprechen,  die  ebenfalls  allgemeine  Lage 
zu  einander  haben. 

Hierbei  legen  wir  fünf  Punkten  desselben  Raumes  allgemeine 
Lage  zu  einander  bei,  falls  keine  vier  von  ihnen  in  einer  Ebene 
liegen. 

Die  Möglichkeit,  die  beiden  Räume  so  auf  einander  zu  be- 
ziehen, dafs  den  Punkten  xi  .  ,  .  x^  des  ersten  der  Reihe  nach 
die  Punkte  Xi' .  .  .  x^'  des  andern  entsprechen,  erkennen  wir  auf 
folgendem  Wege.  Wir  wählen  die  vier  Punkte  Xi  .  .  .  x^  zu 
Eckpunkten  des  Koordinaten-Tetraeders  im  ersten  Räume  und 
den  Punkt  Xs,  zum  Einheitspunkte,  und  nennen  Xi  .  .  .  X4  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Punktkoordinaten.  Ebenso  wählen  wir 
die  Punkte  Xi'  .  .  .  x^  zu  Eckpunkten  und  den  Punkt  Xs'  zum 
Einheitspunkte  für  die  Bestimmung  der  Punktkoordinaten  yi . . .  y4 
im  zweiten  Räume.  Dabei  sollen  Xi  und  Xi'  die  Koordinaten 
(l,  0,  0,  0),  Xf  und  Xi  die  Koordinaten  (0,  1,  0,  0)  u.  s.  w.  haben. 
Jetzt  lasse  man  dem  Punkte  (x)  denjenigen  Punkt  (y)  entsprechen, 
für  den 

x,  :  .  .  .  :  X4  —  yi  :  .  .  .  :  y4 
ist.     Alsdann  gehören   diejenigen   Punkte   des   zweiten   Raumes, 
welche  den  sämtlichen  in  einer  Ebene  des  ersten  Raumes  ge- 
legenen Punkten   entsprechen,  wiederum   einer  Ebene   an;    die 
Zuordnung  ist  also  kollinear. 

10.  Wir  müssen  aber  noch  zeigen,  dafs  die  beiden  Räume» 
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sobald  in  ihnen  die  Punkte  jti  .  .  .  jts  und  Xi\  .  ,  jt^'  einander 
entsprechen  sollen,  nur  auf  eine  einzige  Weise  einander  kollinear 
zugeordnet  werden  können.  Aus  der  angegebenen  Forderung 
folgt  unmittelbar,  dafs  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  XiXs  mit 
der  Ebene  Xin^x^  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Xi'  Xs'  und  der 
Ebene  x^' Xs  x^'  entsprechen  mufs.  Die  Ebene  x^x^x^  soll  aber 
der  Ebene  Xf'x^'x^'  kollinear  zugeordnet  sein,  und  zwar  soll  dem 
Punkte  Xi  der  Punkt  x^'y  dem  Punkte  x^  der  Punkt  jts',  dem 
Punkte  Xi  der  Punkt  x^\  dem  Schnittpunkte  der  ersten  Ebene 
mit  der  Geraden  XiXf,  der  Schnittpunkt  der  zweiten  Ebene  mit 
der  Geraden  Xi'x^'  entsprechen.  Hierdurch  ist  aber  die  Zuord- 
nung  der  Ebenen  zu  einander  eindeutig  bestimmt. 

Dieselbe  Erwägung  kann  man  für  jede  Ebene  anstellen,  welche 
durch  irgend  drei  von  den  im  ersten  Räume  gegebenen  Punkten 
gelegt  werden  kann;  jeder  solchen  Ebene  entspricht  eine  be- 
stimmte Ebene  des  zweiten  Raupies  in  der  Weise,  dafs  auch 
jedem  Punkte  der  ersten  Ebene  ein  bestimmter  Punkt  der  zweiten 
zugeordnet  ist.  Hiernach  kann  auch  jedem  Punkte  des  ersten 
Raumes  nur  ein  einziger  Punkt  des  zweiten  entsprechen. 

11.  Statt  in  jedem  der  beiden  Räume  fünf  Punkte  anzu- 
nehmen und  durch  sie  die  kollineare  Zuordnung  zu  vermitteln, 
kann  man  auch  in  jedem  der  beiden  Räume  fünf  Ebenen  beliebig 
wählen,  wofern  nur  keine  vier  demselben  Räume  angehörenden 
durch  denselben  Punkt  hindurchgehen;  alsdann  kann  man  die 
Räume  stets  in  der  Weise  einander  kollinear  zuordnen,  dafs  die 
Ebenen  des  ersten  Raumes  denen  des  zweiten  der  Reihe  nach 
entsprechen.  Der  Beweis  läfst  sich  entweder  in  der  Weise  führen, 
dafs  wir  in  der  früheren  Entwicklung  Punkt  und  Ebene  immer 
mit  einander  vertauschen,  oder  wir  betrachten  zuerst  jede  der 
fünf  gegebenen  Ebenen  des  ersten  Raumes  für  sich  und  beachten, 
dafs  uns  zur  Vermittlung  der  kollinearen  Beziehung  auf  die  ent- 
sprechende Ebene  des  zweiten  Raumes  vier  gerade  Linien  ge- 
geben sind. 

Da  sowohl  die  Lage  eines  Punktes  wie  die  einer  Ebene  von 
drei  Gröfsen  abhängt,  so  wird  die  kollineare  Beziehung  zweier 
Räume  durch  fünfzehn  Parameter  bestimmt. 

12.  Die  beiden  Räume,  von  denen  wir  zuletzt  immer  ge- 
sprochen  haben,   sind   in   der  That   identisch;    sie   durchdringen 
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einander,  wie  man  wohl  sagt.  Demnach  ist  es  am  natürlichsten, 
nicht  verschiedene  Koordinatensysteme,  wie  wir  vorhin  gethan 
haben,  zu  benutzen,  sondern  dieselben  Koordinaten  zu  Grunde  zu 
legen.  Dabei  müssen  wir  beachten,  dafs  die  Koordinaten  yi . . .  y4 
lineare  Funktionen  von  Xi  .  .  .  X4  sind  und  die  Vi  .  .  .  V4  in  ähn- 
licher Weise  von  Ui  .  .  .  U4  abhangen.  Da  jeder  Punkt  in  doppelter 
Weise  betrachtet  wird,  müssen  wir  dies  auch  bei  den  Koordinaten 
andeuten;  daher  wollen  wir  die  Koordinaten  des  dem  Punkte 
(xi  . .  .X4)  zugeordneten  Punktes  durch  Xi',  x«',  xs',  X4'  bezeichnen. 
Hiemach  wird  die  kollineare  Zuordnung  durch  die  Gleichungen 
vermittelt: 

pxi'  =  anXi  +  ai,xa  +  aisXs  +  ai4X4 

IJLI.  .  .  .  .  .  .  . 

9x4'  —  a4iXi  +  a4,X8  +  a48Xs  +  ^44X4^ 

wo  die  Koefficienten  aix  und  axx  im  allgemeinen  verschiedene 
Wene  haben. 

Nach  §  5,  8.  9  (S.  35—37)  wird  jetzt  die  Beziehung  zwischen 
den  Ebenen  (ui  ...  u^)  des  ersten  und  den  Ebenen  (u/  .  .  .  U4') 
des  zweiten  Raumes  durch  die  Gleichungen  vermittelt: 

öui  =  a,iUi'  +  agiUg'  +  ajiUs'  +  a4iU4' 

(2) 

ÖU4  —  ai4U,'  +  aj,4u/  +  ajjUs'  +  a44U4'. 

In  der  That  wird  jetzt  jedesmal,  wenn  der  Punkt  (x)  in  der 
Ebene  (u)  liegt,  auch  der  Punkt  (x')  der  Ebene  (u')  angehören. 
Es  ist  nämlich 

0  Sui  xi  —  JSx/  -Taxi  Ux  «=  2ux  2zxi  Xi  :=^  q  2ux  Xx'; 

IX  XI 

wenn  also  ^Utx^  =»0  ist,  mufs  auch  Sui'xl'  =  0  sein. 

Die  Zuordnung  der  beiden  Räume  hängt  bei  dieser  Darstellung 
von  den  Verhältnissen  der  sechzehn  Koefficienten  aix  oder  von 
fünfzehn  Parametern  ab. 

13.  Bei  der  kollinearen  Zuordnung  geht  jeder  Punkt  in  einen 
Punkt,  jede  Gerade  in  eine  Gerade  und  jede  Ebene  in  eine  Ebene 
über.  Daher  wird  jede  Fläche  in  eine  Fläche  derselben  Ordnung 
übergeführt.  Bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  bleibt  zudem  der 
Charakter  ungeändert,  soweit  er  bei  der  in  §  18  durchgeführten 
projektiven   Einteilung  in   Betracht  kommt:    eigentliche  Flächen 
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gehen  in  eigentliche,  Kegelflächen  in  Kegelflächen  über  u.  s.  w,; 
imaginäre  Flächen  bleiben  imaginär,  geradlinige  bleiben  geradlinig. 

14.  Nach  demselben  Gesetze,  nach  welchem  zwei  Ebenen 
einander  reciprok  zugeordnet  werden  (I  S.  144  ff.),  lassen  sich 
überhaupt  zwei  zweistufige  Grundgebilde  reciprok  auf  einander 
beziehen.  So  entsprechen  zwei  Strahlenbündel  JS  und  X  einander 
reciprok,  wenn  jeder  Ebene  FI  des  ersten  ein  Strahl  p'  des  zweiten 
und  jedem  Strahle  p  des  ersten  eine  Ebene  W  des  zweiten  der- 
artig zugeordnet  ist,  dafs  jedesmal,  wenn  p  in  /7  enthalten  ist, 
auch  77'  durch  p'  hindurchgeht.  Eine  Ebene  E  ist  reciprok  auf 
einen  Strahlenbündel  S'  bezogen,  wenn  jeder  Geraden  der  Ebene 
ein  Strahl  des  Bündels  und  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  Ebene 
des  Bündels  derartig  entspricht,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Punkt 
in  einer  Geraden  von  E  liegt,  auch  die  dem  Punkte  entsprechende 
Ebene  von  U'  durch  den  der  Geraden  entsprechenden  Strahl  geht 

15.  Auch  die  reciproke  Zuordnung  ändert  sich  nicht  bei 
Schneiden  und  Projizieren.  So  seien  zwei  Ebenen  reciprok  auf 
einander  bezogen.  Projiziert  man  die  eine  von  ihnen  durch  einen 
beliebigen  Strahlenbündel,  so  kann  man  jedem  Strahle  dieses 
Bündels  diejenige  Gerade  der  zweiten  Ebene  zuordnen,  welche 
bei  der  gegebenen  Zuordnung  dem  Treffpunkte  des  Strahles  mit 
der  ersten  Ebene  entspricht;  alsdann  wird  auch  jeder  Ebene  des 
Bündels  ein  bestimmter  Punkt  der  zweiten  Ebene  zugeordnet, 
und  das  gegenseitige  Entsprechen  mufs  als  ein  reciprokes  be- 
zeichnet werden. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  beiden  gegebenen  Ebenen 
durch  beliebige  Strahlenbündel  projizieren  und  die  reciproke  Zu- 
ordnung der  ersteren  dazu  benutzen,  um  die  Strahlenbündel  reciprok 
auf  einander  zu  beziehen.  Auch  kann  man  zwei  reciproke  Strahlen- 
bündel durch  Ebenen  durchschneiden,  welche  nicht  durch  die 
Scheitel  hindurchgehen,  und  eine  reciproke  Zuordnung  der  Ebenen 
durch  die  der  Strahlenbündel  vermitteln. 

16.  Die  reciproke  Zuordnung  von  zwei  zweistufigen  Grund- 
gebilden ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  man  zu  vier  gleichartigen 
Elementen  des  einen  die  ihnen  entsprechenden  Elemente  des 
andern  kennt;  nur  ist  es  notwendig,  dafs  die  vier  Elemente  beide- 
male  allgemeine  Lage  zu  einander  haben.  Will  man  z.  B.  einen 
Strahlenbündel  auf  eine  Ebene  reciprok  beziehen,  so  wählt  man 
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im  Bündel  vier  Strahlen  pi  .  .  .  p4  willkürlich  und  nur  so,  dafs 
sich  durch  keine  drei  von  ihnen  eine  Ebene  legen  läfst;  dann 
ordnet  man  ihnen  vier  Gerade  q/  .  .  .  q*'  der  Ebene,  von  denen 
keine  drei  durch  denselben  Punkt  gehen,  der  Reihe  nach  zu.  In 
ähnlicher  Weise  verfährt  man  bei  zwei  Strahlenbündeln  2!  und  JS' : 
man  wählt  im  ersten  vier  Strahlen  pi  .  .  .  p4  und  im  zweiten 
vier  Ebenen  ü^'  .  .  .  n^\  welche  je  allgemeine  Lage  zu  einander 
haben,  und  läfst  diese  einander  entsprechen. 

Dafs  hierbei  jedesmal  eine  reciproke  Zuordnung,  und  zwar 
nur  auf  eine  einzige  Weise,  möglich  ist,  erkennt  man  sehr  leicht 
direkt;  man  kann  den  Satz  aber  auch  auf  den  entsprechenden, 
früher  für  zwei  Ebenen  bewiesenen  Satz  zurückführen. 

17.  Man  kann  auch  den  Raum  reciprok  auf  sich  selbst  be- 
ziehen, oder  wie  wir  lieber  sagen,  weil  jeder  Punkt  und  jede 
Ebene  doppelt  betrachtet  werden  mufs,  man  kann  zwei  Räume 
einander  reciprok  zuordnen.  Dabei  stellen  wir  folgende  Defi- 
nition auf: 

Zwei  Räume  sind  reciprok  auf  einander  bezogen, 
wenn  jedem  Punkte  des  einen  eine  Ebene  des  andern 
in  der  Weise  entspricht,  dafs  jedesmal,  wenn  in  dem 
ersten  Räume  ein  Punkt  in  einer  Ebene  liegt,  die  dem 
Punkte  entsprechende  Ebene  des  zweiten  Raumes  durch 
den  der  Ebene  zugeordneten  Punkt  geht. 

Von  der  Möglichkeit,  zwei  Räume  einander  reciprok  zuzu- 
ordnen, überzeugt  man  sich  sehr  leicht.  Man  lasse  im  ersten 
Räume  (xi  .  .  .  X4)  und  (ui  .  .  .  U4)  zusammengehörige  Punkt-  und 
Ebenenkoordinaten  sein;  ebenso  mögen  im  zweiten  Räume  yi...y4 
und  Vi  .  .  .  V4  zusammengehörige  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten 
sein.  Die  Zuordnung  der  beiden  Räume,  welche  durch  die  Glei- 
chungen vermittelt  wird: 

Xi  :  Xg  :  xs  :  X4  s=»  V,  :  vj  :  V3  :  V4, 
ui  :  Uj  :  Us  :  U4  =3  yi  :  72  :  ys  :  y4, 
ist  offenbar  eine  reciproke. 

18.  Einer  Ebene  des  ersten  Raumes  und  den  in  ihr  liegenden 
Punkten  und  Geraden  (als  Punktreihen)  entspricht  im  zweiten 
Räume  ein  Strahlenbündel;  auch  diese  Zuordnung  ist  eine  reci- 
proke.   Dementsprechend  sind  den  Punkten  einer  Punktreihe  des 
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ersten  Raumes   die  Ebenen   eines  Büschels   im    zweiten   Räume 
projektiv  zugeordnet. 

19.  Sobald  man  fünf  Punkten  des  einen  Raumes,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  fünf  Ebenen  des  andern,  von 
denen  keine  vier  durch  einen  Punkt  gehen,  der  Reihe  nach  zu- 
geordnet hat,  ist  die  reciproke  Zuordnung  der  Räume  bestimmt. 
Dafs  es  eine  derartige  Zuordnung  giebt,  zeigt  man  wieder  durch 
passende  Wahl  der  Koordinatensysteme.  Im  ersten  Räume  nehme 
man  die  vier  ersten  Punkte  zu  Eckpunkten  des  Koordinaten- 
Tetraeders  und  den  fünften  zum  Einheitspunkte;  im  zweiten 
Räume  lasse  man  das  Koordinaten-Tetraeder  durch  die  vier  ersten 
Ebenen  begrenzt  sein  und  wähle  die  fünfte  Ebene  zur  Einheits- 
ebene. Vermittelst  der  Koordinaten,  welche  man  bei  dieser  Fest- 
setzung erhält,  kann  man  die  Zuordnung  der  Räume  in  den  vorhin 
angegebenen  Gleichungen  darstellen. 

20.  Man  sieht  aber  auch  sehr  leicht,  dafs  bei  keiner  zweiten 
reciproken  Zuordnung  die  fünf  Punkte  des  ersten  Raumes  den 
fünf  Ebenen  des  zweiten  entsprechen  können.  Der  vom  ersten 
Punkte  ausgehende  Strahlenbündel  mufs  nämlich  reciprok  zuge- 
ordnet sein  dem  auf  der  ersten  Ebene  des  zweiten  Raumes  ent- 
haltenen ebenen  Systeme;  die  Art  der  Zuordnung  ist  aber  bestimmt, 
weil  man  zu  vier  Strahlen  des  Bündels  die  ihnen  im  ebenen 
Systeme  entsprechenden  Geraden  kennt.  Da  dasselbe  für  die 
Strahlenbündel  gilt,  welche  ihre  Strahlenbündel  in  den  vier  andern 
Punkten  haben,  so  kann  man  zu  jedem  Punkte  des  ersten  Raumes 
höchstens  eine  im  zweiten  Räume  entsprechende  Ebene  finden. 

21.  Indem  wir  die  beiden  Räume,  welche  identisch  sind  und 
gar  nicht  getrennt  werden  können,  auf  dasselbe  Koordinatensystem 
beziehen  und  demnach  die  Koordinaten  des  zweiten  Raumes  durch 
Anhängung  eines  Striches  bezeichnen,  erhalten  wir- folgende  Zu- 
ordnung : 

pu/  =  anXj  -f  aiiX«  +  a,sX3  -f  a^x* 

11^1     •  •  .  .  •  .  • 

QU^'  —  auXi  +  342X2  +  343X3  -f  344X4, 
mit  denen  die  weiteren  Gleichungen  verbunden  werden  müssen: 

öui  —  31, xi'  +  331X2'  +  asiXs'  +  341X4' 
(4) 

aU4  —  31  4X1'  +  324X2'  +  334X3'  +  344X4'. 
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Die  reciproke  Zuordnung  zweier  Räume  hängt  also  von  fünf- 
zehn willkürlichen  Konstanten  ab. 

Damit  es  möglich  wird,  vermittelst  dieser  Gleichungen  auch 
jeder  Ebene  einen  Punkt  zuzuordnen,  mufs  die  aus  den  KoefK- 
cienten  a/x  gebildete  Determinante  von  null  verschieden  sein.  Wir 
schliefsen  daher  den  Fall  aus,  dafs  diese  Determinante  verschwindet. 
Indem  wir  dann  noch  die  zu  dem  Elemente  a<x  gehörende  Unter- 
determinante mit  Atx  bezeichnen,  ergeben  sich  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  folgenden: 

Q%  —  Auu,'  +  AgiUi'  +  A31U3'  +  A41U4' 

QX4,  —  A14U,'  +  A24U/  -f  A34U8'  +  A44U4' 
und 

ö'Xi'   =  AuUi    +  A,2U2    -h  A1SU3    +  A,4U4 

(6) 

0X4'  =  A4IU1  +  A42U2  +  A4SU3  +  A44U4. 

22.  Läfst  man  zwischen  den  Koordinaten  Ui  .  .  .  u«  eine 
homogene  Gleichung  mten  Grades  bestehen,  so  erhalten  wir  auch 
zwischen  den  Koordinaten  Xj '  .  .  .  X4'  eine  homogene  Gleichung 
mten  Grades.  Demnach  entspricht  einer  Fläche  mter  Klasse  des 
ersten  Raumes  eine  Fläche  m^er  Ordnung  im  zweiten  Räume,  und 
umgekehrt  wird  jede  Fläche  nter  Ordnung  auf  eine  Fläche  nter 
Klasse  bezogen.  Eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung  entsprechen 
wieder  eigentliche  Flächen  zweiter  Klasse;  dagegen  entspricht 
einer  Kegelfläche  eine  ebene  Kurve. 

23.  Ein  wichtiger  Specialfall  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  ist 
der,  dafs  jeder  Koefficient  a<x  gleich  ist  axi.  Alsdann  sind  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  identisch,  ebenso  die  Gleichungen  (5) 
und  (6).  Demnach  ist  es  gleichgültig,  welchem  Räume  man  den 
einzelnen  Punkt  zuweist.  Wir  dürfen  daher  die  oberen  Striche 
an  den  (x)  und  den  (u)  weglassen,  wie  wir  bereits  bei  der  Invo- 
lution und  dem  ebenen  Polarsystem  (I  S.  143)  gethan  haben. 
Eine  derartige  Zuordnung  der  Punkte  und  Ebenen  des  Raumes 
nennen  wir  ein  räumliches  Polarsystem. 

24.  Soll  ein  Punkt  (x)  in  der  ihm  entsprechenden  Ebene  (u) 
liegen,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein :  2^  x«  u<  =  0.  Die 
Gleichungen  (3)  zeigen  uns,  dafs  dieser  Bedingung  jeder  Punkt 
genügt,  welcher  der  Fläche  angehört: 

(7)     -Sa^xx^xx  —  0. 
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Diese  Fläche  heifst  die  Ordnungsfläche  des  Polar- 
systems. 

Wegen  der  Voraussetzung  ai«  —  ax«  ist  die  Bezeichnung  (7) 
identisch  mit  derjenigen,  welche  wir  früher  bei  der  Untersuchung 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  angewandt  haben.  Demnach  stimmen 
auch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  vollständig  überein  mit  den 
Gleichungen  (7)  §  12,  3  (S.  88)  oder  auch  (8)  §  13,  10  (S.  97), 
durch  welche  für  einen  beliebigen  Punkt  (x)  die  zugehörige  Polar- 
ebene bestimmt  wird.  Das  Polarsystem  ordnet  demnach  jedem 
Punkte  des  Raumes  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Ordnungs- 
fläche des  Systems  zu. 

Wegen  der  Gleichungen  (5)  nimmt  die  Bedingung  dafür, 
dafs  ein  Punkt  in  die  zugeordnete  Ebene  hineinfällt,  auch  die 
Form  an: 

(8)    i;  Aix  Ui  ux  =  0, 
wo  Aix  jedesmal   die   zu   aix  gehörende  Unterdeterminante   ist. 
Infolge  der  gemachten  Voraussetzungen  ist  die  Fläche  (8),  wie 
wir   in  §  13,  10  (Seite  98)  gesehen  haben,  mit  der  Fläche  (7) 
identisch. 

Übungen  : 

1)  a)  Wenn  zwei  Gebilde  demselben  dritten  kollinear  zuge- 
ordnet sind,  so  sind  sie  auch  zu  einander  kollinear  zugeordnet. 

b)  Wenn  zwei  Gebilde  demselben  dritten  reciprok  entsprechen, 
so  sind  sie  zu  einander  kollinear  zugeordnet. 

2)  a)  Man  kann  zwei  Räume  derartig  kollinear  auf  einander 
beziehen,  dafs  zwei  eigentliche  Flächen  zweiter  Ordnung  einander 
entsprechen,  wofern  beide  nur  projektiv  zu  derselben  Art  gehören. 

b)  Speciell  kann  man  den  Raum  derartig  kollinear  transfor- 
mieren, dafs  eine  beliebige  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  sich 
selbst  zugeordnet  ist. 

(Wenn  etwa  die  Gleichung  der  Fläche  ist: 

Pixf  +  Pa^i  +  Ps^I  +  P4XI  —  0, 
so   müssen   die  KoefEcienten    in    den   Gleichungen   (1)   den  Be- 
dingungen genügen: 

Fl  X  P2  X  rs  X  r*  x 

-2"  px  axa  ax/?  =  0  für  a^i?.) 
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c)  Man  kann  den  Raum  kollinear  auch  so  transformieren^ 
dafs  eine  imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung  ungeändert  bleibt; 
es  kommt  dies  darauf  hinaus,  zu  verlangen,  dafs  jedesmal,  wenn 
einem  Punkte  a  ein  Punkt  ^  zugeordnet  wird,  auch  der  Polar- 
ebene von  a  die  von  ß  entspricht. 

3)  a)  Wenn  zwischen  den  Koefficienten  a<x  in  den  Glei- 
chungen (1)  keine  besonderen  Bedingungen  bestehen,  so  giebt  es 
vier  sich  selbst  entsprechende  Punkte  und  vier  sich  selbst  ent- 
sprechende Ebenen. 

(Soll  X|'  :  xg'  :  Xj'  :  x^'  =«  Xi  :  X2  :  X3  :  X4  sein,  so  bestimme 
man  a>  vermittelst  der  Gleichung: 

'  ai  i  —  cö     au     ai  9     a»  4 

a^i  a42     *i43     ^44  —  o> 

Jede  Wurzel  dieser  Gleichung  führt  auf  einen  Punkt,  der  zu 
sich  selbst  zugeordnet  ist.) 

b)  Die  sich  selbst  zugeordneten  Punkte  und  Ebenen  gehören 
demselben  Tetraeder  an,  und  zwar  die  Punkte  als  Eckpunkte,  die 
Ebenen  als  Seitenflächen. 

c)  Bei  geeigneter  Wahl  der  Koordinaten  kann  jede  kollineare 
Transformation  von  allgemeinem  Charakter  vermittelst  der  Glei- 
chung dargestellt  werden: 

X|    :  Xg   :  X3   :  X4  ^^  ^i^i  •  ^s^j  •  ^s^s  •  ^4^4* 
XiXXi'  :  XtUi' :  ^Uj'  :  24U4'  =  Ui  :  u^  :  U3  :  U4. 

d)  Eine  allgemeine  kollineare  Transformation  des  Raumes 
bezieht  keine  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  sich  selbst. 

(Die  Gleichung  JSqtxXiXx  —  0  kann  für  die  in  c)  angegebene 
Transformation  bei  ungleichen  Werten  der  vier  Koefficienten 
>li  .  .  .  >l4  nur  dann  ungeändert  bleiben,  wenn  sie  ein  Ebenenpaar 
oder  eine  Doppelebene  darstellt.) 

e)  Jede  Fläche  zweiter  Ordnung,  für  welche  die  vier  sich 
selbst  entsprechenden  Punkte  die  Eckpunkte  eines  Polartetraeders 
sind,  kann  bei  kollinearer  Zuordnung  nur  einer  solchen  Fläche 
entsprechen,  für  welche  die  vier  Punkte  ebenfalls  Eckpunkte  eines 
Polartetraeders  sind. 

(Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  in  c)  angegebenen  Gleichungen; 
man  soll  es  auch  ohne  jede  Rechnung  begründen.) 
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f)  Um  die  speciellen  Arten  der  koUinearen  TransformationeQ 
zu  erhalten,  empfiehlt  sich  folgender  Weg.  Jeder  Wurzel  der  in 
a)  aufgestellten  Gleichung  entsprechen  ein  zu  sich  zugeordneter 
Punkt  und  eine  zu  sich  zugeordnete  Ebene.  Diesen  Punkt  und 
diese  Ebene  führt  man  in  das  Koordinaten-Tetraeder  ein.  Weitere 
Bedingungen  zwischen  den  Koefficienten  ergeben  sich  dann  daraus, 
dafs  eine  oder  zwei  Wurzeln  mehrfache  Wurzeln  sind.  Man  stelle 
hiernach  die  charakteristischen  Gleichungen  für  die  verschiedenen 
Arten  von  kollinearen  Transformationen  auf. 

4)  Welchen  Bedingungen  müssen  die  Koefficienten  sux  in 
den  Gleichungen  (I)  genügen,  damit 

a)  die  Form  xj  +  ^|  +  x|  +  x| 

b)  die  Form  xj  +x|  +x| 

nur  mit  einem  konstanten  Faktor  multipliziert  wird.^ 

Man  bestimme  in  beiden  Fällen  die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  und  Ebenen. 

5)  a)  Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  in  zwei 
kollinearen  Strahlenbündeln   erzeugen  eine  kubische  Raumkurve. 

«)  Durch  den  Schnitt  einer  beliebigen  Ebene  mit  den  beiden 
Strahlenbündeln  wird  diese  kollinear  auf  sich  selbst  bezogen;  dabei 
fallen  aber  nur  drei  Punkte  mit  ihren  entsprechenden  Punkten 
zusammen. 

ß)  Jeder  Punkt  auf  einem  Strahle  des  ersten  Bündels  wird 
durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

(>Xa  =  g«  +  ^i^a  +  Aabflf  +  ^iCa. 

Jeder  Punkt  auf  dem  entsprechenden  Strahle  hat  die  Koordi- 
naten : 

Für  einen  Schnittpunkt  mufs  sein  y«  =  coxa.  Dann  kann 
man  fz,  Xi,  X^,  X^  durch  a?  vermittelst  Gleichungen  vom  dritten 
Grade  ausdrücken. 

b)  Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  in  zwei  kollinearen 
Strahlenbündeln  sind  Sekanten  an  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung. 

(Durch  die  in  den  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen 
gelegenen  Strahlen  wird  auch  ihre  Schnittlinie  projektiv  auf  sich 
selbst  bezogen.) 

6)  Die  kollineare  Verwandtschaft  heifst  affin,  wenn  die  un- 
endlichferne Ebene  sich  selbst  entspricht. 
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a)  Bei  der  affinen  Zuordnung  zweier  Räume  entspricht  einem 
Paare  paralleler  Ebenen  wiederum  ein  Paar  paralleler  Ebenen. 

b)  Giebt  es  Stellungen  von  Ebenen,  welche  hierbei  unge- 
andert  bleiben? 

c)  Wann  erhält  eine  gerade  Linie  hierbei  eine  zu  ihrer  An- 
fangsrichtung parallele  Richtung? 

7)  a)  In  einer  räumlichen  Reciprocität  giebt  es  i.  a.  vier 
Punkte,  denen  dieselbe  Ebene  entspricht,  mag  man  sie  dem  ersten 
oder  dem  zweiten  Räume  angehören  lassen. 

(Für  jeden  solchen  Punkt  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein : 

an  (1  -  a))xi  +  (au  —  a8i<»)x,  +(ai3  —  asiCö)x8 

+  (ai  4  —  »41  o>)  X4  =0 

(a*,  —  a>ai4)  x,  +  (^^^  —  (ogL^)  x«  +  (a48  —  coasi)  xs 

+  a44  (1  —  co)  X4  =  0). 

b)  Jeder  dieser  vier  Punkte  liegt  in  der  zugeordneten  Ebene* 

c)  Man  untersuche  speciell  die  folgende  reciproke  Zuordnung: 
pui'  =  ai2X2,  pug'  — ajixi,  (^u»'  — a84X4,  PU4'  — a43Xs. 

8)  a)  Die  Punkte,  welche  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen 
liegen,  gehören  i.  a.  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  an,  deren 
Gleichung  für  die  reciproke  Zuordnung  (3)  die  Form  hat: 

2  af  X  xt  xx  =  0. 

b)  Die  Ebenen,  in  denen  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
liegen,  umhüllen  eine  Fläche  zweiter  Klasse,  deren  Gleichung  für 
die  durch  die  Gleichungen  (3) — (6)  gegebene  Zuordnung  die  Form 
annimmt : 

£  Aix  Ui  ux  =-  0. 

c)  Diese  beiden  Flächen  sind  i.  a.  nicht  identisch,  weil  den 
Punkten  der  Fläche  a)  i.  a.  nicht  ihre  Tangentialebenen  ent- 
sprechen.    Man  zeige  dies  auch  durch  Rechnung. 

d)  Man  gebe  die  beiden  Flächen  für  die  in  Üb.  7)  c)  auf- 
gestellte Transformation  an. 

e)  Die  Beziehung  der  beiden  Flächen  zu  den  in  Üb.  7)  an- 
gegebenen Punkten  und  Ebenen  soll  allgemein  untersucht  werden. 

9)  Man  untersuche  dasjenige  Polarsystem,  dessen  Ordnungs- 
fläche die  Gleichung  hat: 

xf  +  x|  +  x|+  x|  -  0. 

Killlng,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.    II.  16 
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10)  a)  In  einem  ebenen  Polarsystem  schneiden  die  den  drei 
Eckpunkten  eines  Dreiecks  zugeordneten  Polaren  je  die  Gegen- 
seiten in  drei  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

(Wenn  die  Zuordnung  durch  die  Gleichung  vermittelt  wird: 

puce  =  -T  aax  xx  und  2tx  =«  axi 

X 

ist,  so  trifft  die  gerade  Linie  ^nZnXi  4- ^«1^*3X2 +331  asfXs  =0 
jede  Seite  des  Koordinatendreiecks  in  demselben  Punkte  wie  die 
Polare  des  Gegenpunktes.) 

Man  untersuche  auch  den  speciellen  Fall,  wo  etwa  ais  =-» 
aj  3  =-»  0  ist. 

b)  Durch  die  zu  zwei  Punkten  zugeordneten  Geraden  und 
einen  Punkt  auf  der  Polare  eines  dritten  Punktes  ist  ein  ebenes 
Polarsystem  i.  a.  eindeutig  bestimmt. 

(Die  Polaren  der  bejden  ersten  Punkte  bestimmen  auch  einen 
Punkt  auf  der  Polare  des  dritten  Punktes.) 

c)  Welche  Ausnahmen  erleidet  der  Satz  b)? 

d)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  die  Polaren  zu  den  Eck- 
punkten eines  zweiten  Dreiecks  sind,  so  liegen  sie  perspektivisch 
zu  einander  (d.  h.  entsprechende  Eckpunkte  liegen  in  drei  durch 
einen  Punkt  gehenden  Geraden  und  entsprechende  Seiten  schneiden 
einander  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie). 

11)  a)  Konstruiert  man,  nachdem  ein  räumliches  Polarsystem 
gegeben  ist,  auf  jeder  Seitenfläche  eines  Tetraeders  die  Schnitt^ 
linie  mit  der  Polarebene  der  Gegenecke,  sowie  die  gerade  Ver- 
bindungslinie der  Punkte,  in  denen  die  in  dieser  Ebene  gelegenen 
Kanten  je  von  den  in  dieser  Ebene  liegenden  Eckpunkten  ge- 
schnitten werden,  so  gehören  die  acht  so  erhaltenen  Geraden 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  an. 

(Die  Fläche: 
ai 2^1 3ai4xf  +  ...  +  (ai 3324  +  ai 432$) (ai 2X1X8  4-334X3X4) +  ...«=  0 
schneidet  die  Ebene  Xi  =  0  in  den  Geraden 

aiaXg  -f  ai3X3  -f  ai4X4  —  0  und 

328324X2  4-  332334X3  +  342343X4  «•  0; 

die   erstere   ist   die  Schnittlinie   mit   der  Polarebene  des  Punktes 

(1,  0,  0,  0);  die  zweite  entspricht  der  in  Üb.  10)  a)  angegebenen 

Geraden.) 
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b)  Welche  mit  dem  Koordinaten-Tetraeder  in  Verbindung 
stehenden  Linien  gehören  der  Fläche  an: 

(^18^24  ^14^23)  (^12^8^4      1     ^84^12/ 

~r  (^14^82    "~  *^12*^84)  V^18^2^4      \     ^24^1^8^ 
I     V^12^48  ^18^42)  (^14^2^8      r   ^28^1^4)  "^^  ^* 

c)  Man  untersuche  demnach  die  gegenseitige  Lage  von  zwei 
einander  in  einem  Polarsystem  zugeordneten  Tetraeder? 

d)  Welche  Besonderheiten  treten  ein,  wenn  etwa 

^18*^24  ^14^28    ^  ^ 

ist?     Welche,  wenn  zugleich 

^18^,4— ^14^28  =0  und  ai^a^i  — aj^ag^  =0  ist? 

e)  Nachdem  in  einem  Polarsystem  zu  zwei  Punkten  die 
Polarebenen  gegeben  sind,  kann  man  zu  jedem  dritten  Punkte 
einen  Punkt  der  Polarebene  finden  [Üb.  10)  a)]. 

f)  Sobald  in  einem  räumlichen  Polarsysteme  zu  drei  Punkten 
die  Polarebenen  gegeben  sind,  kann  man  zu  jedem  vierten  Punkte 
eine  gerade  Linie  konstruieren,  durch  welche  seine  Polarebene 
hindurchgehen  mufs  [Üb.  a)]. 

g)  Man  gebe  diejenigen  Sätze  an,  welche  den  in  e)  und  f) 
aufgestellten  dual  entsprechen. 

h)  Man  kann  ein  räumliches  Polarsystem  dadurch  bestimmen, 
dafs  man  zu  zwei  Punkten  die  Polarebenen  willkürlich  wählt, 
dann  eine  gerade  Linie  angiebt,  durch  welche  die  Polarebene 
eines  dritten  Punktes  gehen  soll,  und  endlich  festsetzt,  dafs  die 
Polarebene  eines  vierten  Punktes  durch  einen  bestimmten  Punkt 
gehen  soll. 

Wie  darf  der  zweite,  dritte,  vierte  Punkt  nicht  angenommen 
werden;  wrelche  Lage  hat  man  für  die  zweite  Ebene,  die  zur 
Bestimmung  der  dritten  Ebene  benutzte  Gerade,  den  zur  Bestim- 
mung der  vierten  Ebene  benutzten  Punkt  auszuschliefsen  ? 

i)  Wie  darf  man  den  in  h)  gemachten  Angaben  entsprechend 
die  Pole  von  vier  Ebenen  der  Reihe  nach  bestimmen? 

12)  a)  Durch  ein  räumliches  Polarsystem  wird  für  jede  gerade 
Linie  eine  Involution  der  auf  ihr  gelegenen  Punkte  und  der  durch 
sie  hindurchgehenden  Ebenen  erzeugt? 

Welche  Ausnahme  erleidet  der  Satz? 

b)  Die  Hauptpunkte    dieser   Punktinvolution    liegen   in    der 

16* 
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Ordnungsfläche,  und  die  Hauptebenen  der  Ebeneninvolution  be- 
rühren diese  Fläche. 

c)  Sobald  das  räumliche  Polarsystem  gegeben  ist,  mufs  auch 
seine  Ordnungsfläche  als  bekannt  angesehen  werden. 

d)  Demnach  darf  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen 
durch  ein  Polartetraeder  und  die  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes. 

13)  a)  Wenn  zwischen  den  Koefficienten  in  den  Gleichungen 
(8)  die  Beziehungen  bestehen: 

Zu  =  0,   a/x  +  ax«  =*  0, 
so  liegt   jeder  Punkt   in   der  ihm   entsprechenden  Ebene  (Null- 
system). 

b)  Welche  einfache  Form  nehmen  die  Koefficienten  in  den 
Gleichungen  (5)  an? 

c)  Die  Beziehung  kann  als  involutorisch  betrachtet  werden, 
da  es  gleichgültig  ist,  welchem  der  beiden  Räume  man  jeden 
Punkt  und  jede  Ebene  zuweist. 

d)  Auch  die  Geraden  des  Raumes  werden  einander  reciprok 
in  der  Weise  zugeordnet,  dafs  die  sämtlichen  Ebenen,  welche  den 
Punkten  der  einen  Geraden  entsprechen,  jedesmal  durch  die  andere 
hindurchgehen. 

e)  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  in  seiner  Polarebene  gezogen  wird,  ist  zu  sich  selbst 
konjugiert.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  unendlich  viele 
zu  sich  selbst  zugeordnete  Gerade,  und  alle  diese  liegen  in  einer 
Ebene.  Umgekehrt  enthält  jede  Ebene  unendlich  viele  sich  selbst 
entsprechende  gerade  Linien,  und  diese  bilden  einen  Strahlen- 
büschel. 

f)  Sobald  eine  Gerade  zwei  einander  zugeordnete  Geraden 
schneidet,  entspricht  sie  sich  selbst. 

g)  Zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  können  einander  nicht 
schneiden;  sobald  sie  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  fallen 
sie  zusammen. 

h)  Zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  gehören  derselben 
Geradenschar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  an ;  alle  Geraden  der 
andern  Schar  auf  dieser  Fläche  sind  zu  sich  selbst  konjugiert. 
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§  27. 
Projektivität  und  Metrik. 

Wir  unterscheiden  projektive  und  metrische  Eigenschaften 
der  Raumgebilde.  Auf  die  erste  Klasse  beziehen  sich  gröfstenteils 
die  bisher  in  diesem  Bande  durchgeführten  Untersuchungen,  näm- 
lich alle  diejenigen,  bei  denen  auf  die  unendlichferne  Ebene  keine 
Röcksicht  genommen  wurde.  Hierbei  handelte  es  sich  vielfach 
darum,  ob  ein  Gebilde  ganz  oder  zum  Teile  einem  andern  an- 
gehört, ob  mehreren  Gebilden  Punkte  oder  Tangentialebenen 
gemeinschaftlich  sind;  dabei  wurden  die  Doppelverhältnisse  berück- 
sichtigt, namentlich  der  wichtige  Specialfall  derselben,  die  harmo- 
nische Teilung.  Dagegen  kam  es  hierbei  gar  nicht  auf  die  Länge 
der  Strecken  und  die  Gröfse  der  Winkel  an. 

Um  den  Charakter  der  projektiven  Eigenschaften  scharf  fest- 
zustellen, nehmen  wir  am  besten  die  kollineare  Zuordnung  des 
Raumes  zu  Hilfe.  Wir  dürfen  alsdann  sagen,  Eigenschaften 
seien  projektiv,  wenn  sie  sich  bei  keiner  kollinearen 
Umgestaltung  des  Raumes  ändern. 

Führen  wir  z.  B.  eine  eigentliche  geradlinige  Fläche  zweiter 
Ordnung  ^  durch  eine  kollineare  Umgestaltung  des  Raumes  in 
eine  andere  Fläche  *'  über,  so  ist  die  letztere  ebenfalls  eine 
eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  geraden  Linien.  Bei  der-' 
selben  Umgestaltung  möge  der  Punkt  P  des  Raumes  in  P'  und 
die  Polarebene  11  von  P  in  Bezug  auf  <P  in  eine  Ebene  II'  um- 
gewandelt werden;  dann  ist  jedesmal  für  die  Fläche  *'  die  Ebene 
//'  die  Polarebene  des  Punktes  P'. 

Ordnung  und  Klasse  einer  Fläche  und  Kurve,  Durchschneiden 
und  Berühren,  die  Frage,  ob  gerade  Linien  in  einer  Fläche  ent- 
halten sind  oder  nicht,  gehören  deshalb  der  Projektivität  an ;  aber 
auch  die  ganze  Theorie  der  Doppelverhältnisse  mufs  ihr  zuge- 
wiesen werden. 

Dagegen  werden  diejenigen  Eigenschaften  als  me- 
trische bezeichnet,  welche  nicht  bei  allen  kollinearen 
Umgestaltungen  ungeändert  bleiben.  Zuvörderst  bevorzugt 
die  Metrik  die  unendlichferne  Ebene  als  ein  uneigentliches  Ge- 
bilde vor  den  übrigen  Ebenen,  während  man  diese  Ebene  kollinear 
auf  jede   andere  Ebene  beziehen   kann.     Demgemäfs  gehört  die 
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Lehre  vom  Mittelpunkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  und  von 
den  konjugierten  Durchmessern  der  Metrik  an.  Die  Messung  im 
eigentlichen  Sinne  ist  ein  metrischer  Prozefs,  da  die  Metrik  Ruck- 
sicht nehmen  mufs  auf  die  Länge  der  Strecken,  die  Gröfse  der 
Winkel,  auf  Flächen-  und  räumlichen  Inhalt.  Nur  die  kongruente 
Umgestaltung  des  Raumes  läfst  alle  metrischen  Eigenschaften  eines 
Gebildes  ungeändert. 

Zwischen  Projektivität  und  Metrik  besteht  hiernach  in  den 
Resultaten  ein  durchgreifender  Unterschied;  aber  dieser  Unter- 
schied tritt  bei  den  grundlegenden  Untersuchungen  ganz  zurück. 
Alle  unsere  Beweise  beruhen  in  ihrem  tiefsten  Grunde  auf  der 
Definition  der  Koordinaten.  Diese  wurden  eingeführt  als  Längen 
von  Strecken,  die  noch  mit  gewissen  konstanten  Faktoren  multi- 
pliziert wurden.  Bei  einem  solchen  Ausgangspunkte  werden 
metrische  Eigenschaften  zur  Grundlage  der  Projektivität  gemacht. 
Zwar  sahen  wir  nachträglich,  dafs  wir  nur  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  zu  berücksichtigen  brauchen  und  dafs  wir  diese  als 
Doppelverhältnisse  auffassen  dürfen;  aber  bei  der  Definition  der 
Doppelvechältnisse  benutzten  wir  wieder  die  Längen  von  Strecken 
und  die  Gröfsen  der  Winkel.  So  bildet  für  uns  die  Metrik  zu- 
gleich die  wahre  Grundlage  der  Projektivität.  Es  liegt  also  die 
Frage  nahe,  ob  es  nicht  möglich  ist,  auch  in  der  Begründung  die 
*Metrik  zu  entbehren  und  die  Projektivität  selbständig  aufzubauen. 
Das  ist  in  der  That  den  Bemühungen  der  Geometer  gelungen; 
aber  die  Art  der  Ausführung  darzulegen,  geht  über  die  Grenzen 
hinaus,  welche  wir  uns  für  das  vorliegende  Werk  stecken  mufsten. 
Nur  das  Ergebnis  wollen  wir  dahin  formulieren,  dafs  wir  sagen, 
die  Projektivität  sei  die  Gesamtheit  der  geometrischen  Sätze,  die 
sich  einzig  aus  den  Voraussetzungen  ergeben,  dafs  durch  je  zwei 
Punkte  eine  gerade  Linie  und  durch  jede  Gerade  und  einen  ihr 
nicht  angehörenden  Punkt  eine  Ebene  gelegt  werden  kann. 

Die  soeben  durchgeführten  Erwägungen  sind  geeignet,  ein 
Bedenken  zu  beseitigen,  das  sich  bei  der  Einführung  der  Tetraeder- 
Koordinaten  aufdrängen  mufs.  Aus  den  Elementen  der  analy- 
tischen Geometrie  ist  bekannt,  dafs  drei  Strecken  genügen,  um 
die  Lage  eines  jeden  Punktes  im  Räume  zu  bestimmen;  es  mufs 
daher  dem  Anfänger  als  eine  unnötige  Erschwerung  erscheinen, 
dafs  er  gezwungen  wird,  vier  verschiedene  Strecken  zu  benutzen. 
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Zwar  überzeugt  er  sich  allmählich,  dafs  auch  die  neuen  Koordi- 
naten ein  ganz  geeignetes  Werkzeug  zur  Untersuchung  des  Raumes 
■abgeben;  auch  mufs  die  Symmetrie  der  Formeln  ihn  bald  die 
neue  Behandlungs weise  liebgewinnen  lassen;  namentlich  mufs  er 
bald  das  Übergewicht  der  neuen  Methode  in  den  allgemeinen 
Resultaten  erkennen,  die  jedesmal  durch  Specialisierung  zu  einer 
grofsen  Reihe  von  Einzelsätzen  führen.  Dennoch  wird  der  Anfänger 
vielleicht  nicht  so  bald  zur  vollen  Klarheit  über  den  wahren  Grund 
für  die  Einfuhrung  dieser  Koordinaten  kommen.  Dieser  liegt 
<larin,  dafs  die  Cartesischen  Koordinaten  die  unendlichferne  Ebene 
vor  den  übrigen  Ebenen  bevorzugen  und  daher  in  alle  rein  pro* 
jektiven  Untersuchungen  ein  fremdes  Element  hineinbringen,  das 
erst  nachträglich  wieder  entfernt  werden  mufs.  Die  projektiven 
Eigenschaften  können  nur  dann  auf  direktem  Wege  erhalten  wer- 
•den,  wenn  man  Tetraeder-Koordinaten  benutzt. 

Überhaupt  darf  man  folgende  Regel  aufstellen.  Wenn  man 
•die  Projektivität  vermittelst  der  Analysis  behandeln  will,  so  ge- 
braucht man  am  besten  Tetraeder-Koordinaten.  Wenn  man  aber 
umgekehrt  auf  alle  metrischen  Eigenschaften  Rücksicht  nehmen 
-will,  so  eignet  sich  vor  allem  das  rechtwinklige  Koordinatensystem 
Descartes';  der  Übergang  von  einem  solchen  System  zu  einem 
andern  derselben  Art  läfst  sogar,  falls  man  auch  dieselbe  Längen- 
einheit zu  Grunde  legt,  alle  metrischen  Eigenschaften  ungeändert. 
Zuweilen  will  man  aber  nur  einzelne  Eigenschaften  der  Metrik 
beachten  und  andere  unberücksichtigt  lassen;  dann  kann  es  von 
Vorteil  sein,  andere  Koordinaten  zu  benutzen.  Wenn  es  sich 
z.  B.  nur  um  die  Längen  von  Strecken,  aber  nicht  um  die  Gröfse 
der  Winkel  handelt,  so  gewährt  der  Gebrauch  schiefwinkliger 
Cartesischer  Koordinaten  zuweilen  beträchtlichen  Nutzen;  in  dieser 
Hinsicht  sei  an  §  19  erinnert,  wo  wir  mit  Hilfe  schiefwinkliger 
Koordinaten  die  einzelnen  Arten  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
leicht  charakterisieren  konnten. 

Die  Projektivität  ist  nicht  nur  an  sich  wichtig,  sondern  ge- 
währt auch  der  Metrik  viele  Vorteile.  Schon  der  Umstand  ist 
nicht  gering  anzuschlagen,  dafs  metrische  Sätze  vielfach  aus  rein 
projektiven  durch  blofse  Specialisierung  hergeleitet  werden.  Die 
Theorie  vom  Mittelpunkte  und  den  konjugierten  Durchmessern 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  bildet  nur  einen  ganz  speciellen 
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Fall  der  allgemeinen  Polar eigenschaften.  Der  Cylinder  erscheint 
nur  als  ein  Kegel  ^  dessen  Scheitel  in  die  unendlichferne  Ebene 
geruckt  ist;  die  Eigenschaften  des  Cy linders  bedürfen  keiner  ge- 
sonderten Herleitung,  sondern  ergebeü  sich  unmittelbar  aus  denen 
des  Kegels.  Dadurch  wird  nicht  nur  eine  bedeutende  Verein- 
fachung herbeigeführt,  sondern  es  erhält  auch  jeder  Satz  seine 
richtige  Stelle  im  System  der  Wissenschaft.  Vielleicht  noch  gröfser 
ist  aber  der  Vorteil,  den  die  Projektivität  der  Geometrie  dadurch 
gewährt,  dafs  sie  für  rein  metrische  Probleme  die  geeignetsten 
Methoden  angiebt;  indem  sie  metrische  Fragen  ihres  specidlen 
Charakters  entkleidet  und  allgemeinen  Principien  unterordnet,  zeigt 
sie  den  einfachsten  und  natürlichsten  Weg  zu  ihrer  Beantwortung. 
In  den  beifolgenden  Übungen  sind  bereits  einige  Probleme 
der  Metrik  angegeben,  die  sich  an  frühere  Untersuchungen  in 
einfacher  Weise  anschliefsen.  Die  folgenden  Paragraphen  sollen 
dann  solche  Probleme  dieser  Art  behandeln,  welche  weitläufigere 
Erörterungen  notwendig  machen.  Überall  wollen  wir  uns  aber 
bemühen,  die  Beziehung  zur  Projektivität  deutlich  hervortreten  zu 
lassen. 

Übungen: 

1)  a)  Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  für  den  das  Pro- 
dukt der  senkrechten  Abstände  von  zwei  Seitenflächen  eines 
Tetraeders  zu  dem  Produkte  der  Abstände  von  den  beiden  andern 
Seitenflächen  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  steht,  ist  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung. 

(Man  betrachte  in  der  Gleichung  XiXs=»xxsX4  die  Koordi- 
naten als  die  senkrechten  Abstände  von  den  gegebenen  Ebenen.) 

b)  Alle  Flächen,  welche  man  auf  dem  angegebenen  Wege 
dadurch  erhält,  dafs  man  nur  das  Verhältnis  sich  ändern  läfst, 
gehören  einem  Büschel  an,  dessen  Grundkurve  durch  ein  wind- 
schiefes Viereck  gebildet  wird. 

c)  Diejenigen  Ebenen,  für  welche  das  Produkt  der  Abstände 
von  zwei  gegebenen  Punkten  zum  Produkte  der  Abstände  von 
zwei  andern  festen  Punkten  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
steht,  umhüllen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

d)  Die  unter  a)  und  c)  angegebenen  Flächen  werden  identisch, 
falls   die  vier  Punkte  die  Eckpunkte  des  von   den   vier  Ebenen 
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eingeschlossenen  Tetraeders  sind.    In  welcher  Beziehung  müssen 
die  konstanten  Verhältnisse  zu  einander  stehen? 

(Wenn  die  Koordinaten  Xi  . . .  X4  mit  den  in  §  2  eingeführten 
Gröfeen  pi  .  .  .  p*  identisch  werden,  so  haben  die  zugehörigen 
Ebenenkoordinaten  Ui  .  .  .  U4  die  Bedeutung  ri  :  hi  .  .  .  r4  :  h^, 
wo  rj  .  .  .  r4  die  in  §  4  benutzten  senkrechten  Abstände  sind.) 

2)  a)  Im  Tetraeder  O1O2O3O4  seien  I,  II,  III,  IV  die  Seiten- 
flächen, hl  .  .  .  h4  die  Höhen,  a^,  a^  ...  die  Cosinus  der  von 
je  zwei  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  («12  =«  cos  (III)  u.  s.  w.). 
Die  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Höhe  h4  auf  die  Ebenen 
I,  II,  III  gefällten  Senkrechten  verhalten  sich  wie  a^  :  at^  :  0^4 
u.  s.  w.  Indem  man  als  Koordinaten  eines  Punktes  die  von  ihm 
auf  die  Ebenen  gefällten  Senkrechten  wählt,  soll  die  Gleichung 
derjenigen  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt  werden,  welche 
durch  drei  Höhen  des  Tetraeders  geht.  Man  zeige,  dafs  die  Fläche 
auch  die  vierte  Höhe  enthält. 

(Indem  wir  den  Ausdruck  aaaxfi  —  otfiax?.  kurz  durch  (ixXfi) 
bezeichnen,  können  wir  die  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 

(1234)(as4XiXj,  +  «18X3X4)  +  (1342)  («44X1X5  +«13X4X2) 
+  (1423)  («23X1X4  +  «14X8X3)  =»  0.) 

b)  Man  suche  die  geometrische  Bedeutung  der  Ausdrücke 
{ixXfi);  man  weise  nach,  dafs  (1234)  nur  gleich  null  werden  kann, 
wenn  die  Kanten  Oi  Oa  und  O3O4  auf  einander  senkrecht  stehen. 

c)  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Höhen  hi  und  h^  einen 
Punkt  gemein  haben,  ist  identisch  damit,  dafs  auch  die  beiden 
andern  Höhen  einander  schneiden.  Man  deute  die  Bedingungs- 
gleichung geometrisch  und  leite  daraus  einen  Satz  der  Stereo- 
metrie ab. 

d)  Sobald  zwei  Paare  von  Gegenkanten  rechtwinklig  zu  ein- 
ander geneigt  sind,  gilt  dasselbe  für  die  Kanten  des  dritten  Paares. 
In  diesem  Falle  gehen  die  vier  Höhen  durch  einen  Punkt. 

4)  a)  Indem  man  wieder  unter  Xi  .  .  .  X4  die  senkrechten 
Abstände  von  den  Ebenen  des  Tetraeders  Oi  0^03  04  versteht 
und  mit  aix  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  je  zweier  seiner 
Ebenen  bezeichnet,  zugleich  aber  den  senkrechten  Abstand  des 
Punktes  (x)  von  der  Kante  O3O4  gleich  ^4  u.  s.  w.  setzt,  folgt 
die  Beziehung: 

(1  —  ^ih)  h\  —  X?  -}-  X|  +  2«, »X, X8. 
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b)  Man  gebe  hiernach  die  Gleichung  der  Fläche  an,  für  deren 
Punkte  die  Abstände  von  den  Kanten  OiO«  und  O3O4  in  einem 
vorgeschriebenen  Verhältnisse  stehen. 

c)  Da  es  sich  bei  dieser  Fläche  blofs  um  die  Kanten  OiOj 
und  O8O4  handelt,  dürfen  wir  annehmen,  dafs  die  beiden  Ebenen 
I  und  II,  sowie  III  und  IV  je  auf  einander  senkrecht  stehen.  Wie 
vereinfacht  sich  hiernach  die  Gleichung  der  Fläche?  Man  leite 
hieraus  Eigenschaften  derselben  her. 

d)  Nachdem  die  Fläche  gegeben  ist,  kann  die  Kante  OiO« 
durch  jede  andere  Gerade  ersetzt  werden,  welche  mit  der  Fläche 
keinen  Punkt  gemeinschaftlich  hat.  Welche  Lage  hat  man  jetzt 
der  zweiten  Geraden  zu  geben. ^ 

e)  Man  untersuche  dieselbe  Fläche  unter  Benutzung  von 
rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten,  indem  man  die  z-Axe 
mit  der  Geraden  zusammenfallen  läfst,  welche  die  beiden  gegebenen 
Linien  senkrecht  schneidet,  den  Anfangspunkt  mitten  zwischen 
-die  Fufspunkte  der  gemeinsamen  Senkrechten  legt  und  der  (xz)- 
und  der  (yz)-Ebene  gleiche  Neigung  zu  den  beiden  gegebenen 
Geraden  giebt. 

5)  a)  Wenn  ui,  u«,  Us  homogene  Linienkoordinaten  in  einer 
Ebene  sind,  so  stellt  die  Gleichung  UiU^  =»au|  einen  Kegelschnitt 
dar,  welcher  von  zwei  Koordinaten axen  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  dritten  Axe  berührt  wird.  Wählt  man  den  Schnittpunkt 
der  beiden  Tangenten  unendlichfern,  so  darf  man  die  Quotienten 
Ut  :  Us  und  U2  :  U3  als  Schweringsche  Koordinaten  auffassen 
(I  §  11,  2  S.  G4)  und  gelangt  zu  dem  Satze: 

Auf  den  beiden  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  an 
«inen  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  werden  von  allen  weiteren 
Tangenten  Strecken  abgeschnitten,  deren  Produkte  konstant  sind. 

b)  Hiernach  konstruiere  man  beliebig  viele  weitere  Tangenten 
eines  Kegelschnittes,  von  welchem  zwei  parallele  Tangenten,  ihre 
Berührungspunkte  und  eine  weitere  Tangente  gegeben  sind. 

c)  Man  benutze  die  Gleichung,  um  weitere  Eigenschaften  des 
Kegelschnittes  herzuleiten.  Speciell  suche  man  den  Berührungs- 
punkt der  gegebenen  dritten  Tangente. 

G)  a)  Jeden  Kegelschnitt,  der  einen  Mittelpunkt  hat,  kann 
man  unter  Benutzung  Schweringscher  Koordinaten  in  der  Form 
darstellen:  u*  —  v*  ==  a*. 
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b)  Wie  hat  man  die  Koordinaten  zu  wählen,  damit  die  Glei- 
chung einer  gegebenen  Hyperbel  die  Form  annimmt: 

u«  _|_  V*  =  a'? 

c)  Man  leite  aus  den  angegebenen  Gleichungen  weitere  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  her. 

7)  a)  Wie  müssen  die  Schweringschen  Ebenenkoordinaten 
(ü  §  8,  3  S.  54)  gewählt  werden,  damit  die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Klasse  die  Form  erhält: 

ou»  +  i3v*  +  7w«=»  1? 

b)  Welche  Flächen  können  durch  die  angegebene  Gleichung 
dargestellt  werden?  Welche  Bedeutung  haben  die  KoefEcienten 
a,  ßy  y}  Für  welche  Flächen  haben  sie  sämtlich  einen  positiven 
Wert?  Wie  müssen  die  Koordinatenaxen  gewählt  werden,  damit 
<iie  Koefficienten  wenigstens  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich 
werden? 

c)  Man  wähle  eine  Durchmesser  ebene  und  drei  Ebenen,  welche 
je  in  einem  Punkte  der  ersten  Ebene  berühren,  zu  Koordinaten- 
ebenen. Für  dies  System  stelle  man  die  Gleichung  der  Fläche 
auf  und  gebe  ihre  geometrische  Bedeutung  an. 

4)  a)  In  einem  einschaligen  Hyperboloid  wähle  man  zwei 
parallele  Erzeugende  und  eine  beliebige  Tangentialebene  und  ziehe 
durch  den  Berührungspunkt  die  Parallele  zu  den  gewählten  Er- 
zeugenden. Auf  diesen  beiden  Geraden  schneidet  eine  beliebige 
Tangentialebene  Stücke  ab,  deren  Produkt  gleich  ist  dem  mit 
einer  festen  Konstanten  multiplizierten  Abschnitte  auf  der  gezogenen 
Parallelen,  wo  die  Abschnitte  sämtlich  von  der  festen  Tangential- 
ebene aus  gemessen  werden. 

(Die  Gleichung  UiUi=«au3U4  geht  unter  Benutzung  Schwe- 
ringscher  Koordinaten  über  in  uv  =  aw.) 

b)  Man  gehe  zu  Punktkoordinaten  über  und  erkläre  die  neue 
Gleichung  unter  Benutzung  von  §  8,  2  (S.  53). 

§  28. 

Kugel  und  Kugelkreis. 

1.  In  den  folgenden  Paragraphen  benutzen  wir  rechtwinklige 
Koordinaten,  wollen  dieselben  aber,  um  die  Beziehung  zu  den 
allgemeinen  Koordinaten  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  vielfach 
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Xi,  xg,  X3,  X4  schreiben.  Für  einen  eigentlichen  Punkt  dürfen 
wir  X4  «»  1  setzen  und  Xi  —  x,  x^  =«  y,  xs  —  z  als  die  recht- 
winkligen Cartesischen  Koordinaten  auffassen.  Dagegen  haben 
wir  für  unendlichferne  Punkte  X4  «■  0  anzunehmen.  Die  Koordi- 
naten Ui,  Uj,  Us,  U4  werden  auf  die  in  §  8,  9  (S.  57)  angegebene 
Weise  bestimmt;  es  stellen  also  Ui,  u^,  Us  die  Cosinus  der  Winkel 
dar,  welche  die  vom  Anfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällte  Senk- 
rechte mit  den  Axen  bildet,  und  U4  ist  gleich  dem  Abstände  des 
Anfangspunktes  von  der  Ebene.  Hiernach  besteht  bekanntlich 
zwischen  Ui,  u%y  Us  die  Beziehung: 

u!  +  u|+u|-l, 
und  der  Ausdruck 

XiUi    +  X8U2   +  X3U8   +  U4 

giebt  den  Abstand  des  Punktes  (xi,  x^,  X3,  1)  von  der  Ebene 
(ui,  ug,  Us,  U4)  an. 

Demnach  genügen  alle  Tangentialebenen  (u)  einer  Kugel 
mit  dem  Mittelpunkte  (ai,  a«,  as,  1)  und  dem  Radius  q  der 
Gleichung : 

(1)    aiu,  -f  ajju,  -f  asUs  +  u*  —  (). 

Dieselbe  Gleichung  wird  durch  die  Gleichung  dargestellt: 
(2)     aiUi  +  agUs  +  a^Us  +  U4  —  —  p. 

Indem  wir  q  als  eine  positive  Gröfse  voraussetzen,  haben 
wir  für  die  Gleichung  (1)  den  Mittelpunkt  auf  der  positiven  und 
für  die  Gleichung  (2)  auf  der  negativen  Seite  einer  jeden  Tan- 
gentialebene anzunehmen. 

2.  Wir  ersetzen  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  durch  das 
Zeichen  A;  dann  ist  die  Gleichung  A==^0  die  Normalform  für 
die  Gleichung  des  Punktes  (ai,  a^,  as,  1).  Die  Gleichungen  (l) 
und  (2)  schreiben  wir  kurz 

(3)  J  =  ±  Q. 

Ist  B  =  0  die  Gleichung  eines  zweiten  Punktes  ebenfalls  in 
der  Normalform,  so  wird  durch  die  Gleichung 

(4)  B  —  ±  a 
eine  zweite  Kugel  dargestellt. 

Der  Gleichung: 

(5)    AiB^Qio  oder  "1  ~  :^-  =  () 
genügen  alle  Ebenen,  für  welche  die  Mittelpunkte  auf  derselben 
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Seite  liegen  und  deren  Abstände  von  diesen  sich  wie  die  Radien 
verhalten.  Da  die  Gleichung  (5)  homogen  linear  ist,  stellt  sie 
einen  Punkt  dar,  der  in  der  Centrale  liegt  und  die  Verbindungs- 
strecke der  Mittelpunkte  nach  dem  Verhältnisse  —  q  :  ö  teilt.  Nun 
wird  die  Gleichung  (5)  befriedigt,  wenn  die  Gleichungen  (3)  und 
(4)  bei  gleichem  Vorzeichen  erfüllt  sind.  Durch  den  Punkt  (5), 
den  äufsern  Ähnlichkeitspunkt  der  Kugeln,  gehen  also 
alle  diejenigen  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  der  beiden 
Kugeln,  gegen  welche  die  Mittelpunkte  auf  derselben  Seite  liegen. 
Ebenso  stellt  die  Gleichung 

(7)     ^  +  *-0 

denjenigen  Punkt  der  Centrale  dar,  in  welchem  dieselbe  nach 
dem  positiven  Verhältnisse  der  Radien  geteilt  wird.  Durch  diesen 
Punkt,  den  innern  Ähnlichkeitspunkt  der  Kugeln,  gehen 
alle  diejenigen  gemeinsamen  Tangentialebenen,  denen  gegenüber 
die  Mittelpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  liegen. 

Alle  gemeinsamen  Tangentialebenen  zweier  Kugeln 
gehen  durch  zwei  Punkte  der  Centrale,  den  äufsern  und 
den  innern  Ähnlichkeitspunkt. 

3.  Es  seien  jetzt  drei  Kugeln  Ki,  K»,  K3  gegeben.  Die 
Gleichungen  ihrer  Mittelpunkte  in  der  Normalform  seien  sym- 
bolisch Ai  =»0,  ^2=0,  Afi=^0;  die  Radien  seien  Qi,  q^,  q^; 
dann  können  wir  die  Gleichungen  der  Kugeln  in  der  Form 
schreiben : 

Ai  =±Qiy  A^=±  (>2,  ^s  —  ±  Qs- 

Die  Ähnlichkeitspunkte  der  Kugeln  K2  und  Ks  seien  A^s 
und  I23,  die  der  Kugeln  Ki  und  K3  seien  Ais  und  I13  und 
ebenso  die  von  Ki  und  K2  die  Punkte  A12  und  I12.  Die  äufsern 
Ähnlichkeitspunkte  A23,  Asi,  A12  haben  der  Reihe  nach  die 
Gleichungen : 

Q3A2  —  Q^Az  —  0,   QxAz  —  Q^Ai  =  0,   Q^Ax  —  ^,^2  =  0, 

und  für  die  innern  Ähnlichkeitspunkte  I23,  Isi,  I12  gelten  die 
Gleichungen : 

Q^At  +  QtA^  =  0,  (>i^3  +  QzAi  =  0,  QtAi  +Q^Ai^  0. 
Die  drei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  liegen  auf  der  Geraden: 

-^  ^^  -^2  ^^  -^3 
Q\         Qi         Qi 
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Ebenso  liegen  die  beiden  innern  Ähnlichkeitspunkte  Its  und 
Isi   mit  dem  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  Ais  ^^  der  Geraden: 

-^1  -^  A^ 

Qi         Qi  Qs 

Oberhaupt  liegen  jedesmal  zwei  innere  Ähnlichkeitspunkte 
mit  dem  dritten  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  in  gerader  Linie. 

Die  sechs  Ähnlichkeitspunkte  von  drei  Kugeln  bil- 
den die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen 
Diagonalen  sich  paarweise  in  einem  der  drei  Mittel- 
punkte schneiden. 

4.   Ähnliche  Beziehungen  gelten  für  vier  Kugeln: 

Die  Ähnlichkeitspunkte  mögen  in  derselben  Weise  wie  eben 
bezeichnet  werden.     Alsdann  enthält  die  Ebene 

Ai        Af        A^        A\ 

Q\        Qt        Q^        Q^ 
die  sechs  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  A^,,  A^g,  A^^,  A,g,  A,^, 
Ag^.     Ebenso  liegen  in  der  Ebene 

-"1        -^2  ^^ -^ 

Qi       Qi       Qz  Pi 

die  drei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  A^,  A^g,  A^g  und  die  drei 
innern  Ähnlichkeitspunkte  I^^,  I^^,  Ig^.  Endlich  gehören  die 
zwei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  A^,  und  Ag^  mit  den  vier  innern 
Ähnlichkeitspunkten  I^g,  I^^,  Ijg,  I,^  der  Ebene  an 

f7i  _^  ^t  _^ fls  __. 4k. 

Q\        Q%  Qz  Qi 

Aus  den  zwölf  Ähnlichkeitspunkten  können  auf  acht  ver- 
schiedene Weise  sechs  herausgenommen  werden,  die  in  einer 
Ebene  liegen,  und  zwar 

a)  die  sechs  äufsern  Ähnlichkeitspünkte, 

b)  drei  äufsere  und  drei  innere,  nämlich 

T         T         T  A  A  A 

*12>  "^13>  ^14>  ^23»  ^24>  "^34 
1-21>  I28»  ^24>  -^IS»  '^14>  "^34 
•^31>    ^32>    ^34>     '^12>    ^14>    "^24 

T         T         T  A  A  A 

*41»    •'^4  2>    "■^4  3»     ■**12>    ^IZi    "**^23" 
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c)  zwei  äufsere  und  vier  innere: 

A         A         T        T        T         T 

•^12'    ^84>    ^13>    •^14>    *28>    -^24 

A  A         T         T         T         T 

■^18'    *^24i    ^1^>    ■■•14'    '*82>    *84 

A  A         T         T         T         T 

•*^14>    "28>    "*^12>    "*18>    -^42»    '^48* 

5.  Die  Gleichung  einer  beliebigen  Kugel  in  rechtwinkligen 
Punktkoordinaten  ist 

(8)     (xi  —  ax  J»  +  (x,  ^  bx  J2  +  (X3  _  ex  J«  -  r^xj, 
wo  x^  =  0  die  unendlichferne  Ebene  darstellt.     Der  Schnitt  mit 
der  unendlichfernen  Ebene  wird  also  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben : 

(9)    X,  =  0,  xf  +  xi  +  x§  =  0, 
oder  auch,  wenn  wir  lieber  wollen,  durch  den  Schnitt  der  un- 
endlichfernen Ebene  mit  der  Fläche  x^-j-y^-j-z»— 0.     Diese 
Linie  ist  von  dem  Mittelpunkte  und  dem  Radius  ganz  unabhängig, 
also  für  alle  Kugeln  dieselbe.     Wir  dürfen  daher  sagen: 

Alle  Kugeln  haben  mit  der  unendlichfernen  Ebene 
denselben  Kreis,  den  unendlichfernen  imaginärenKugel- 
kreis  gemeinschaftlich. 

6.  Wir  schreiben  statt 

(X,  —  ax  J2  +  (x^  -  bx  J2  4.  (X3  _  ex  J2.  _  r2x| 
kurz  K  und  statt 

(x,  -  a'x J»  4-  (xg  -  b'xj«  +  (Xs  -  c'x  J2  -  r'^xf 
kurz  K'.     Dann   stellt   die    Gleichung   K  -|-  XK' «» 0   denjenigen 
Flachenbüschel   dar,   der  durch   die  Kugeln   K  =  0   und  K'  =  0 
bestimmt  wird.    Aus  der  Form  der  neuen  Gleichung  ersehen  wir 
den  Satz: 

Wenn  ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  zwei 
Kugeln  enthält,  so  sind  alle  seine  Flächen  Kugeln. 

Dem  Büschel  gehören  ein  Ebenenpaar  und  zwei  Kegel  an. 
Das  Ebenenpaar  K  —  K'  =  0  enthält  stets  die  unendlichferne  Ebene. 
Um  die  Bedeutung  der  zweiten  Ebene  zu  erkennen,  beachten  wir, 
dafs  der  Ausdruck  K  für  einen  eigentlichen  Punkt  das  Quadrat 
der  Tangente  darstellt,  die  von  dem  Punkte  an  die  Kugel  gelegt 
werden  kann.  Für  einen  Innenpunkt  nimmt  K  einen  negativen 
Wert  an;  es  ist  dann  —  K  gleich  dem  Quadrate  aus  der  Hälfte 
der  kleinsten  Sehne,  welche  durch  den  Punkt  gelegt  werden  kann. 
Allgemein  gilt  folgendes:  Wenn  durch  den  Punkt  P  eine  Sekante 
gezogen  wird,  welche  die  Kugel  in  den  Punkten  A  und  B  trifft. 
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SO  ist  stets  K  =  PA  .  PB,  wo  das  Produkt  der  rechten  Seite  für 
einen  Innenpunkt  wegen  der  entgegengesetzten  Richtung  von  PA 
und  PB  einen  negativen  Wert  hat.  Dies  Produkt  nennen  wir 
die  Potenz  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kugel.  Die  Gleichung 
des  Ebenenpaares  liefert  uns  unmittelbar  den  Satz: 

Alle  Punkte,  für  welche  zwei  Kugeln  gleiche  Po- 
tenzen haben,  liegen  in  einer  Ebene,  der  Potenzebene 
der  Kugeln.  Diese  Ebene  schneidet  die  Kugeln  in  dem- 
selben Kreise. 

7.  Wir  betrachten  vier  Kugeln  Ki  —  0,  Kg  =  0,  Ks  =  0, 
K4  —  0.  In  den  sechs  Gleichungen  K«  —  K^?  =«  0  trennen  wir 
den  Faktor  X4  =  0  ab  und  betrachten  nur  die  durch  den  andern 
Faktor  dargestellte  Ebene  Ilaß,  die  Potenzebene  der  Kugeln  K« 
und  K^.  Dann  erkennen  wir  unmittelbar,  dafs  die  drei  Ebenen 
/^if>  fli8j  n%^  durch  die  Gerade  Ki  s=bK2  =  Ks  hindurchgehen, 
und  dafs  sich  die  sechs  Potenzebenen  /7i2,  /Tis,  ^U)  ^^^s«  Uti^y 
n^i,  in  dem  Punkte  Ki  =aK2  =  K3  =K4  schneiden. 

8.  Zu  dem  Kugelkreis  gelangt  man  auch,  wenn  man  die 
Kugel  als  Fläche  zweiter  Klasse  betrachtet.  In  Ebenenkoordinaten 
nimmt  nämlich  die  Gleichung  der  Kugel  die  Form  an: 

(au,  +  bu,  -f  CU3  +  u  J«  -  r«  (uf  +  u|  +  u|)  =  0. 

Diese  Gleichung  erhält  man  entweder,  indem  man  auf  die 
Gleichung  (8)  die  Vorschrift  von  §  20,  8  (S.  158)  anwendet,  oder 
indem  man  die  Gleichung  (1)  beiderseits  quadriert  und  auf  der 
rechten  Seite  den  Faktor  eins  durch  uf +  u|+u|  ersetzt. 

Zwei  konzentrische  Kugeln  bestimmen  eine  Flächenschar, 
deren  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

(au,  +  bu,  +  CU3  +  u J*  +  ^  (uj  +  u|  +  ui)  -  0. 

Alle  Flächen  der  Schar  sind  wieder  Kugeln ;  zu  ihnen  gehört 
der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  als  Doppelpunkt  und  die  Fläche 

(10)    uf+u|  +  u|=0 

als  eine  Grenzfläche.  Die  letztere  ist  von  der  Wahl  des  Mittel- 
punktes unabhängig.  In  Punktkoordinaten  wird  dieser  Kegelschnitt 
durch  die  beiden  Ebenen 

X4=0,  xj+x|+xi=0 

dargestellt;  er  ist  also  der  imaginäre  Kugelkreis. 
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9.  Damit  die  beiden  Ebenen  (u')  und  (u")  konjugierte  Polar- 
ebenen in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  (10)  sind,  mufs 
die  Gleichung  bestehen: 

(11)       u/u/'  +  U,'u/  +  U3'U3"-0. 

Nun  stellen  Uj',  u^',  Ug' die  Richtungscosinus  der  Normalen 
dar,  welche  vom  Anfangspunkte  des  Koordinatensystems  auf  die 
Ebene  (u')  gefällt  werden  kann;  dieselbe  Bedeutung  haben  die 
Koordinaten  u/',  Uj",  Ug"  für  die  Ebene  (u").  Sind  aber  Jl,  /i/,  v 
und  X\  fi' y  V  die  Richtungscosinus  zweier  Geraden,  die  den 
Winkel  v  mit  einander  bilden,  so  ist  bekanntlich: 

XX  +  Hfl  +  vv'  =  cos  V. 

Die  Gleichung  (11)  sagt  also  aus,  dafs  die  beiden  Geraden, 
deren  Richtungscosinus  (u^',  Ug',  Ug')  und  (Uj",  Uj",  Ug')  sind, 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Nun  bilden  zwei  Ebenen  den- 
selben Winkel,  wie  irgend  zwei  ihrer  Senkrechten;  somit  dürfen 
wir  sagen: 

Wenn  zw^ei  Ebenen  konjugierte  Polarebenen  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kugelkreis  sind,  so  stehen  sie  auf 
einander  senkrecht. 

10.  Wenn  (u')  und  (u")  zwei  beliebige  eigentliche  Ebenen 
sind,  so  dürfen  wir 

(12)    u^'  Ui"  +  Uj'u/  +  Ug'  Ug"  —  cos  V 

setzen,  und  es  giebt  v  den  Winkel  an,  den  die  beiden  Ebenen 

mit    einander   bilden.      Die   beiden    Ebenen    (u'  -f-  coj  u")    und 

(u'  +  cDju'),  welche  durch  den  Schnitt  der  Ebenen  (u')  und  (u'') 

gehen,  sind  Tangentialebenen  an  den  imaginären  Kugelkreis,  wenn 

coj  und  cOj  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

(13i     o«  +  2«  (u/  Ui"  +  u,'  u,"  +  Ug'  Ug")  +  1=0. 

Da  wir  infolge  der  Gleichung  (12)  diese  Gleichung  auch  in 

der  Form  schreiben  können: 

CO*  -f-  2cö  cos  V  +  1  =  0, 

so  dürfen  wir  setzen: 

©1  ==»  —  cos  V  —  i  sin  V,  co,  =  —  cos  v  +  i  sin  v; 

,      CO,       cosv  +  isinv      ,  ,   •   •      x«         2vi 

es  ist  also  -^  =» —-,--  =*  (cos  v  + 1  sm  v)*  =  e     ,  oder 


co^       cosv  —  ismv 

(13)     v  =  ^. 

K  i  1 1  i  n  ff ,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.    II.  17 
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Der  Winkel  v  der  beiden  Ebenen  (u)  und  (u")  ist  also  bis 
auf  den  konstanten  Divisor  2i  gleich  dem  natürlichen  Logarithmus 
des  Quotienten  aus  den  beiden  Wurzeln  coi  und  a>s  der  Glei- 
chung (13),  und  dieser  Quotient  ist  gleich  dem  Doppelverhältnisse, 
welches  die  beiden  gegebenen  Ebenen  mit  den  beiden  durch  ihre 
Schnittlinie  an  den  imaginären  Kugelkreis  gezogenen  Tangential- 
ebenen bilden. 

Der  Winkel  zweier  Ebenen  kann  angesehen  werden  als  der 
durch  eine  gewisse  Konstante  dividierte  Logarithmus  des  Doppel- 
verhältnisses ^  in  welchem  die  gegebenen  Ebenen  zu  den  beiden 
Tangentialebenen  stehen,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
ersten  an  den  imaginären  Kugelkreis  gelegt  werden  können. 

IL  Zwei  unendlichferne  Punkte  (x/,  x^',  Xj',  0)  und  (Xj", 
Xj",  Xj",  0)  sind  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis,  wenn  die  Gleichung  befriedigt  wird: 

(14)     Xj '  x^"  +  X,'  X,"  +  Xg'  X3"  =  0. 

Nun  kann  man  die  Punkte  einer  Geraden,  die  vom  Punkte 
(a,  b,  c,  1)  ausgeht  und  die  Richtungscosinus  >l,  ^,  v  hat,  durch 
die  Gleichungen  darstellen: 

Xi  =  a  -f  ^r,  Xj  =  b  +  ^r,  x«  —  c  +  rr, 

wo  r  den  Abstand  des  Punktes  (x^,  Xg,  Xg,  1)  vom  Punkte 
(a,  b,  c,  1)  angiebt.  Für  den  unendlichfernen  (x^',  x,',  x,*,  0) 
dieser  Geraden  verhält  sich 

Sind  Jl',  ii\  v  die  Richtungscosinus  einer  zweiten  Geraden 
und  ist  (Xi",  Xj",  Xg",  0)  ihr  unendlichferner  Punkt,  so  gilt  auch 
die  Beziehung: 

Aus  der  Gleichung  (14)  folgt,  dafs  auch  XX  +  iifi  +  ri^'  =  0 
ist,  und  daraus  geht  hervor,  dafs  die  beiden  gegebenen  Geraden, 
deren  unendlichferne  Punkte  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis  sind,  einen  rechten  Winkel  mit  einander 
bilden. 

Zwei  gerade  Linien  sind  unter  einem  rechten  Winkel 
zu  einander  geneigt,  wenn  ihre  unendlichfernen  Punkte 
konjugierte  Pole  für  den  imaginären  Kugelkreis  sind. 


§  28.     Kugel  und  Kugelkreis.  259 

Übungen : 

1)  Die  Gleichungen  der  acht  Kugeln,  welche  vier  gegebene 
Ebenen  (a),  (b),  (c),  (d)  berühren,  lassen  sich  in  folgender  Form 
zusammenfassen: 

Ui      Uj      U3      u^  1 

a«      a«     a»     a^     Hr  x 

bi     b^     b^      b^     ±  1     =  0. 

Ci      C2      C3      C4      ±  1 

I  d,     d,     dg     d^     ±  1 
Man  untersuche  das  System  dieser  Kugeln. 

2)  a)  Wenn  für  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  jeder  Durch- 
messer auf  der  konjugierten  Durchmesserebene  senkrecht  steht, 
so  ist  sie  eine  Kugel. 

b)  Wenn  es  für  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei  voll- 
ständig getrennte  Tripel  konjugiener  Durchmesser  giebt,  die  auf 
einander  senkrecht  stehen,  so  ist  sie  eine  Kugel. 

(Es  wird  angenommen,  dafs  a,  b,  c  und  a',  b',  c'  zwei  der- 
anige  Tripel  sind  und  dafs  keiner  der  Durchmesser  a,  b,  c  mit 
einem  der  drei  Durchmesser  a',  b',  c'  identisch  ist.  Man  zeige, 
dafe  unter  dieser  Annahme  der  Schnitt  mit  der  unendlichfernen 
Ebene  der  imaginäre  Kreis  ist.) 

3)  Um  eine  andere  Einführung  des  unendlichfernen  Kreises 
zu  begründen,  erinnern  wir  an  folgendes.  Verstehen  wir  unter 
xi  .  .  .  X4  die  senkrechten  Abstände  von  den  Ebenen  des  Koordi- 
naten-Tetraeders und  unter  hi  .  .  .  h^  die  Höhen  desselben,  so 
gilt  für  jeden  eigentlichen  Punkt  die  Beziehung 

h,  +---+h,        '' 
Durch  die  Rechnung  werden  wir  aber  auch  auf  Punkte  ge- 
führt, für  welche  r-^  +  .  .  .  +  r-^  =«  0  ist:  diese  müssen  wir  als 

hl  h, 

uneigentliche  Punkte  bezeichnen. 

Ebenso  besteht  zwischen  den  Koordinaten  u^  .  .  .  u^  einer 
Ebene,  falls  man  darunter  die  senkrechten  Abstände  von  den 
Eckpunkten  des  Tetraeders  versteht,  nach  §  4,  3  (S.  23)  die  Be- 
ziehung : 

hf  ^  •  •  •  ^  h|        "^"^ »  h^h,        •  •  '        ^''«*  hgh,        '' 

17* 
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WO  die  KoetScienten  aix  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  je 
zwei  Ebenen  darstellen.  Für  uneigentliche  Ebenen  kann  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  verschwinden;  sie  stellt  alsdann  eine  Flache 
zweiter  Klasse  dar.  Die  Determinante  dieser  Gleichung  wird  null, 
während  die  drei  Unterdeterminanten  positiv  sind,  welche  man 
erhält,  indem  man  erst  überall  die  Marke  4,  dann  die  Marken  3, 
4  und  endlich  die  Marken  2,  3,  4  wegläfst.  Somit  stellt  das 
Verschwinden  jener  Form  nach  Üb.  9)  1)  zu  §  18  (S.  140)  einen 
imaginären  eigentlichen  Kegelschnitt  dar.  Die  Gleichung  dieses 
Kegelschnittes  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

v?+v|+v|=0; 
seine  singulare  Ebene  ist  die  unendlichferne  Ebene. 

4)  Indem  man  in  der  Übung  12)  zu  §  24  annimmt,  dafs  die 
eine  Fläche  eine  Kugel  sei,  erhält  man  beachtenswerte  Resultate. 

a)  Wenn  beide  Flächen  Kugeln  sind  und  der  Koefficient  von 
c»'  in  der  genannten  Gleichung  verschwindet,  gelangt  man  zu 
dem  Satze: 

Wenn  von  zwei  Kugeln  die  eine  die  sämtlichen  Kanten  eines 
Polartetraeders  der  andern  Kugel  berührt,  so  ist  die  Summe  der 
Quadrate  ihrer  Radien  gleich  zwei  Drittel  des  Quadrates  ihrer 
Centraldistanz. 

b)  Wenn  umgekehrt  die  Radien  zweier  Kugebi  in  der  unter 
a)  angegebenen  Beziehung  zum  Abstände  der  Mittelpunkte  stehen, 
so  sollen  für  jede  der  beiden  Kugeln  diejenigen  Polartetraeder 
gefunden  werden,  deren  Kanten  von  der  andern  berührt  werden. 

c)  In  rechtwinkligen  Koordinaten  setze  man  die  Gleichung 
der  einen  Fläche  in  der  Form  voraus: 

a        jß        y 
dann  folgt  der  Satz: 

Der  Mittelpunkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  hat  für  jede 
Kugel,  welche  einem  ihrer  Polartetraeder  umgeschrieben  ist,  die 
Potenz  a  +  |9  +  /•  Sobald  er  auf  einer  einzigen  solchen  Kugel 
liegt,  gehen  alle  einem  Polartetraeder  umgeschriebenen  Kugeln 
durch  ihn  hindurch.  Liegt  der  Mittelpunkt  der  Fläche  aufserhalb 
einer  einzigen  derartigen  Kugel,  so  haben  die  von  ihm  an  die 
sämtlichen  einem  Polartetraeder  umgeschriebenen  Kugeln  gezogenen 
Tangenten  dieselbe  Länge. 
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5)  a)  Um  2u  einer  gegebenen  Räche  die  Parallelfläche  zu 
finden,  errichtet  man  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  Normale 
(d.  h.  die  Senkrechte  auf  der  Tangentialebene)  und  schneidet  auf 
jeder  vom  Berührungspunkte  aus  in  derselben  Richtung  eine  gleiche 
Strecke  ab.  Die  Parallelfläche  bildet  hiernach  den  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  Kugeln  von  konstantem  Radius,  welche  die  gegebene 
Fläche  berühren.  Entsprechende  Tangentialebenen  der  gegebenen 
Fläche  und  ihrer  Parallelfläche  haben  stets  denselben  Abstand. 
Nun  haben  parallele  Ebenen  die  Koordinaten  u^,  u^,  Uj,  die 
Richtungscosinus  ihrer  Senkrechten,  gemein,  während  die  Gröfsen 
u^  sich  um  eine  konstante  Gröfse,  den  Abstand  der  Ebenen, 
unterscheiden.  Demnach  hat  man,  um  die  Parallelfläche  zu  einer 
Fläche,  welche  unter  Anwendung  von  Hesseschen  Ebenenkoordi- 
naten Uj,  Uj,  Ug,  u^  durch  die  Gleichung  F  (u^,  Ug,  Uj,  u^)^  0 
gegeben  ist,  durch  dieselben  Koordinaten  darzustellen,  in  der 
gegebenen  Gleichung  u^  durch  u^  -|-  e  zu  ersetzen.  Hiernach 
erscheint  die  Gleichung  der  Parallelfläche  in  der  Form: 

F(u,,U2,  Ug,  u^  4-  f)  =  0. 

Für  manche  Untersuchungen  kann  es  angebracht  sein,  diese 
Form  zu  Grunde  zu  legen;  im  allgemeinen  wird  man  aber  auch 
diese  Gleichung  homogen  machen,  indem  man  die  Gleichung  in 
der  Form  schreibt: 

F  (Ui,  Uj,  Ug,  u^  +  f  Kuf  -f  u|  +  u|)  =  0. 

b)  Wenn  eine  Fläche  von  der  mten  Klasse  ist,  so  ist  ihre 
Parallelfläche  im  allgemeinen  von  der  Klasse  2  m. 

c)  Die  beiden  Flächen,  welche  man  dadurch  erhält,  dafs  man 
dieselbe  Strecke  auf  der  Normale  nach  verschiedenen  Seiten  ab- 
trägt, sind  im  allgemeinen  analytisch  nur  Teile  derselben  Fläche. 

d)  Alle  Parallelflächen  zu  derselben  Fläche  haben  die  vom 
unendlichfernen  Kreise  ausgehenden  Tangentialebenen  gemein- 
schaftlich. 

(Setzt  man  uf-|-u|-}-u|=0,  so  wird  die  Gleichung  einer 
jeden  Parallelfläche  gleich  dem  Quadrat  der  gegebenen.) 

e)  Die  Parallelfläche  zum  EUipsoid 

a«uf  +  b^uf  -f  c2u|  =»  u| 
hat  die  Gleichung: 

{(a«  —  t^)  uf  -f  (b2  -  6»)  u|  +  (c«  —  £«)  u|  -  u|}2 

=  4f2u|(uf  +  u|-ful). 
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f)  Die  Gleichung  der  Parallelfläche  zum   elliptischen  Para- 

boloid 

a«uf  -f  b«u|  =  2cu3U^ 

ist: 

(a«uf  +  b«u|  —  2CU3UJ»  =  4c«6«u|  (uf  +  u|+  u|). 

g)  Bei  den  vorangehenden  Entwicklungen  haben  wir  nur  die 
Tangentialebenen  und  nicht  die  Punkte  der  Flache  benutzt;  daher 
gelten  sie  auch,  wenn  die  Fläche  durch  eine  Kurve  ersetzt  wird. 
Wir  erhalten  in  diesem  Falle  die  sämtlichen  Tangentialebenen 
der  gesuchten  Fläche,  indem  wir  zu  sämtlichen  Ebenen,  welche 
durch  eine  Tangente  der  Kurve  hindurchgehen,  in  dem  vorge- 
schriebenen Abstände  die  parallele  Ebene  konstruieren.  Die  neue 
Fläche  geht  hierbei  in  eine  Kanalfläche  über.  Um  diese  zu  er- 
zeugen, läfst  man  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  gegebenem 
Radius  sich  auf  der  gegebenen  Kurve  bewegen;  diejenige  Fläche, 
von  der  alle  diese  Kugeln  berührt  werden,  ist  die  gesuchte.  Für 
den  Fall,  dafs  der  Mittelpunkt  sich  auf  einer  Ellipse  bewegt,  hat 
man  in  e)  nur  c  «•  0  zu  setzen. 

§  29. 

Das  Hauptaxenproblem  für  die  Flächen  zweiter  Ordnuog. 

1.  In  §  19  haben  wir  bereits  die  sämtlichen  Arten  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  charakterisiert  und  für  jede  einzelne 
Art  in  Cartesischen  Koordinaten  eine  ihr  eigentümliche  Gleichungs- 
form angegeben.  Diese  Form  blieb  aber  bei  gewissen  Änderungen 
des  Koordinatensystems  ungeändert.  So  war  beim  Ellipsoid  der 
Anfangspunkt  bestimmt;  die  Axen  unterlagen  aber  keiner  andern 
Beschränkung,  als  dafs  sie  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser 
bilden  mufsten.  Bei  einem  Paraboloid  konnte  man  den  An£ings- 
punkt  noch  beliebig  auf  der  Fläche  wählen;  dann  war  eine  Axe 
vollständig  bestimmt,  eine  zweite  konnte  aber  noch  willkürlich 
in  einem  Strahlenbüschel  angenommen  werden.  Wir  konnten 
aber  auf  dem  dort  angegebenen  Wege  nicht  unmittelbar  ersehen, 
ob  sich  unter  den  hiernach  gestatteten  Koordinatensystemen  ein 
rechtwinkliges  befindet.  Bei  der  hohen  Bedeutung,  welche  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  für  die  Metrik  besitzen,  gewährt  es 
hohes  Interesse,  zu  wissen,  ob  die  charakteristische  Form  auch 
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für  ein  rechtwinkliges  System  erhalten  werden  kann.    Aus  diesem 
Grunde  wenden  wir  uns  demselben  Probleme  nochmals  zu. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  eine  beliebige  Gleichung  zweiten 
Grades  in  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z 

(1)    Ax«  +  By»  +  Gz«  -f  2Dyz  +  2Ezx  +  2Fxy 
+  2Gx  +  2Hy  +  2lz  +  K  —  0 
vorgelegt  und  man  solle  ein   neues  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system X,  Y,  Z  so  bestimmen,   dafs  in  den  neuen  Koordinaten 
die  Gleichung  eine  der  oben  (§  19)  angegebenen  charakteristischen 
Formen  erhält. 

2.  Der  Übergang  von  der  allgemeinen  Form  (1)  auf  die 
specielle  Form  erfordert  mehrere  Schritte.  Diese  kann  man  selbst- 
verständlich in  verschiedener  Anordnung  auf  einander  folgen  lassen. 
Aber  nur  diejenige  Anordnung  darf  als  naturgemäfs  angesehen 
werden,  welche  eine  gleichmäfsige  Behandlung  aller  Flächen  ge- 
stattet. Die  in  §  19  mitgeteilten  Formen  stimmen  aber  bei  ihrer 
sonstigen  Verschiedenheit  darin  überein,  dafs  die  Produkte  xy, 
xz,  yz  nicht  vorkommen.  Daher  werden  wir  als  ersten  Schritt 
zur  Lösung  des  Problems  die  Aufgabe  hinstellen,  unter  Beibehaltung 
des  Anfangspunktes  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Axen 
so  zu  wählen,  dafs  für  das  neue  System  jene  Produkte  den  Koeffi- 
cienten  null  erhalten.  Die  beiden  rechtwinkligen  Systeme  (x,  y,  z) 
und  (g,  17,  ^)  sollen  also  denselben  Anfangspunkt  haben;  dagegen 
soll  bei  dem  Übergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  System 
die  Gleichung  (1)  die  Form  annehmen: 

(2)    Ai^  +  Bfj^  +  n'  +  2K^  +  :iAfj  +  2M^  +  N^0. 

Nachdem  diese  Aufgabe  gelöst  ist,  geht  man  zu  einem  neuen 
Koordinatensystem  X,  Y,  Z  über,  welches  zu  dem  der  §,  jy,  £ 
parallel  ist.    Man  setzt  also: 

(3)    g  -  X  +  a,  ly  -  Y  +  b,  e  -  Z  +  c. 

Dadurch  bleibt  die  Form  (2)  in  ihrem  quadratischen  Teile 
ungeändert;   nur  die  Koefficienten  K,  Ay  M,  N  nehmen  andere 
Werte  an.     Die  Form  (2)  geht  in  die  neue  Form  über: 
(4)     AX^  +  BY*  +  rZ'  +  2jrX  +  2.i'Y  -f  2MZ  +  iV'  —  0. 

Der  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  (X,  Y,  Z),  oder 
mit  andern  Worten  die  Konstanten  a,  b,  c  in  den  Gleichungen 
(3)  sind  so  zu  wählen,  dafs  die  vier  Koefficienten  K\  Ay  M\  N' 
möglichst  einfache  Werte  erhalten.     Diese  zweite  Aufgabe  bietet 
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keine  Schwierigkeit,  nachdem  die  erste  gelöst  ist;  es  handelt  sich 
also  im  wesentlichen  nur  um  die  Lösung  der  ersteren. 

Diejenigen  rechtwinkligen  Koordinaten,  bei  deren  Anwendung 
die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  der  einfachsten 
Form  erscheint,  nennen  wir  die  Hauptaxen  der  Fläche.  Als 
wesentlichsten  Bestandteil  des  Problems,  die  Hauptaxen  einer 
solchen  Fläche  zu  suchen,  dürfen  wir  daher  die  Aufgabe  hin- 
stellen : 

A)  Nachdem  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z  gegeben 
ist,  soll  unter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  ein 
neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  bestimmt 
werden,  dafs  die  Gleichung  der  Fläche  bei  Benutzung 
des  neuen  Systems  die  Glieder  mit  xy,  xz  und  yz  nicht 
mehr  enthält. 

3.  Wir  wollen  das  Problem  noch  in  einigen  andern  Formen 
aufstellen.  Die  Werte,  welche  Ay  Ä,  F  in  der  Gleichung  (2) 
annehmen,  hangen  von  den  Koefficienten  G,  H,  I,  K  in  der 
Gleichung  (1)  nicht  ab.  Ebenso  bleiben  die  quadratischen  Glieder 
in  der  Gleichung  eines  Kreises  ungeändert,  wenn  man  irgend  ein 
anderes  rechtwinkliges  Koordinatensystem  benutzt.  Demnach 
dürfen  wir  in  der  Gleichung  der  Fläche  (1)  und  in  der  einer 
beliebigen  Kugel  nur  die  quadratischen  Glieder  in  Betracht  ziehen 
und  diese  durch  homogene  lineare  Ausdrücke  umgestalten.  Wir 
können  somit  das  Problem  A)  durch  das  folgende  ersetzen: 

B)  Die  beiden  quadratischen  Formen 

*  =-  Ax«  +  By«  +  Gz«  +  2Dyz  +  2Exz  +  2Fzy 

¥r=x«  +  y«  +  z« 
durch  homogene  lineare  Gleichungen  so  umzugestalten, 
dafs   die  zweite  Form   ungeändert  bleibt  und  die  erste 
nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen  enthält. 

4.  Die  Gleichung  (1)  dürfen  wir,  um  sie  homogen  zu  machen, 
auch  in  der  Form  schreiben: 

Axf  +  Bx2  +  Cx§  +  2Dx,X8  +  ^Ex^x,  +  2¥x^x^ 

+  2GX1X4  +  2HxjX^  +  2Ix3X^  +  Kxf  —  0. 
Hieraus  ersehen  wir,  dafs  die  unendlichferne  Kurve  der  Flnche 
die  Gleichung  hat: 

Ax»  +  By«  +  Gz«  +  2Dyz  -f  2Exz  +  2Fxy  —  0. 
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Ebenso  wird  eine  beliebige  Kugel  von  der  unendlichferaen 
Ebene  in  der  Kurve  geschnitten: 

X»  +  y«  +  z»  —  0. 

Nach  B)  kommt  es  darauf  hinaus,  diese  beiden  Kurven  durch 
dieselben  drei  Quadrate  darzustellen.  Wir  wissen  aber,  dafs  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung  durch  blofse  Quadrate  dargestellt  wird, 
wenn  ein  Polardreieck  der  Koordinatenbestimmung  zu  Grunde 
gelegt  wird.  Die  Axen  desjenigen  Koordinatensystems,  welches 
unserer  Forderung  genügt,  müssen  also  die  unendlichferne  Ebene 
in  den  drei  Eckpunkten  eines  den  beiden  Kurven  gemeinsamen 
Polardreiecks  schneiden.  Hiernach  darf  das  aufgestellte  Problem 
durch  das  folgende  ersetzt  werden: 

C)  Man  soll  für  die  unendlichferne  Kurve  der  ge- 
gebenen Fläche  und  den  imaginären  Kugelkreis  ein  ge- 
meinsames Polardreieck  bestimmen. 

5.  Wenn  die  gegebene  Fläche  Mittelpunktsfläche  ist  und  ihre 
Gleichung  die  Produkte  xy,  xz,  yz  nicht  enthält,  so  sind  die  Axen 
des  Koordinatensystems  einem  Tripel  konjugierter  Durchmesser 
parallel.  Für  eine  Kugel  bilden  irgend  drei  auf  einander  senk- 
recht stehende  Durchmesser  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser. 
Demnach  kommt  das  aufgestellte  Problem  für  Mittelpunktsflächen 
auf  das  folgende  hinaus: 

D)  Man  suche  drei  konjugierte  Durchmesser  der  gegebenen 
Fläche,  welche  je  zu  drei  konjugierten  Durchmessern  einer  Kugel 
parallel  sind. 

Da  dies  Problem  nicht  allgemein  genug  ist,  werden  wir  im 
folgenden  auf  dasselbe  nicht  näher  eingehen. 

6.  Wenn  in  der  Gleichung  der  Fläche  eine  Variabele  nur  im 
Quadrate  vorkommt,  aber  in  der  ersten  Potenz  weder  für  sich 
allein  noch  im  Produkte  mit  andern  Variabein  auftritt,  so  liegt 
die  Fläche  gegen  die  entsprechende  Ebene  symmetrisch.  So  sei 
in  der  Gleichung  (1)  E  =  F  =«  G  =  0;  dann  erhalten  wir  für 
beliebige  Werte  von  y  und  z  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte 
für  X ;  jede  auf  der  Ebene  x  =  0  errichtete  Senkrechte  schneidet 
daher  die  Fläche  in  zwei  Punkten,  welche  von  dieser  Ebene 
gleich  weit  abstehen.  Hiernach  liegt  es  nahe,  das  Problem  auf- 
zustellen : 
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E)  Man  suche  eine  Ebene,  gegen  welche  die  gegebene 
Fläche  symmetrisch  liegt. 

Im  allgemeinen  giebt  es,  wie  wir  sehen  werden,  drei  Ebenen, 
welche  der  aufgestellten  Forderung  genügen  und  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Dann  bedarf  es  keiner  weiteren  Operation,  um 
die  Normalform  zu  erhalten.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir 
im  folgenden  auch  auf  dieses  Problem  eingehen,  obwohl  es  nicht 
direkt  auf  alle  Flächen  anwendbar  ist. 

Erste  Lösung  des  Problems  C): 

7.  Wir  halten  es  aus  mehreren  Gründen  für  angebracht,  die 
Lösung  des  Problems  C)  denen  der  beiden  ersten  Probleme  voran- 
zuschicken. Wir  nehmen  also  an,  in  der  unendlichfemen  Ebene 
seien  die  beiden  Kurven  gegeben: 

+  2ai3XiX8  +2a,3X,X8=0, 
(5)    xf+x|+x|=0. 
Ein  Punkt  (Jl],  A«,  JI3)  dieser  Ebene  hat  in  Bezug  auf  die 
erste  Kurve  die  Polare: 

Xl  (au^l   +ai2^2  +ai8^8)  +  X2  (SLixki   +  a^jAj  +a28^3) 

+  xs  (a^i^  +  a3«^2  +  ass^a)  =  0, 
während  seine  Polare  in  Bezug  auf  die  zweite  Kurve  die  Glei- 
chung hat: 

^1X1  +  ^2X2  +  isXs  =  0. 

Damit  diese  beiden  Gleichungen  dieselbe  gerade  Linie  dar- 
stellen, dürfen  sie  sich  nur  durch  einen  gewissen  Faktor  co  unter- 
scheiden; es  müssen  daher  die  Gleichungen  bestehen: 

^11^1     |ai2^2  "r^l8^8  '^^  ^^1 
^21^1   ~l"  a22^2      I     a23^jj   =  COAj 


oder 


^81^1  +a 


82^2      1     ^88^8  ^^8 


(^11    —  ^)  ^1+  ^12^2    +  ai3^3   =  0 

(6)    a^i^i  +  (a,2  -  Co)  ^2  +  ajs^g  =  0 

a»!^!    +^32^2    +(a88  "  «>)  ^8   —  ^• 

Demnach  ist  co  eine  Wurzel  der  Gleichung. 


(7) 


^11  —  ^ 


21 
31 


^2  2 


8  2 


12 
CO 

^88 


18 

2  8 
CD 


=  0. 
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Umgekehrt  gehört  zu  jeder  Wurzel  dieser  Gleichung  ein 
System  von  Gröfsen  Ai,  >l,,  X^.  Unsere  Aufgabe  mufs  daher  sein, 
die  Gleichung  (7)  näher  zu  untersuchen. 

8.  Zunächst  weisen  wir  nach,  dafs  die  Gleichung  (7)  nur 
reelle  Wurzeln  hat;  wir  wollen  dabei  eine  Methode  anwenden, 
welche  Weierstrafs  für  ein  allgemeineres  Problem  angegeben  hat. 
Nachdem  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7)  gefunden  ist,  können 
wir  leicht  ein  System  von  Gröfsen  Ai,  ^2,  h  bestimmen,  welches 
den  Gleichungen  (6)  genügt.  Wenn  eine  Wurzel  komplex  ist: 
cö  =-  k  +  li,  so  lassen  wir  es  zweifelhaft,  ob  die  zugehörigen 
Werte  von  üi,  >l«,  X^  reell  oder  imaginär  sind;  wir  setzen  demnach 

^1  =  §1  +  Vi'h   ^2  =  ga  +  ^/2^   ^8  =  ^8  +  ^8^ 

und  machen  nur  die  Voraussetzung,  dafs  die  Gröfsen  gi,  §2,  &, 
?i>  7s>  Vi  ^^^U  sind  und  dafs  mindestens  eine  unter  ihnen  von 
null  verschieden  ist. 

Hiernach  nimmt  die  erste  Gleichung  (6)  die  Gestalt  an: 

-(k-fli)(gi+^hi). 
Die  beiden   andern   Gleichungen  (6)  werden  eine  ähnliche 

Form  erhalten.     In  diesen  Gleichungen  müssen   die  reellen  und 

die  imaginären  Bestandteile  auf  beiden  Seiten  je  einander  gleich 

sein.     Daher  müssen  die  Gleichungen  befriedigt  werden: 

^1  iSi  +  ^1  2^2     r  ^1  808  *^  ^^1        ^^1 

*^21»l    "T  ^2202      I     **28§8   ^°  '^ö2  ^^2 

•^SlSl    "•     ^8  202   "T  a88i?8   ^^  ^^9  *^8 

^ll^h  +  ^12^2  +  a,8^8  ==  ^Vl  +  1§1 
^2  1^/1  I  ^2  2^2  "T"  ^2  3^78  ^^  '^^2  "l"  ^»2 
^81^1   +  ^82^/2   +  ^SSVS  =  ^n»   +  1§8- 

Indem  wir  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
»?i>  ^2>  Vi  multiplizieren,  erhalten  wir  durch  Addition  die  Be- 
ziehung : 

-TaixT^/gx  =  k  (g,iyi  +  §2^2  +g3^8)  —  1  ivl+Vl+Vl)' 
In  ähnlicher  Weise  leiten  wir  aus  den  drei  letzten  Gleichungen 
die  Relation  her: 

2ä«gi^x  -  k  (g,7;t  +  g2^.  +  ^r/s)  +  1  (gf  +  §1  +  Ps)' 
Nun  ist  Uzix^iTix^^  2^tx7]i^x;  daher  folgt  durch  Subtraktion 
der  beiden  letzten  Gleichungen:    ' 

1  (g?  +  §1  +  gl  +  Vi  +Vl+  Vi)  =  0. 
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Da  die  sechs  Gröfsen  gi,  gg,  gs»  ^i?  ^s,  V^  nicht  sämtlich 
gleich  null  sein  können,  mufs  1  =  0  sein,  oder  jede  Wurzel  der 
Gleichung  (7)  ist  reell. 

9.  Wir  suchen  jetzt  die  Werte  von  Jli,  X^y  ^s,  welche  zu 
einer  Wurzel  co  gehören.  Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  den 
Koefficienten  von  a^  — co  in  der  linken  Seite  von  (7),  die  wir 
gleich  A  setzen  wollen,  durch  du  ;  nennen  ebenso  Ju  den  Koeffi- 
cienten von  ais  in  dieser  Determinante,  und  An  den  von  ais 
u.  s.  w. 

Wenn  die  Unterdeterminanten  nicht  sämtlich  verschwinden, 
so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

Xi  :  Xj  :  /3  =  zJii  :  di2  :  ^is 
/j  :  A»  I  A3  =  zj^i  i  Ai%  I  «ijgs 
xi  :  A|  :  A3  =  Z131  :  A^  :  ^33. 

Diese  Gleichungen  ersetzen  wir  durch  die  folgende: 

X^  '  X  1    '  1  X    '^  A      '  A      '  A 

1    •      12   •       18   ^^       11    •       12   "       18 

XX    '  X^  '  X  X    =/f       '  A      '  A 

'^21    •"'2    *    ^28  21  22    "28 

XX    'XX    '  X^  =  A      '  A      '  A 

A3AJ    .  AjAg    .  Ag  -^^31    •  ^82   '  ^88* 

Nachdem  wir  etwa  gesetzt  haben:  Xl=  fiA^^^y  folgt  zunächst: 

^1^2^^ f^^iiy   ^1^3=*  ^^13'     Nun  ist  allgemein   a£x  =  a«<;    es 
mufs  also  auch  Aix  =  Axi  sein  für  alle  Marken  £,  x.     Demnach 
ergiebt  sich  aus  den  Proportionen  der  zweiten  und  der  dritten 
Reihe,  dafs  auch  ist:  Xl=fiA^^,  X^X^^^ (lA^^,  '^i=i^^88- 
Diese  Gleichungen 

(8)    Xl=fiA^^y  Xl^fiA^^,  ^I— /'^ss' 

^2^8  =^^28»  ^8^1  =i"^M'  ^1^2  =i«^12 
stellen  die  Koordinaten  des  unendlichfernen  Punktes  (ili,  Jlg,  il8,0) 

in  symmetrischer  Weise  vermittelst   der  Unterdeterminanten  der 

Determinante  (7)  dar. 

10.  Jetzt  seien  a>^  und  o^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der 
Gleichung  (7);  zu  co^^  möge  nach  den  Gleichungen  (8)  das  Wert- 
system ^j,  ^j,  A3  und  zu  coj  das  Wertsystem  ^j,  fi^y  |ij  ge- 
hören.    Es  mögen  somit  die  Gleichungen  bestehen: 

^11-^1  +^12^2  +»18^8  =«^1^1 

^21^1   ~r^22'^2      I     ^28^8  ^^^^1^2 
*^3  1^1   '1~^8  2^2   "I"  ^8  8^8  ^^  ^1^8 

und 
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^81^1   +^S2f^2  +^Ssf^B^^2(^3' 

Wie  in  8.  multiplizieren  wir  die  drei  ersten  Gleichungen 
mit  /i^y  fi^y  li^  und  die  drei  letzten  mit  X^y  X^^  X^  und  leiten 
daraus  die  Relation  her: 

UZixfdiXx  =  ©1  (X^fi^  +X^fi^  +h(^s) 
2^ixXi(ix  —  cög  (X^fi^  +X^fi^  +^s(^s)' 
■  Da  in  diesen  Gleichungen  die  linken  Seiten  einander  gleich 
sind,  die  rechten  Seiten  sich  aber  um  den  ungleichen  Faktor  o^y 
CO,  unterscheiden,  so  mufs  sein: 

(9)       X^il^  +^2^2   +^8^3=0 

und  ferner: 

(10)    2:ztxX,(jix=0. 

Die  Punkte  {X^y  Jl,,  X^)  und  (ji^y  fi^y  /Ug)  sind  also  konju- 
gierte Pole  in  Bezug  auf  die  beiden  unendlichfernen  Kegelschnitte. 
Wenn  also  die  Gleichung  (7)  drei  verschiedene  Wurzeln  hat,  so 
sind  die  drei  Punkte,  welche  je  dieselbe  Polare  für  die  beiden 
Kegelschnitte  haben,  die  Eckpunkte  eines  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks. 

11.  Aus  der  Gleichung  (9)  können  wir  mit  Cauchy  einen 
zweiten  Beweis  dafür  herleiten,  dafs  die  Gleichung  (7)  keine  ima- 
ginäre Wurzel  besitzt.  Es  sei  nämlich  a?  »»  k  +  li  eine  Wurzel 
der  Gleichung  (7),  und  es  seien  X^  =*si  +'h^  ^^2  =="§2  4-^/2^' 
jlj—gg  +73i  drei  Gröfsen,  welche  im  Verein  mit  cö  =  k  +  li 
die  Gleichungen  (6)  befriedigen.  Nun  mufs  die  Gleichung  (7) 
aufser  k  +  li  noch  eine  Wurzel  k  —  li  haben,  und  die  Gleichungen 

(6)  werden  befriedigt,  wenn  man  überall  +  i  durch  —  i  ersetzt. 
Zu  der  Wurzel  k  —  li  gehören  also  die  Werte : 

^1  =§1  -  Vi'^y  1^2  =^2—^21»  ^8  =§3  —  ^8^- 
Nun  ist  X^fi^=^l  -\-Til   u.  s.  w.;    die  Gleichung  (9)  geht 
also  über  in  die  folgende: 

Pl      +    Vi      +    P,     +fil     +    P,      +    vi      =0y 

und  diese  kann  nicht  befriedigt  werden,  weil  die  sechs  reellen 
Gröfsen  gi  ...  97s  nicht  sämtlich  gleich  null  sein  können. 

12.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  über,  dafs  die  Gleichung 

(7)  gleiche  Wurzeln  hat. 
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Die  Algebra  lehrt,  dafs  für  eine  Doppelwurzel  der  Gleichung 
J  (co)  =r  0  auch  die  Ableitung  verschwindet,  dafs  also  mit  J(ai)=^0 

auch  — j^^  =  0  sein  mufs.     In   unserm  Falle  mufs  also   eine 

Doppelwurzel  auch  der  Gleichung  genügen: 

Nun  gelten  aber  für  eine  Doppelwurzel  auch  die  Gleichungen 
(8),  falls  nicht  alle.  Unterdeterminanten  verschwinden;  daher  ist 
speciell : 

^1    =^^ll>    ^1   =M«t»    ^8   =f'^88; 

es  mufs  somit  sein: 

^f   +  ^1   +  ^1  =  Z'  (^1  1   +  ^„   +  ^8«)  =  0. 

Da  dies  nicht  angeht,  so  müssen  fiir  eine  Doppelwurzel  alle 
Unterdeterminanten  verschwinden.     Hiernach  besteht  der  Satz: 

Wenn  die  Gleichung  (7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 
so  müssen  für  diese  auch  alle  Unterdeterminanten  ver- 
schwinden, die  man  aus  der  auf  der  linken  Seite  stehen- 
den Determinante  durch  Weglassung  einer  Zeile  und 
einer  Kolonne  erhält. 

13.  Um  die  Beziehungen  kennen  zu  lernen,  welche  zwischen 
den  Koefficienten  a<x  bestehen  müssen,  wofern  die  Gleichung  (7) 
gleiche  Wurzeln  hat,  bilden  wir  die  drei  Unterdeterminanten  Jit, 
i4i8  und  ^23-  Da  diese  für  eine  Doppel wurzel  verschwinden 
müssen,  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

(11)    (^11  — co)a,3  =ai,ai8,  (a,,  —  co)  agi  =  a^^a^g. 

Wenn  hier  a^g,  a^^  und  a^j  von  null  verschieden  sind, 
können  wir  die  Gleichungen  in  folgender  Form  schreiben: 

(12)     a,  =  a,,-^'il=a„-i;i^  =  a3,  -^^»-1. 

'*2S  *81  **1« 

Hierdurch  sind  uns  die  Bedingungen  für  die  Existenz  einer 
Doppelwurzel  und  der  Wert  derselben  gegeben.  Sobald  diese 
Gleichungen  befriedigt  werden,  verschwinden  auch  die  Unter- 
determinanten Jii,  Ai2i  ^ss- 

Wenn  einer  der  drei  Koefficienten  a^s,  asi,  ais  null  ist,  mufs, 
wie  die  Gleichungen  (11)  zeigen,  mindestens  noch  ein  zweiter 
von  ihnen  verschwinden.   Angenommen,  es  wäre  aj3=a,8=0. 
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^1»  4=0«  Dann  folgt  aus  (11),  dafs  a>  =  ag3  ist.  Die  Gleichung 
J^^=0  fügt  die  Bedingung  hinzu: 

(^11  ^Sa)  (^2  2  ^8  8/  ^^  ^12" 

Wenn  endlich  a^ ,  =aj8  =  ajg  =0  ist,  so  lautet  die  Be- 
dingung für  die  Existenz  einer  Doppelwurzel: 

v^n       ^22)  (^2  2       ^33)  (agg       a^j)  =  0. 

14.  Da  für  eine  Doppelwurzel  alle  Unterdeterminanten  von 
A  verschwinden,  so  kommen  in  diesem  Falle  die  drei  Gleichungen 
(6)  auf  eine  einzige  hinaus.  Somit  hat  jeder  Punkt  einer  gewissen 
geraden  Linie  für  beide  Kegelschnitte  dieselbe  Polare.  Das  gilt 
speciell  für  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem  imaginären 
Kugelkreise;  die  unendlichfernen  Linien  der  beiden  Flächen  be- 
rühren einander  in  zwei  Punkten.  Wenn  umgekehrt  diese  beiden 
Kurven  einander  doppelt  berühren,  so  werden  alle  Punkte  der 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  durch  diese  Punkte  ein- 
ander harmonisch  zugeordnet;  zugleich  ist  der  Schnittpunkt  der 
gemeinsamen  Tangenten  Pol  der  Geraden  für  beide  Kurven. 
Demnach  haben  die  Kurven  in  diesem  Falle  unendlichviele  Polar- 
dreiecke gemeinsam;  alle  diese  Dreiecke  haben  einen  Eckpunkt 
gemeinschaftlich  und  die  gegenüberUegende  Seite  gehört  einer 
bestimmten  geraden  Linie  an.  Die  beiden  Kurven  bestimmen 
einen  Büschel  von  derjenigen  Art,  die  in  I  §  25  (I  S.  166)  unter- 
sucht worden  ist. 

Wenn  die  Gleichung  (7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 
so  haben  die  beiden  unendlichfernen  Kurven  unendlich 
viele  Polardreiecke  gemeinschaftlich. 

15.  Wir  untersuchen  jetzt  den  Fall,  dafs  die  Gleichung  (7) 
eine  dreifache  Wurzel  hat.  Da  die  Summe  der  drei  Wurzeln 
von  (7)  gleich  a^  +^22  "^^ss  ^^^y  können  diese  nur  gleich  sein, 

a      -J-  a       I   ä. 
wenn  co  =    ^  ^  ^    V     — ~    ist.     Jetzt   müssen   aber   auch   die 

Gleichungen  (11)  bestehen.  Wofern  also  keiner  der  drei  Koeffi- 
cienten  aj2>  a^g,  a2  3  verschwindet,  folgen  aus  (12)  die  Glei- 
chungen : 

'^11      I     ^22      I     *^8  3    ^  '^l  2*^1  3 

^  ^28 

^11      I      ^22      I     '^SS    o  ^21^23 

Q  22  ^   " 

^  ^81 
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3        -    -=*»»  a,. 

Durch  Addition   dieser   drei  Gleichungen   ergiebt  sich  aber 
die  Relation: 

**18**1S      1^  *21*28      r   **81*82   ^> 

welche  für  reelle  von  null  verschiedene  Werte  nicht  befriedigt 
werden  kann. 

Wenn  aber  aj3=aig=0,  a^j  4=0  ist,  so  leitet  man  aus 
den  Gleichungen: 

^88^^  3  >    ^12^^C^11    ~    ^88/(^22  ^88^ 

die  Beziehung  her: 

(^11  ~a,g)«  +  4ai«,  =0, 
welche  ebenfalls  mit  unserer  Annahme  unvereinbar  ist.    Es  muls 
also  sein: 

oder  die  gegebene  Fläche  ist  ebenfalls  eine  Kugel. 

Hiernach  hat  die  Gleichung  A  («o)  =  0  entweder  drei  un- 
gleiche Wurzeln  oder  eine  Doppelwurzel  oder  eine  dreifache 
Wurzel.  Im  ersten  Falle  haben  die  unendlichfernen  Kurven  der 
gegebenen  Flächen  ein  einziges  gemeinsames  Polardreieck;  im 
zweiten  Falle  giebt  es  deren  unendhch  viele.  Im  dritten  Falle, 
wo  die  beiden  Flächen  Kugeln  sind  und  die  Schnittlinien  mit  der 
unendlichfernen  Ebene  identisch  werden,  sind  alle  in  dieser  Ebene 
gelegenen  Polardreiecke  gemeinsam. 

Zieht  man  vom  Anfangspunkte  des  Koordinatensystems  nach 
den  drei  Eckpunkten  eines  solchen  Dreiecks  gerade  Linien  und 
wählt  diese  zu  Kanten  eines  Cartesischen  Koordinatensystems,  so 
ist  dasselbe  rechtwinklig;  bei  seiner  Benutzung  fallen  die  Produkte 
xy,  xz  und  yz  aus  der  Gleichung  der  Fläche  fort. 

Lösung  des  Problems  B). 

16.   Das  Problem  B)  stellen  wir  in  folgender  Form  auf: 
Es  seien  die  beiden  quadratischen  Formen  in  drei  Variabel 
gegeben: 

^  =  ^ii^i    +  ^22^2    "T"  ^88^8      I      ^^23^2^8 

+  2a3 1X3X1  +  2ai,XiX, 

5r  ==  Xj   "T"  Xj   -|-  Xg. 
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Man  soll  Xi,  x«,  x^  durch  homogene  lineare  Funktionen  von 

yi,  yu  ys: 

xi=-^iyi+/'iyt +  »^y3 

(13)     x,=A,yi+/ijy,  + 1^,73 
X3=^3yi+^3y, +»^373 
ersetzen  und  die  Koefficienten  so  wählen,  dafs  die  zweite  Form 
ungeändert  bleibt  und  in  der  ersten  die  Koefficienten  von  y^yg, 
yiYs  u'^J  y2ys  wegfallen.     Es  soll  also  sein: 

(14)     xf+xH-x|=yf +y|+yi 
*  =  b,yf +b,y|+b,y|. 
Wir  wollen  dies  Problem  im  Anschlufs  an  die  soeben  durch- 
geführten Entwicklungen  zu  lösen  suchen. 

Indem  wir  in  die  linke  Seite  von  (14)  die  Werte  (13)  ein- 
setzen, erhalten  wir  auf  der  linken  Seite  eine  quadratische  Form 
von  yi,  y«,  ys.     Hier  hat  yf    den  Koefficienten   Af+A|-{-Jl| 

und  2y2y8  den  Koefficienten  ^i»'!  +  ^2*^2 +/'8*^8-  ^"^  ^^^^ 
die  Gleichung  (14)  für  alle  Werte  von  yi,  y»,  ys  erfüllt  sein; 
also  müssen  alle  Glieder  auf  beiden  Seiten  denselben  Wert  haben. 
Das  giebt  die  Gleichungen: 

^1  +  ^1  +  ^3  =  1^  l^i^i  +  ^2»'»  +  t^z^z  =  ^' 

(15)       ll\+ll\+lll=l,  ^'i^i+»'2^2    +V3=0> 

»'l  +  »'i  +  H  =  1^  ^1^1   +  ^2i"2  +  ^3^3  =  0. 

Wenn  die  Werte  (13)  in  *  eingesetzt  werden,  so  wird  der 
Koefficient  von  y2ys: 

^11^1^1   +a22^2''2+a83^3»'3  +^12^1^1'^^  +  ^2»'l) 

+  ai 3  {(i^v^  +  ii^v^)  +  aj3  {ji^v^  +  ^gj;^). 
Da  dieser  Koefficient  sowie  der  von  y^yi  und  der  von  yiyt 
verschwinden  soll,  so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(16)      a^i^iVi  +a22//2l^2+^38^8*'8   +^ltil^l^t  +  f'2^l) 

+  ^1  3  (/^1*'3  +  i"3»'l)  +  a,3  {t^%^^  +  f^S^i)  =  0 
^11^1^1   +^22^2^2  +a88»'8^8   +^ii  (^1^2  +»'2^1) 

+  ^1  8  (^1^8  +  »'S^l)  +  ^28  (»'2^8  +  »'8^2)  =  0 
^11^1^1   +^22^2^2  +^83^8^8   +^12  (^1^2  +^2^l) 

+  ^18  (^1^8  +  ^3^1)  H-  ^23  (^2^8  +  ^8^2)  =  Ö. 

Die  Gleichungen  (16)  und  die  drei  letzten  Gleichungen  (15) 
gestatten  uns,  Ii,  Aj,  X^  und  ^i,  fi^y  (i^  sowie  vi^  v%y  v^  aufzu- 
üsissen  als  die  Koordinaten  von  drei  Punkten,  welche  einander 
zu  je  zweien  in  Bezug  auf  die  beiden  Kurven  xf  +  x|  +  x|  =  0 

K  i  1 1 1  n  gr  >  Lelirbu2h  der  «naly t.  Geometrie.    II.  1 3 
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und  SzimXiXx=^0  als  konjugierte  Pole  zugeordnet  sind.  Schon 
diese  Bemerkung  führt  das  Problem  B)  auf  das  soeben  gelöste 
Problem  C)  zurück. 

Wir  können  aber  auch  folgenden  Weg  einschlagen.  Indem 
wir  die  Abkürzungen  einfuhren: 

an  ^1  +  ai  s^  +  ais  A3  =  li 
(17)     ajii  ^1  +  ajg^s  +  ^28^3  =  If 

asi^l   +a82^  +»38^8   =l8, 

gehen  die  beiden  letzten  Gleichungen  (16)  über  in 

Hieraus  folgt  die  Beziehung: 

li  :  lg :  I3  =  (ß^p^  —  /tijv,) :  (ß^p^  —  fi^p^) :  iji^p^  —  ^,v,). 

In  gleicher  Weise  mufs  aber  auch  wegen  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (15)  sein: 

Demnach  giebt  es  eine  Gröfse  a>,  für  welche  ist: 

Wenn  wir  aber  für  1^,  1,,  lg  die  Werte  (17)  einsetzen,  gehen 
die  letzten  Gleichungen  über  in: 

aii-ii  +  ai2^  +  ai8A8  =  o>^i 
aji^i  +  a22^  +  ^«3^»  =  <ö^8 

aai-^l   +  ^32^2  +  ^88^8  =  a>^8« 

Dies  ist  aber  dasjenige  System  von  Gleichungen,  welches 
wir  unter  (6)  zur  Grundlage  der  vorigen  Untersuchung  gemacht 
haben.  Wir  dürfen  also  die  vorige  Entwicklung  auch  zur  Lösung 
des  Problems  B)  benutzen  und  gelangen  wieder  zu  den  vorhin 
gefundenen  Resultaten. 

Multiplizieren  wir  die  letzten  drei  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  >li,  JI2,  X^  und  addieren,  so  wird  die  rechte  Seite  wegen 
der  ersten  Gleichung  (15)  gleich  a>i.  Die  linke  Seite  wird  aber 
jetzt  gleich 

JL  a«  Xi  Xx» 

Das  ist  aber  der  Koefficient  von  yf  in  der  Form  *,  nach- 
dem wir  darin  für  Xi,  X2,  X8  die  Werte  (13)  eingesetzt  haben; 
es  mufs   also   a>i  =  bi    sein.     Dieselbe  Untersuchung  läfst  sich 
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aber  für  //i,  jt/»,  //^  und  für  vi,  j/«,  v^  anstellen.  Die  Form  * 
nimmt  also  bei  der  angegebenen  Transformation  die  Gestalt  an: 

f  =  o^iY!  +  ^iYl  +  ^sYh 
wo  cöi,  fOjy  cos  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  sind. 

Lösung  des  Problems  A). 

17.  Es  sei  eine  Gleichung  in  den  vier  Variabein  Xj,  x*,  xs, 
X4  gegeben: 

j:a«x,xx  =  0  (£,  k  =  1,  2,  3,  4), 

wo  X4  =0  die  unendlichferne  Ebene  ist  und  die  Gröfsen  xi,  xj, 
X3  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bestimmen;  man  soll 
unter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  ein  neues  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  yi,  y«,  ya  so  bestimmen,  dafs  unter  seiner 
Benutzung  die  Glieder  mit  yiys,  yjya  und  y^ys  in  der  Gleichung 
der  Fläche  verschwinden. 

Da  die  Koordinaten  xi,  Xj,  xj  und  yi,  yj»,  ys  denselben 
Anfangspunkt  haben,  mufs  der  Übergang  von  dem  einen  zum 
andern  System  durch  Gleichungen  von  der  Form  (13)  vermittelt 
werden.  Nun  soll  das  zweite  System  ebenfalls  rechtwinklig  sein; 
somit  müssen,  wie  die  Theorie  der  Cartesischen  Koordinaten  lehrt, 
zwischen  den  neun  Koefficienten  der  Gleichungen  (13)  die  sechs 
Beziehungen  (15)  bestehen.  Endlich  zieht  die  Forderung,  dafs 
die  Koefficienten  von  y^ys,  yayi  und  yiy2  gleich  null  sein  sollen, 
die  Gleichungen  (16)  nach  sich.  Wir  werden  also  auf  dieselben 
Gleichungen  geführt,  von  denen  wir  soeben  ausgegangen  sind. 

Lösung  des  Problems  E). 

18.  Wir  suchen  eine  Ebene,  der  gegenüber  die  Fläche  sym- 
metrisch liegt.  Dabei  ist  es  von  Vorteil,  die  Koordinaten  der 
Ebene  von  denen  der  Fläche  zu  unterscheiden.  Dementsprechend 
wollen  wir  die  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  für  Punkte 
der  Fläche  durch  xi,  xg,  Xs  und  die  auf  dasselbe  System  bezogenen 
Koordinaten  für  Punkte  der  Ebene  mit  Zi ,  Zg,  Z3  bezeichnen.  Die 
Gleichung  dieser  Ebene  in  der  Hesseschen  Normalform  sei: 

(18)    X,z,  +  X,z,  +  A3Z3  +  e  -  0, 

wo  zwischen  den  Gröfsen  2^,  Aj,  X^  die  Relation  besteht: 

Aj    "T*   ^2      *         8    ^^ 

18* 
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Hier  sind  X^^  Aj,  X^  die  Richtungscosinus  der  vom  Anfangs- 
punkte auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten.  Dieselbe  Richtung 
hat  aber  jede  auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte.    Demnach  sind 

Zi  +  A,p,  Zj  +  ^,p,  Zs  +  ^sp 
die  Koordinaten  eines  Punktes,  welcher  in  der  im  Punkte  Zi,  Zj, 
Zs  auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten  liegt  und  von  ihr  den 
Abstand  p  hat. 

Nun  soll  die  Fläche: 
(19)     -2:a,;.xixx+2  2;bix*  +  c  =  0  (/,  x  —  1,  2,  3) 

symmetrisch  liegen  gegen  die  Ebene  (18).  Daher  soll  jede  auf 
der  Ebene  errichtete  Senkrechte  die  Fläche  in  zwei  Punkten 
schneiden,  welche  gleichweit  von  der  Ebene  entfernt  sind.  Setzt 
man  also  in  (19) 

xi  =  zi  +  Xi  p,  X j  =  Zg  +  2 jp,  xs  =  Z3  +  isp, 
so  mufs  die  neue  Gleichung  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte 
für  p  liefern,  oder  in  dieser  Gleichung  mufs  der  Koefficient  von 
p  verschwinden.     Dies  liefert  die  Beziehung: 

(20)    22iixZiXx  +  2:bcXi=0. 

Da  diese  Gleichung  für  alle  Werte  von  z,,  z^,  z^,  welche 
Punkten  der  Ebene  entsprechen,  erfüllt  sein  mufs,  so  mufs  sie 
dieselbe  Ebene  darstellen  wie  die  Gleichung  (18).  Die  beiden 
Gleichungen  dürfen  sich  also  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden;  es  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

^8  1^1  "1*^8  2^2      1^3  3^8  ^^^  ^^3' 

(22)     b,^i+b,^, +b3^3=o>e. 

Die  drei  Gleichungen  (21)  sind  mit  den  Gleichungen  (l>) 
identisch;  wir  finden  also  mindestens  ein  System  von  drei  auf 
einander  senkrechten  Ebenen,  deren  Richtungscosinus  den  Glei- 
chungen (21)  genügen.  Auch  läfst  sich  jedesmal,  wenn  eine 
Wurzel  o)  von  null  verschieden  ist,  die  Gröfse  e  so  bestimmen, 
dafs  auch  die  Gleichung  (22)  befriedigt  wird.  Diese  Methode 
hat  also  sehr  grofse  Vorzüge,  wenn  die  drei  Wurzeln  der  Glei- 
chung (7)  von  null  verschieden  sind,  mit  andern  Worten,  wenn 
die  gegebene  Fläche  nicht  von  der  unendlich  fernen  Ebene  be- 
rührt wird.     Wenn  aber  die  Gleichung  (7)   eine  oder  zwei  ver- 
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schwindende  Wurzeln  hat,  so  läfst  sie  sich  direkt  nicht  anwenden» 
sondern   macht   es  notwendig,   dafs  man   auf  eines  der  andern 
Probleme  zurückgeht. 
Übungen : 

1)  Man  führe  die  angegebenen  Untersuchungen  durch  für 
die  Flächen: 

a)  5x«+6y«  +  7z«  — 4xy  — 4yz  — 6  =  0. 

b)  5x«-y«  +  z«4-4xy-f-6xz  +  2xH-4y4-6z  — 8. 

c)  10  (x«  +  y'  +  z«)  —  8xz  +  6yz  —  28x  —  2«y  —  34z 

+  43  =  0. 

2)  a)  Man  lege  der  Untersuchung  die  Gleichung  zu  Grunde: 

ayz  +  ßxz  +  /xy  =  1 . 

b)  Diese  Gleichung  stellt  ein  ein-  oder  zweischaliges  Hyper- 
boloid dar,  jenachdem  das  Produkt  aßy  negativ  oder  positiv  ist. 

c)  Speciell   wähle  man   a=l,  ß=  —  /=a»6    oder   a  =  3, 

ß  =  y=V2, 

d)  Man  untersuche  die  Fläche: 

yz  +  zx  +  xy  —  x  —  2y  —  3z  =  0. 

3)  a)  Wenn  ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  zwei  Kugeln 
enthält,  so  sind  alle  ihre  Flächen  Kugeln. 

b)  Wenn  in  einem  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  eine 
Kugel  vorkommt,  so  haben  ihre  Flächen  parallele  Axen. 

c)  In  diesem  Falle  kann  man  unter  Anwendung  rechtwinkliger 
Koordinaten  die  Gleichungen  zu  Grunde  legen: 

X*  +  y*  +  z*  =  m* 
ax«  +  ßy^  +  yz«  -f  2ax  +  2by  +  2cz  =  1. 

d)  Ein  solcher  Büschel  enthält  drei  Paraboloide,  deren  Axen 
senkrecht  gegen  einander  geneigt  sind  und  von  denen  eines 
hyperbolisch,  zwei  elliptisch  sind. 

e)  In  welchen  Fällen  treten  Cylinder  an  die  Stelle  der  Para- 
boloide ? 

f)  Man  bestimme  die  Kurve  der  Mittelpunkte  für  den  in  c) 
angegebenen  Büschel. 

g)  Speciell  setze  man  voraus,  die  beiden  in  c)  angegebenen 
Flächen  hätten  denselben  Mittelpunkt,  und  klassifiziere  die  Büschel, 
welche  unter  dieser  Annahme  noch  möglich  sind. 

4)  a)  Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  seien  auf  dasselbe  recht- 
winklige Koordinatensystem  bezogen;   wann  giebt  es  zu  jedem 


} 
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Tripel  konjugierter  Durchmesser  der  einen  ein  paralleks  Tripel 
von  konjugierten  Durchmessern  in  der  andern  Fläche? 

b)  Welche  Eigenschaft  hat  die  Schnittkurve  der  beiden  Flachen? 

5)  Zwei  konzentrische  Flächen  zweiter  Ordnung  mögen  gleich- 
gerichtete Axen  haben;  wann  haben  sie  kein  weiteres  Tripel 
konjugierter  Durchmesser  gemeinschaftlich?  Welche  Möglichkeiten 
giebt  es  unter  dieser  Annahme  in  Bezug  auf  gemeinsame  Tripel 
konjugierter  Durchmesser? 

6)  Als  Axe  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  können  wir  eine 
gerade  Linie  definieren,  gegen  welche  die  Fläche  symmetrisch 
liegt,  d.  h.  welche  jede  sie  senkrecht  schneidende  Gerade  halbiert. 

Diese  Definition  stimmt  im  wesentlichen  mit  der  folgenden 
überein : 

Axe  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  gerade  Linie, 
welche  auf  den  Polarebenen  ihrer  Punkte  senkrecht  steht. 

Denn  alle  durch  einen  Punkt  parallel  zu  seiner  Polarebene 
gezogenen  Sehnen  werden  in  dem  Punkte  halbiert;  wenn  der 
Punkt  in  einer  Geraden  liegt,  welche  auf  der  Polarebene  senk- 
recht steht,  so  schneiden  jene  Sehnen  die  Gerade  unter  rechten 
Winkeln. 

Die  Behandlung  des  Problems  ist  sehr  einfach,  wenn  man 
die  zweite  Definition  zu  Grunde  legt.  Die  Polarebene  des  Punktes 
Uir  +  ei,  ;i,r  +  e„  ^r  +  e«,  1)  für  die  Hache  (19)  hat  die 
Gleichung: 

2;a,x(;i/ r  +  eOx*  +  -Sb* (jl,  +  e.  -|- x.)  +  c  =  0. 

Soll  diese  für  jeden  Wert  von  r  auf  der  Axe  senkrecht 
stehen,  so  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein  : 

2^ai xCx  +  bi  =  qXi ,  2Jz^xCx  +  b<  «=  pig,  £z$x^x  +  bg  —  qX^. 
Die  drei  ersten  Gleichungen  liefern  die  Werte  von  il,,  ilf,  2$; 
statt  eine  der  drei  Gröfsen  ei,  e,,  es,  wie  es  gestattet  ist,  will- 
kürlich zu  wählen,  kann  man  auch  q  unbestimmt  lassen  oder  etwa 
gleich  null  setzen.  Alsdann  findet  man,  wofern  die  Determinante 
der  ^tx  von  null  verschieden  ist,  die  Werte  für  ei,  e,,  ej. 

Will  man  das  Problem  in  seiner  ersten  Form  direkt  in  An- 
griff nehmen,  so  kann  man  etwa  in  folgender  Weise  vorgehen: 
Sollen  die  Punkte  (xt,  x,,  xs)  und  (x/,  x^',  Xs')  Gegenpunkte  in 
Bezug  auf  die  Axe  {XiT  -|-  ei,  X^r  +  e^,  ^r  +  ^s)  sein,  so  mufs 
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sein  xi  4- X« '  =  2;ii  r  +  2ei  für  r  =  Ai(xi — Ci)  +  Jl«  (x2  —  Cg) 
-f-  2s  (xs  —  e^ ).  Setzt  man  diese  Werte  für  xi ',  x» ',  xj '  in  die 
Gleichung  der  Fläche  über,  so  geht  diese  über  in 

4r*  IJaix  Xi  kx  +  4r  Szix  Xi  (2ex  —  x«)  —  4  Szix  ti  tx 
—  4  l?a/x  e«  xx  +  S^iix  xi  xx  —  4r  -Sbi  Xi 
+  4  -Tb*  ex  —  2  -SbiX*  -f  c  =  0. 
Diese  mufs  mit  der  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  über- 
einstimmen.   Indem  man  zunächst  die  Koefficienten  von  x{,  XiXg 
u.  s.  w.  vergleicht  und  H^nx  XiXx  =  (o  setzt,  kommt  man  wieder 
zu  den  früheren  Gleichungen  für  Ai,  X^^  X^. 


§  30. 

Zweite  Lösung  des  Hauptaxenproblems. 

1.  Wir  wollen  das  vorhin  aufgestellte  Problem  B),  von  wel- 
chem die  Probleme  A)  und  C)  nur  der  Form  nach  verschieden 
sind,  noch  in  einer  zweiten  Weise  erledigen.  Es  sollen  also  die 
Variabein  Xi,  xt,  xs  durch  drei  neue  Variabelen  ersetzt  und  diese 
als  Funktionen  der  ersteren  so  gewählt  werden,  dafs  die  beiden 
Gleichungen  identisch  befriedigt  werden: 

(1)     xf+x|+x|-yf+y|-|-y|. 

(2)     auxf  +  a,8x|  -f-  aasxj  +  2ai2XiX,  +  2aisX,X8 

+  2a83X8X5  =  cDiyl  -f  ojyl  +  a>8y|. 

Indem  wir  die  erste  Gleichung  mit  coi  multiplizieren  und 
von  der  zweiten  subtrahieren,  erhalten  wir  die  Gleichung: 


(3)  (au  —  a>i)  xf  -f  fa„  —  a>i)  x|  +  (ajs  —  ©i)  x 


8 


+  2ai8XiX8  -f  2ai8XiX3  +  2a,sX2X8  —  (c»2  —  «»i)  y| 
+  (c»8  — 'c»i)y|. 

Hier  enthält  die  rechte  Seite  nur  zwei  Variabele ;  da  unserer 
Annahme  nach  die  linke  Seite  der  rechten  identisch  gleich  ist, 
verschwindet  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der  linken 
Seite.     Setzen  wir  also 


(4)     J{a>)  = 


Zu  —  CO    ai8  ai8 

asi  as2  —  a>    ^23 

asi  a82  as8  — -  (o 

so   mufs   J(a>i)  =  0    sein.      Ebenso   ergiebt   sich   A  (o}^)  =  0, 

J  (cös)  =  0. 
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Wenn  also  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  angegebene 
Umwandlung  überhaupt  möglich  ist,  so  sind  die  neuen  Koeffi- 
cienten  coi,  CO2,  ö>a  die  Wurzeln  der  Gleichung  J(co)  =  0. 

2.  Wenn  die  drei  KoefHcienten  a^s»  asi,  ais  sämtlich  von 
null  verschieden  sind,  so  darf  man  annehmen,  dafs  das  Produkt 
a28a8iai2  positiv  ist,  weil  man  im  andern  Falle  #  mit  — 4>  ver- 
tauschen dürfte.     Dann  sind  auch  die  Quotienten 

>    J    

a2  3         ^31         ai2 
positive  Gröfscn  (der  erste  ist  gleich     "  "  '');  wir  dürfen  daher 

^23 

setzen:       aijais  a23a2i       ^^^    ^31^32       _, 

=  mj,  =  m|,  =  mj. 

^2  8  as  1  ai  2 

Hierdurch  sind  die  Gröfsen  mi,  m^,  ms  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmt.  Nun  ergeben  sich  aus  den  letzten  Gleichungen 
die  folgenden: 

a^^g  =  m|m«,  z^\  =  mfmj,  a^«,  =  mfm|; 
wir  dürfen  daher  die  Vorzeichen  so  wählen,  dafs  wird: 
a23  ==■  ni2ni3>  asi  =  msmi,  ai2  =  mim2. 
Indem  man  noch  setzt: 
an  —  mf  =  ei,  a22  —  m|  =  e«,  agj  —  m|  =  e^, 
nimmt  die  Gleichung  J((»)  =  0  die  Gestalt  an: 
mJ  +  Ci  —  CO  mim2  mjma 

mgmi  m|  +  e2  —  co         m^ms  =  0, 

msmi  m3m2         m|  -f~  ^8  —  ® 

oder 
(5)     mf  (g>  —  e2)  (a>  -r  e»)  +  m|(a)  —  es)  («>  —  ej) 

+  m|  (co  —  ei)  (o  —  ei)  —  (co  —  ei)  (co  —  62)  (co  —  es)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  in  der  eleganten  Form 
schreiben 

(6)    _"li_  +  ^5l_  +  _iR.I_  =  i. 

CO  —  ei       CO  —  e2       co  —  es 

3.  Die  Form  (5)  liefert  uns  einen  sehr  einfachen  Beweis  für 
den  Satz,  dafs  die  Gleichung  d  (co)  =  0  drei  reelle  Wurzeln  hat 
Wir  nehmen  zunächst  an,  die  Gröfsen  Ci,  ea,  es  seien  ungleich 
und  es  sei  ei  ">  e2  >  eg. 

Für  einen  sehr  gröfsen  Wert  von  co  nimmt  die  linke  Seite 
von  (5)  einen  negativen  Wert  an;  dagegen  wird  sie  für  co=  Ci 
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positiv,  für  cö  =i  e«  negativ  und  für  cö  =  63  wieder  positiv.  Be- 
trachten wir  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  (5)  als  eine  Funktion 
von  CO,  so  geht  sie,  während  co  von  einem  sehr  grofsen  positiven 
Werte  stetig  bis  es  abnimmt,  stets  von  einem  negativen  zu  einem 
positiven  Werte,  dann  wieder  zu  einem  negativen  und  endlich 
wieder  zu  einem  positiven  Werte  über.  Diese  Funktion  ver- 
schwindet also  einmal  für  einen  Wert  cöi,  der  gröfser  ist  als  Ci, 
dann  zum  zweiten  Male  fiir  einen  Wert  co<,  der  zwischen  ei  und 
e«  liegt,  und  zum  dritten  Male  für  einen  Wert  CÖ3  zwischen  e^ 
und  es.  Die  obige  von  Jacobi  angegebene  Umgestaltung  der 
Gleichung  J  {co)  =  0  zeigt  uns  also  'nicht  nur,  dafs  die  drei  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  reell  sind,  sondern  giebt  uns  auch  Grenzen 
an,  zwischen  denen  die  einzelnen  Wurzeln  liegen. 

4-  Aus  dieser  Betrachtung  geht  unmittelbar  hervor,  dafs  die 
Gleichung  (5)  nur  dann  eine  zweifache  Wurzel  besitzen  kann, 
wenn  zwei  der  Gröfsen  ei,  e2,  e^  gleich  sind.  Nehmen  wir  etwa 
an,  es  sei  ei  =  e^ ;  dann  mufs  auch  co^  —  ei  sein.  In  diesem 
Falle  hat  J  (eo)  den  Faktor  co  —  Ci ;  nach  Abtrennung  desselben 
bleibt  der  Faktor  übrig: 

(o>  — es)(mf  +  m|)  +  (m|— a)-l-es)(a)  ~  e,). 

Dieser  zweite  Faktor  mufs  aber  für  cd  =0  Ci  verschwinden, 
falls  die  gegebene  Gleichung  eine  Doppelwurzel  gleich  ei  haben 
soll.     Somit  mufs  sein 

(ei-e3)(mf-fm^)-0, 

oder  es  mufs  auch  ei  «=»  e«  sein.  Die  Gleichung  J  (a?)  =  0  kann 
also  nur  eine  Doppelwurzel  haben,  wenn  ei  =  e,  —  es  ist.  In 
der  That  enthält  in  diesem  Falle  die  linke  Seite  von  (5)  den 
Faktor  (co  —  Ci)*;  die  dritte  Wurzel  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

cö  —  ei  —  mf +  m| +m|; 
diese  ist  stets  gröfser  als  die  Doppelwurzel. 

Wenn  die  drei  Koefficienten  a28,  2131,  a^  von  null 
verschieden  sind,  so  kann  die  Gleichung  J  (cö) —  0  keine 
dreifache  Wurzel  besitzen;  sie  hat  dann  und  nur  dann 
eine  Doppelwurzel,  wenn  ei  «» ej  =  es  ist,  oder  wenn 
die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

/i»\       .,  ^12^1^   ^  ?2_3?^l    ^  ^31^82. 

\y)       *M  1  «"  **22  ^  ''sS  r. 

**28  **81  **12 
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5.  Wir  müssen  jetzt  die  Gleichung  A  (co)  =-  0  in  dem  Falle 
untersuchen,  dafs  die  Koefficienten  ajs,  a«!,  ^i%  teilweise  nuU 
sind.  Zunächst  nehmen  wir  an,  es  sei  a«9=0,  aber  aig  und 
ai  3  seien  von  null  verschieden.  In  diesem  Falle  geht  die  Gleichung 
zf(cö)«aO  in  die  folgende  über: 

(7)     (a^i  -  <»)(a,2  — a>)(a3  3  —  a>)  —  a^»,  (agj  —  cd) 

—  ai*8(a8,— a))  =  0; 

diese  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(a      -  o) ^ ^ 0. 

a,,— a>       a33-cö 

Wenn  a^s  und  aga  ungleich  sind,  wollen  wir  annehmen,  es 
sei  a2s>^ass.  Dann  wird  für  sehr  grofse  Werte  von  g>  die 
Funktion  /i(o})  negativ,  für  m^^a^i  positiv,  für  co^sass  negativ 
und  für  sehr  grofse  negative  Werte  wieder  positiv.  Die  Gleichung 
hat  also  wieder  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  eine  gröfser  ist 
als  a^t,  eine  zweite  zwischen  a,}  und  ag,  liegt,  und  die  dritte 
kleiner  ist  als  z^^. 

Wenn  a^j^aagj  ist,  so  hat  die  linke  Seite  von  (7)  den 
Faktor  co  —  a^^.     Nach  Abtrennung  desselben  bleibt  der  Faktor 


(^11  —  »)(a22  —  a>)-  a^^j  —  a^' 


2 


8' 


welcher  für  sehr  grofse  positive  und  sehr  grofse  negative  Werte 
positiv  und  für  oj^^a^^  negativ  wird.  Die  Gleichung /J  (co)  =«  0 
hat  also  in  diesem  Falle  wieder  drei  ungleiche  Wurzeln,  von 
denen  die  mittlere  gleich  a^j  ist. 

Für  den  Fall,  dafs  unter  den  Koefficienten  a^,,  a^,, 
a^g  einer  verschwindet  und  die  beiden  andern  von  null 
verschieden  sind,  hat  die  Gleichung  J(a))  =— 0  drei  reelle 
ungleiche  Wurzeln. 

6.    Wir  wollen  jetzt  annehmen,  zwei  von  den  Koefficienten 

a«8>  aj2'  ^81'  ^^^^  ^2  8  ^"^  ^3  1  seien  null,  während  der  dritte 
(hier  a^,)  von  null  verschieden  sein  soll.  In  diesem  Falle  hat 
der  Ausdruck  J((»)  den  Faktor  agj  —  o;  nach  Abtrennung  des- 
selben bleibt  der  weitere  Faktor 

(an  —  a>)(a2,  — o))  — a^^j. 

Da  diese  Funktion  von  co  für  sehr  grofse  positive  und  nega- 
tive Werte  positiv,  aber  für  a)«=ajj  negativ  wird,  so  verschwindet 
sie  für  zwei  ungleiche  Werte  von  co.     Die  Gleichung  J  (cd)  — ■  0 
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kann  nur  zwei  gleiche  Wurzeln  haben,  wenn  der  letzte  Ausdruck 

für  a>  =»  a,  8  verschwindet,  oder  wenn 

(8)    (an— a33)(aj^,— ags)  — a;2,=0 
ist. 

Solange  auch  nur  einer  der  drei  Koefficienten  a,,, 
agi,  a^,  von  null  verschieden  ist,  kann  die  Gleichung 
J(c»)=»0  keine  dreifache  Wurzel  besitzen.  Die  Existenz 
einer  Doppelwurzel  verlangt  in  dem  Falle,  dafs  die  drei 
Koefficienten  a^g,  ag^,  a^,  von  null  verschieden  sind, 
zwei  Gleichungen  zwischen  den  sechs  Koefficienten; 
wenn  aber  zwei  von  diesen  Koefficienten  verschwinden, 
so  mufs  noch  eine  Bedingung  hinzutreten,  welche  für 
aj3  =  aj3=0,  ajj^O  durch  die  Gleichung  (8)  ange- 
geben ist. 

7.  Wenn  endlich  a^  =  a^g  =a,3  —  0  ist,  so  ist  unser 
Problem  schon  gelöst. 

8.  In  der  vorangehenden  Untersuchung  haben  wir  nur  Be- 
ziehungen zwischen  den  gegebenen  und  den  neuen  Koefficienten 
gefunden,  welche  bestehen,  sobald  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  angegebene  Transformation  möglich  ist. 

Um  die  Möglichkeit  dieser  Transformation  zu  beweisen, 
müssen  wir  die  Koefficienten  angeben,  welche  hierbei  benutzt 
werden.     Zu  dem  Ende  gehen  wir  von  den  Gleichungen  aus: 

(9)    X,  —  ^,yi -f  ^27« +^278 

Xs  =^371   +^872   +»^873- 

Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  dafs  ist 

ÖfXj  ^x,  dxj  

Jetzt  dilFerentiiere  man  die  Gleichung  (1)  partiell  nach  yi, 
7j>  78  ""^  ^^^^^  jedesmal  die  eben  angegebenen  Werte  ein; 
dadurch  erhalten  wir  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (9)  in 
folgender  Form: 

7i  ''^    1^1    I   ^gXj  -\-  /.3X3 
(10)    y,  —  ^iXj  4-  (i^x^  +  /M3X3 

73  =»'1X1  +  »'2X2 +^3X8- 
Multiplizieren   wir  die  letzten  Gleichungen   der  Reihe   nach 

mit  Xiy  fiiy  i'i,  so  liefert  die  Addition  auf  der  linken  Seite  den 
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Wert  Xi.  Da  aber  die  neue  Gleichung  für  alle  Wertsysteme  X|, 
X2,  xs  erfüllt  ist,  so  ergeben  sich  Beziehungen  zwischen  den  neun 
Koefficienten  der  Gleichungen  (9).  Weitere  Relationen  dieser 
Art  erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  (10)  mit  Aj,  ^,  rg 
und  mit  ils,  ^s,  v^  multipliziert  und  die  Produkte  addiert.  Hier- 
nach ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(11)     ^i+^|+»'|  =  l         ^az+(iifi^  +  PiP^=0 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Gleichungen  (9)  der  Reihe 
nach  entweder  mit  Ai,  X^y  X^  oder  mit  ^i,  ftt,  (i^  oder  mit  ri, 
1^2,  ^3  multiplizieren.  Die  Gleichungen,  welche  hierdurch  ge- 
wonnen werden,  sind  bereits  in  §  29,  16  Gl.  (15)  angegeben. 

Endlich  ist: 

Die  letzte  Determinante  hat  aber  wegen  der  Beziehungen  (11) 
den  Wert  +1;  daher  ist 


^if'lvl 

XifiiVi 

Xufi%V9 

m 

X^iiiV^ 

hf^z^t 

X^fisi's 

XiXfi+fiifis+ViVi 
X^X^+fiifi^+VtVi 


(12) 


=  +  1. 


;.2  /t/2  Vi 

Xs     fis     »^3 
Für    ^i   =  /M2  =  ^3  =  1,    /!/,   =  |;i   —  ^2  —  ^2  =  ^8  —  i^S  —  0 

hat  die  linke  Seite  von  (12)  den  Wert  +  1-  Wenn  also  das 
zweite  Koordinatensystem  aus  dem  ersten  durch  stetige  Änderung 
erhalten  wird,  so  mufs  die  Determinante  stets  den  Wert  +  1 
behalten.  Wir  dürfen  auch  sagen:  Wofern  das  zweite  Koordi- 
natensystem mit  dem  ersten  zur  Deckung  gebracht  werden  kann 
(ihm  kongruent  ist),  so  gilt  die  Beziehung: 

^i    f^i    Vi 

X2    i"2     V2 
X3    f^S    Vi 


(13) 


=  1. 
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Legt  man  diesen  Wert  zu  Grunde  und  löst  jetzt  die  Glei- 
chungen (9)  in  gewöhnlicher  Weise  auf,  so  ergeben  sich  folgende 
Gleichungen : 

yi  =  (f^i^i  —  iWjVj)  xi  +  {ViXt  —  p^Xt)  xg  +  (^«jt/s  —  X^fii)  xs. 

Durch  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  (10)  folgen  die 
Relationen : 

(14)     X^  =f^s^i   —  l^iVs,    (l^  =^8^1   —  ''l^S>    ^8=='^8^1— -^l^S» 

9.  Bei  der  weiteren  Behandlung  wollen  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  dafs  keiner  der  Koefficienten  ai^,  ais,  a^s  verschwindet 
und  dafs  sich  unter  den  Gröfsen  ei,  e^,  es  (und  demnach  auch 
unter  den  Wurzeln  coi,  cö»,  cos)  keine  gleiche  befinden.  Wir 
ersetzen  die  Gleichung  (2)  durch  die  folgende: 

(15)  e^xf  +  ejx|  +  egxj  +  (m^Xi  +  m,x,  +  mgXg)« 

Durch  Differentiation  nach  Xi  erhalten  wir  hieraus  die  neue 
identische  Gleichung: 

(16)  e^x,  +  m^  (m^Xj  +  m.x^  +  m^x^) 

Hierin  setzen  wir  yi  «»1,  y«  =»  yj  =«0  und  demnach  Xi  —  Jli , 
Xs  —  ilj,  xs  =s>l8;  daraufsetzen  wir  yg  =■  1,  yi  =«ys  =«0,  Xi  —  fii, 
Xs=//2,  xs«-^3  und  zuletzt  noch  yi  =»y2  ="0,  ys  =  1.  In 
gleicher  Weise  verfahren  wir  mit  den  Gleichungen,  welche  aus 
(15)  durch  Differentiation  nach  xs  und  nach  X3  hervorgehen.  Um 
die  gewonnenen  Gleichungen  bequem  zu  schreiben,  führen  wir 
die  Abkürzungen  ein: 

X^m^  +  ^2™2  +  ^8"^8  =■  ^1 

(17)  ^^m^  +  (i^m^  +  ^jm,  =  M^ 

i^^mj  +  r,m,  +  i'gmg  =  Mg. 

Entsprechend  den  zwischen  den  Gleichungen  (9)  und  (10) 
bestehenden  Beziehungen  können  die  Gleichungen  (17)  in  folgender 
Weise  aufgelöst  werden: 

m^  —  ^iMj  +  fi^M^  +  y^Mg 

(18)  m,  =  X^M^  +  ^jMj  +  VjMg 
mg  =  ^gMj  +  ^gM,  +  VgMg. 
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Mit  Hilfe  dieser  Gröfsen  können  wir  die  eben  gefundenen 
Gleichungen  in  folgender  Weise  schreiben: 

(19)    A,  =  -^^1^,  ^,  =  -5^iM._,  ^    =  J?tM^ 
*       ©1  — e,'  '^^        ®«— e»  ®s  — «1 

10.  Die  Gleichungen  derselben  Kolonne  mögen  ]e  der  Reihe 
nach  mit  mi,  m^,  ms  multipliziert  und  dann  addiert  werden. 
Dann  kann  man  wegen  der  Gleichungen  (17)  beiderseits  entweder 
durch  Mt  oder  durch  Ms  oder  durch  M^  dividieren.  Somit  folgen 
die  Gleichungen: 


CO,  —  e^       o»2  — e,       a>j  —  e, 

E'i I ^ I ?J =  1 

0^8—^1  ^3     -    ^2  0^8  —  «8 

Dadurch  haben  wir  das  bereits  früher  gewonnene  Resultat 
wiedergefunden,  dafs  cdi,  cd^,  fOs  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

__E.i L  _?lL_  j ?J_  ^  1 

CO  —  Cj       CO  —  e,       CD  —  ej 

Eine  weitere  Reihe  interessanter  Gleichungen  erhalten  wir, 
indem  wir  die  in  derselben  Zeile  von  (19)  stehenden  Gleichungen 
je  mit  Ml,  Ms,  Ms  multiplizieren  und  die  Summe  durch  mi  oder 
ms  oder  ms  dividieren.  Dadurch  werden  wir  auf  die  Gleichungen 
geführt : 

M*  M*  M» 

^^*  1  I i][l2_ I ^^^8        ^ 


Ui  M2  }A% 

(21)     __-i I --^ I fl?^_-  =  i 

cöi  — ej       o>2  — e,       cDj  — e, 

M«  M*  M* 

^^^1         I ^2 I '^S __  i^ 


CO^—  Cg         Cöj—  Cg         «ög  — Cg 


Diese  Gleichungen  sind  geeignet,  die  unbekannten  Gröfsen 
M],  Ms,  Ms  zu  liefern.    Um  zu  diesem  Ziele  auf  dem  einfachsten 
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Wege  zu  gelangen,  denken   wir  uns  Mi,  Mg,  M3  gegeben  und 
beachten,  dafs  dann  C],  e^,  es  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

M«  M*  M« 


Oj  —   «  0>2  —  S         COg  —   €j 


Demnach  ist  identisch: 

Mf  (a>,  —  €)  (cog  —  6)  +  M|  (a>i  —  e)  (»g  —  t) 

+  M|  (o>i  —  £)  (cö,  —  f)  —  (a?i  —  f)  (eög  —  e)  (og  —  t) 
=  (f-  eJC«  -e2)(€  -  eg). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  «  =  a>i ,  so  fallen  i\t  Unbe- 
kannten M|  und  M|  ganz  weg.  Ebenso  ergiebt  sich  der  Wert 
von  M|  für  «  =  a>2  und  der  von  M|  für  f  =  cö3. 

Wir  erhalten: 

M2  =  K— ei)(Q>i  -e3)((Pi— eg) 

(22)    M«  ==  (Q^2  — <^i)K  — ea)(Q?3  -  eg) 

M2  ==  K  -~ei)(Q>8— €2)K  -€3) 

11.  Wegen  der  Grenzen,  zwischen  denen  nach  den  obigen 
Entwicklungen  die  Wurzeln  q>i,  coi,  CÖ3  liegen,  sind  die  Werte 
für  Mf,  M|,  M|  positiv.  Daher  ergeben  sich  für  Mi,  Mj,  M3, 
sowie  für  Jii,  fiiy  vi  .  .  .  reelle  Werte.  Die  Vorzeichen  für  Mi, 
M2,  M3  sind  ganz  willkürlich,  wenn  es  sich  nur  darum  handelt, 
die  Transformationen  (1)  und  (2)  auszuführen.  Wenn  aber  das 
neue  Koordinatendreikant  dem  gegebenen  kongruent  sein  soll, 
wenn  somit  die  Gleichung  (13)  erfüllt  sein  soll,  so  kann  man 
zweien  dieser  Gröfsen  ein  willkürliches  Vorzeichen  beilegen  und 
hat  alsdann  der  dritten  ein  bestimmtes  Zeichen  zu  geben. 

12.  Es  erübrigt  jetzt  noch  zu  zeigen,  dafs  vermittelst  der 
erhaltenen  Koefficienten  auch  wirklich  die  Gleichungen  (1)  und 
(2)  befriedigt  werden.  Zu  dem  Ende  berücksichtigen  wir,  dafs 
die  Gleichungen  (22)  nur  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (21) 
sind,  wir  also  diese  letzteren  zu  Grunde  legen  und  somit  an- 
nehmen dürfen,  es  seien  die  Gleichungen  (9),  (19),  (20)  und  (21) 
befriedigt.  Aus  den  Gleichungen  (19),  (20)  und  (21)  gehen  aber 
mit  Leichtigkeit  die  Gleichungen  (17)  und  (18)  hervor.  Weil 
die  letzten  sechs  Gleichungen  zusammenbestehen,  müssen  aus  den 
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Gleichungen  (9)  die  Gleichungen  (10)  folgen.  Unsere  Koefficienten 
leisten  also  die  durch  die  Gleichung  (1)  geforderte  Transformation. 

Um  zu  zeigen,  dafs  auch  die  Transformation  (2)  oder,  was 
bei  unsern  Voraussetzungen  dasselbe  ist,  die  Transformation  (15) 
ausgeführt  wird,  beachten  wir  zunächst,  dafs  ist: 

MiJi  +  M^y,  +  Mjjg  =  m^Xj  -f  m^x^  +  mgXg. 

Jetzt  multiplizieren  wir  die  aus  den  Gleichungen  (19)  hervor- 
gehenden Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  yi,  y«,  )^3  und  addieren; 
dadurch  erhalten  wir  die  Gleichung  (16).  In  entsprechender  Weise 
werden  wir  auf  die  Gleichungen  geführt: 

ejXj  +  nig  (m^x^  +  m^x^  +  m^Xj)  =  (o^Z^y^ 

egXj  +  mg  (m^x^  +  m^x^  +  mgXg)  =  w^Igy^ 

Indem  wir  die  Gleichung  (16)  und  die  beiden  letzten  der 
Reihe  nach  mit  Xi,  X2,  Xj  multiplizieren  und  addieren,  wird  auf 
der  rechten  Seite  die  Gröfse  co,)-,  mit  X^x^  +  X^x^  +  X^x. 
oder  mit  yi  multipliziert  u.  s.  w.  Wir  erhalten  also  die  Glei- 
chung (15). 

Übungen: 

1)  Man  berechne  die  Transformations-Koefficienten  für  die 
Flächen : 

a)  llx«  +  lüy«  +  6z*  --  12xy  ~  8yz  +  4zx  —  12. 

b)  7x«  —  13y*  +  6z»  +  12yz  -  12zx  +  24xy  +  84  =  0. 

2)  Man  berechne  die  Determinante  (13)  unter  Einsetzung  der 
in  (19)  angegebenen  Wene;  ebenso  leite  man  aus  den  Gleichungen 
(18)— (21)  die  Gleichungen  (11)  her. 

3)  Man  ändere  die  durchgeführten  Entwicklungen  so  um, 
dafs  sie  auch  auf  den  Fall  anwendbar  sind,  wo  einige  der  Koeffi- 
cienten ai8,  ai3,  a^s  verschwinden. 

4)  Das  Hauptaxenproblem  soll  rein  algebraisch  auf  beliebig 
viele  Variabelen  übertragen  werden. 

(Die  Übertragung  der  mitgeteilten  Resultate  ist  leicht;  das 
Problem  bietet  aber  auch  in  seiner  Weiterführung,  an  der  sich 
die  hervorragendsten  Mathematiker  beteiligt  haben,  grofses  Inter- 
esse. Darüber  vergleiche  man  mehrere  Vorlesungen  in  Hesses 
Geometrie  des  Raumes,  sowie  zwei  Abhandlungen  von  Weier- 
strafs  vom  Jahre  1858  und  1868,  Werke  B.  I S.  233  ff.;  B.  II  S.  19  ff.) 
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§  31. 
Nochmalige  Einteilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

I.  Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gesehen, 
dafs  wir  der  in  beliebigen  rechtwinkligen  Koordinaten  gegebenen 
Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  unter  Beibehaltung  des 
Anfangspunktes  für  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
die  Form  geben  können: 
(1)    a,xf  +  a,x|  +  agxf  +  2biXi  +  2b,x,  +  2b3X3  +  c  -  0. 

Diese  Form  wollen  wir  der  Einteilung  der  Flächen  zweiter 

Ordnung  zu  Grunde  legen  und  zuerst  den  Fall  betrachten,   wo 

die  Koefficienten  ai,  a^,  Zs  von  null  verschieden  sind.    Indem 

wir  setzen  : 

,  bi  hi  bs 

X,  +  —  =  X,  X2  +  ;^-  =y,  xs  =  —  =  z, 

ai  ai      -"  as 

nimmt  die  Gleichung  (l)  die  Form  an: 

L  Ax«  +  By«  +  Cz»  +  D«iO. 

Auf  diese  Form  kann  die  Gleichung  jedesmal  gebracht  werden, 
wenn  die  Fläche  zweiter  Ordnung  die  unendlichferne  Ebene  in 
einem  eigentlichen  Kegelschnitte  schneidet. 

I A.  Für  den  Fall,  dafs  D  von  null  verschieden  ist,  stellt  die 
Gleichung  I  eine  eigentliche  Mittelpunktsfläche  dar.  Bei 
der  weiteren  Einteilung  haben  wir  die  Vorzeichen  der  Quotienten 
A  :  D,  B  :  D,  C  :  D  in  Betracht  zu  ziehen;  wir  werden  dadurch 
auf  folgende  Arten  geführt: 

I A)  a)  ^'  +  ^'  +  ^'  +  1  -  0  (imaginäre  Hache) 

^^i  +  t  +  7^^^  (Ellipsoid) 

x^      v*       z* 

c)  -7  +  r^ 8  *™  ^  (einschaliges  Hyperboloid) 

x^      w^       z^ 

d)  —  —tt j  =~  1  (zweischaliges  Hyperboloid). 

I B.  Wenn  der  Koefficient  D  in  I  gleich  null  ist,  so  stellt 
die  Gleichung: 

Ax«  +  By«  +  Cz«  =  0 
einen  Kegel  im  engern  Sinne  dar.    Für  die  weitere  Einteilung 
haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  die  drei  Koefficienten  A,  B,  C 
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dasselbe  Vorzeichen  haben  oder  ob  ein  Vorzeichen  von  den  beiden 
andern  verschieden  ist.  Demnach  zerfallen  die  Kegel  in  zwei 
Arten: 

I B)   ^)  ^  +  b"'  +  ^  =  ^  (imaginärer  Kegel) 

'^^  ^'  +  b^*  =  S  ^'''"''  ^"S"^)- 

II.  Wir  nehmen  jetzt  an,  in  der  Gleichung  (1)  sei  einer  der 

Koefificienten  ai,  a^,  as  gleich  null;  es  sind  das  diejenigen  Flächen, 

welche  mit  der  unendlichfernen  Ebene  ein  Geradenpaar  gemeinsam 

haben.   Wenn  as  »>  0,  aber  ai  und  a^  von  null  verschieden  sind, 

so  können  wir  Xi  -| — ^  —  y,,  xg  -| — ^  =y2,  x«  =^ys  setzen;  wir 

ai  a^ 

finden  dadurch  die  neue  Form  der  Gleichung: 

D-  a^yf +a,yJ+2b3ys4-h-0. 

Diese  Form   geht,   wenn   bs  =j=  0  ist  und  yi  =»  x,   y2  «» y, 

yj  +  ^vT  *^  ^  gesetzt  wird,  über  in 

II A)  Ax«  -\-  By «  +  2Cz  =  0. 
Es  ist  dies  die  Gleichung  eines  Paraboloids,  d.  h.  einer 
eigentlichen  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  von  der  unendlich- 
fernen  Ebene  berührt  wird.  Da  wir  z  mit  —  z  vertauschen  dürfen, 
ist  das  Vorzeichen  von  C  gleichgültig;  wir  erhalten  demnach  nur 
die  beiden  Arten: 

x'      v'^  z 

HA)  a):  —^  +  ht=^'^-  (elliptisches  Paraboloid) 

x'      v*  z 

b):  —  —  ^  =  2  -  (hyperbolisches  Paraboloid). 

Wenn  in  der  Form  II  der  Koefficient  bj  =  0,  aber  h  4=  0 
ist,  so  stellt  die  Gleichung 

IIB)  a,x2  +  ajy«  +  h  =  0 
einen  Cylinder  dar,  d.  h.  einen  Kegel,  dessen  Spitze  im  Unend- 
lichen liegt.    In  Bezug  auf  das  Vorzeichen  der  Quotienten  ai  :  h 
und  a^  :  h  haben  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

X^  yS 

II B)  a) :  -^  +  r^  +  I  =*  0  (imaginärer  Cylinder) 

2J-2  y  2 

b) :    -  -|-  !^^=  I  (elliptischer  Cylinder) 
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c):  —  —  u«=l  (hyperbolischer  Cylinder). 

Endlich  stellt  die  Form  II  für  bs=h=»0  ein  Paar  ein- 
ander schneidender  Ebenen  dar: 

X*      y* 
II C)  a) :  —  +  ^  =  0  (Paar  imaginärer  Ebenen) 

b) :  —  —  j^  =  0  (Paar  reeller  Ebenen). 

III.  Wir  haben  jetzt  die  Gleichung  (1)  in  dem  Falle  zu  unter- 
suchen, dafs  zwei  der  Koefficienten  ai ,  a«,  as  verschwinden.  Die 
Fläche  hat  mit  der  unendlichfernen  Ebene  eine  Doppellinie  gemein- 
schaftlich.   Für  a2  =  as  =  0  wird  die  Gleichung  der  Fläche : 

ni.  a,xf  +  2biXi  +  2biX2  +  2bsX3  -f  c  «- 0. 

Indem  wir  die  Ebene  xj  =  0  parallel  ihrer  Anfangslage  ver- 
schieben, erhalten  wir  für  den  Fall,  dafs  die  Koefficienten  b^  und 
bj  nicht  beide  verschwinden,  durch  eine  einfache  Umgestaltung 
die  Gleichung: 

III A)  X«  -I-  2by  =  0  (parabolischer  Cylinder). 
Wenn  aber  in  III  die  beiden  Koefficienten  b^  und  bs  ver- 
schwinden, ohne  dafs  c  null  ist,  so  ergeben  sich  die  beiden  Arten: 
III  B)  a)  x*-f-a*  =  0  (Paar  imaginärer  paralleler  Ebenen) 

b)  X*  —  a*  =  0  (Paar  reeller  imaginärer  Ebenen). 
Endlich  können  in  III  die  Koefficienten  b^,  bs,  c  gleich  null 
sein;  dann  stellt  die  Gleichung: 

III C):  x«  =  0 
eine  Doppelebene  dar. 

Hierdurch  sind  wir  zu  denselben  Arten  geführt  worden,  welche 
wir  bereits  in  §  19,  19  (S.  150)  erhalten  haben.  Während  wir 
aber  früher  die  Winkel  nicht  bestimmen  konnten,  unter  denen 
die  Koordinatenaxen  zu  einander  geneigt  sind,  haben  wir  jetzt 
erkannt,  dafs  sich  die  für  die  einzelne  Art  charakteristische  Form 
jedesmal  unter  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  erreichen 
läfst.  Auch  erhalten  wir  die  einzelnen  Arten  in  verschiedener 
Reihenfolge.  An  der  früheren  Stelle  berücksichtigten  wir  nämlich 
zunächst  die  projektiven  Eigenschaften  und  dann  erst  die  Lage 
zur  unendlichfernen  Ebene;  hier  jedoch  schlugen  wir  den  um- 
gekehrten Weg  ein,  indem  wir  das  Einteilungsprincip  zuvörderst 

19* 
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von   der  Lage  zur  unendlichfernen   Ebene   hernahmen   und  alle 
weiteren  Eigenschaften  später  in  Betracht  zogen. 

Übungen : 

1)  Man  gebe  die  Art  der  Flächen  an,  welche  durch  die 
folgenden  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Koordinaten  dargestellt 
werden : 

a)  5x«  +  6y»  +  7z*  —  4xy  —  4yz  —  4  —  0, 

b)  —  X«  +  lOy«  +  7z«  +  16xy  +  8yz  +  6zx  +  2x 

+  2y-|.2z-8, 

c)  7x*  +  y«  +  2z«  +  6xy  +  8xz  -  4yz  +  16  =  0, 

d)  (az  +  by)«  =  ?^*  x  +  2abyz, 

e)  4z«  —  5y«  —  x«  —  8zx  +  lOxy  -f  2x  -  20y  +  28z  —  10, 

f)  z«  — 6y  — 8x  — 0, 

g)  5x«4-5y*  — 37x  — 0, 

h)  X«  +  6yz  +  3zx  4-  3xy  —  8x  —  lOy  —  9z  -f  15  —  0. 

(Es  genügt,  für  die  neuen  KoefHcienten  Grenzen  anzugeben, 
zwischen  denen  sie  liegen,  ohne  sie  genau  auszurechnen.  Zugleich 
mufs  empfohlen  werden,  auch  nach  der  in  §  19  angegebenen 
Methode  die  Art  zu  bestimmen.) 

2)  Welche  Flächen  können  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
durch  die  Gleichung  dargestellt  werden: 

a  (x«  +  2yz)  +  b  (y«  +  2zx)  +  c  (z«  +  2xy)  —  1. 

Man  gebe  die  Bedingungen  an,  denen  die  Koefficienten  in 
den  einzelnen  Fällen  genügen  müssen.     Speciell  wähle  man 

a)  a  =  b  =  1,  c  —  2;  ß)  a  =  -  b  =  1,  c  —  —  2; 
y)  a=*b  =  c  =  l;  6)  a=ab  =  c=  —  1; 

t)  a  =  —  b  =  5,  c  =  ll. 

3)  a)  Man  nehme  an,  in  der  Gleichung 

(m,x,  +  ms,X2  +  msXs)«  +  e^xf  +  e^xf  +  egxf  —  1 
behielten  ei,  eg,  e«  ihren  Wert  bei,  während  mi,  m«,  m^  ihre 
Werte  beliebig  ändern ;  es  soll  untersucht  werden,  ob  hierbei  auch 
die  Arten  der  Flächen  Änderungen  erleiden. 

b)  Umgekehrt  sollen  nii,  m»,  ms  feste  Werte  haben  und  zu 
<^i9  ^iy  ^3  jedesmal  dieselbe  konstante  Gröfse  1  hinzugefügt  werden; 
man  soll  die  verschiedenen  Arten  angeben,  welche  jetzt  durch 
die  obige  Gleichung  dargestellt  werden. 
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4)  a)  Der  Mittelpunkt  einer  in  Cartesischen  Koordinaten  ge- 
gebenen Fläche  zweiter  Ordnung  f  (x,  y,  z)  =»  0  wird  durch  Auf- 
lösung der  Gleichungen  gefunden: 

dx        '  dy      ^'  dz       ^• 

b)  Man  bestimme  hiernach  den  Mittelpunkt  der  Fläche: 
7x«  +  6y»  -f  5z«  —  4yz  —  4xy  +  lOx  +  4y  +  6z  +  4  =  0. 

c)  Wie  lautet  hiernach  die  Bedingung  für  einen  (elliptischen 
oder  hyperbolischen)  Cylinder? 

d)  Man  wende  die  hiernach  geltende  Regel  für  die  Flächen  an : 

X*  —  y*  —  z*  +  2yz  +  x+y  —  z=a5 
X*  +  y'  +  z*  +  2xy  +  2x  -{-  2y  =  0. 

5)  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  mögen  mit  xi,  X2,  x^ 
bezeichnet  werden.  Wenn  jetzt  die  Gleichung  -SaixXiXx  =  l  ein 
EUipsoid  darstellen  soll,  so  mufs  die  Gleichung  J  (co)  =«  0  drei 
positive  Wurzeln  haben.  Alsdann  müssen  (nach  Üb.  2)  zu  I  §  18 
S.  111)  die  drei  Ausdrücke  -S±  aü  a^»  as3,  au  a.»« — a^^^,  au 
positiv  und  von  null  verschieden  sein.  In  diesem  Falle  sind  auch 
die  Gröfsen  a^«,  ass,  auasa  —  a^^g,  as8a3s  —  ^iz  Positiv  liiit 
Ausschlufs  des  Wertes  null. 

6)  a)  Legt  man,  wie  in  5)  die  Gleichung  wieder  in  der  Form 
JSzixXiXx  =»  1  zu  Grunde,  so  haben  die  drei  Wurzeln  coi,  cö«, 
C9s  eine  feste  geometrische  Bedeutung.     Nun  ist 

G?!  +  <»t  +  ö>3  =  ai  1  +^ii  +  ass 
(Oicoi  +  a>ic»s  +  (o^coi  =(aua22  — a^^^) 

+  (aua8»  —  ai»3)  +  (a,5,a38  —^i%) 
fl>i  cDg  CDs  =  --^  i  ai  I  a j  2  as  3 . 

Daher  ändern  sich  auch  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  nicht,  wenn  man  das  gegebene 
Koordinatensystem  durch  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Durch- 
messer ersetzt. 

b)  Der  Koefficient  aj  i  stellt,  falls  er  positiv  ist,  das  reciproke 
Quadrat  der  auf  der  x-Axe  vom  Mittelpunkte  aus  abgeschnittenen 
Strecke  dar.     Somit  gilt  der  Satz: 

Die  Summe  der  reciproken  Quadrate  von  irgend  drei  auf 
einander  senkrecht  stehenden  Durchmessern  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  ist  eine  konstante  Gröfse. 
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c)  Ebenso  schneidet^  falls  der  Ausdruck  ^n^^f  —  ^it  Positiv 
ist,  die  xy-Ebene  aus  der  Fläche  eine  Ellipse  aus,  für  welche  das 
reciproke  Quadrat  bis  auf  den  Faktor  1  :  ^'  durch  jenen  Ausdruck 
dargestellt  wird.     Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

Wenn  drei  durch  den  Mittelpunkt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung senkrecht  zu  einander  gelegte  Ebenen  eine  vorgelegte  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  Ellipsen  schneiden,  so  ist  die  Summe  der 
reciproken  Quadrate  der  Flächenräume  konstant. 

d)  Die  beiden  vorstehenden  Sätze  gelten  für  das  Ellipsoid  in 
voller  Allgemeinheit. 

e)  Auf  die  angegebene  Weise  ergiebt  sich  der  Satz,  dafs  das 
reciproke  Quadrat  aus  dem  Volumen  des  Ellipsoids  bis  auf  den 
Faktor  9  :  16jr'  durch  die  Determinante  ^+aiia88ass  dargestellt 
wird. 

7)  Für  Tripel  konjugierter  Durchmesser  eines  Ellipsoids  gelten 
die  folgenden  Sätze,  welche  genau  so  bewiesen  werden,  wie  die 
entsprechenden  Sätze  für  die  Ellipse. 

a)  Die  Summe  der  Quadrate  von  drei  zu  einander  konju- 
gierten Durchmessern  ist  konstant. 

b)  Die  Summe  der  Quadrate  der  Projektionen  von  drei  kon- 
jugierten Durchmessern  auf  eine  beliebige  gerade  Linie  oder  auf 
eine  beliebige  Ebene  ist  konstant. 

c)  Das  Parallelepipedon,  dessen  Kanten  drei  konjugierte  Halb- 
messer sind,  hat  ein  konstantes  Volumen. 

d)  Durchschneidet  man  einen  Cylinder,  dessen  Mantel  ein 
Ellipsoid  berührt,  durch  zwei  zu  den  Kanten  senkrechte  Tangential- 
ebenen, so  hat  der  abgeschnittene  Körper  ein  konstantes  Volumen. 

e)  Wenn  mehrere  Tangentialebenen  des  Ellipsoids  gleichen 
Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  so  schneiden  die  zu  ihnen 
parallelen  Durchmesserebenen  aus  dem  Ellipsoid  flächengleiche 
Ellipsen  aus. 

8)  Umwandlung  der  Hesseschen  Ebenenkoordinaten. 

a)  Es  seien  sowohl  Xi,  x«,  Xs,  als  auch  yi,  y,,  ys  recht- 
winklige Punktkoordinaten ;  als  Ebenenkoordinaten  mögen  zu  den 
ersteren  die  Ui,  Ujs,  U3,  U4,  zu  den  letzteren  die  Vi,  Vj,  V3,  v* 
gehören. 

Setzen  wir 
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Xs  =  hJi  +  ^872  +  »'sYs  +  a„ 
so  geht  der  Ausdruck  XjU^  +  x^u,  +  X3U3  +  u^  in  eine  Funktion 
von  ji,  y„  Yg  und  u^,  u,,  Ug,  u^  über,  und  da  diese  auch  gleich 
Ji^i  +72^2  4"  78^8  +  ^4  5^^"  mufs,  folgen  die  Formeln: 

Vi— ^lUl  +^2^2  +^8^8 
^2— ^lUl+^2"2+^8U8 
V8=»'lUl  +  "2U2+^8"8 

V4  =  a^Ui  +  a,Uj  +  agUg  +  u^. 

b)  Man  leite  diese  Formeln  direkt  aus  der  geometrischen 
Bedeutung  der  Hesseschen  Koordinaten  her. 

c)  Man  versuche,  von  den  Formeln  (11)  §  4,  9  (S.  28)  aus 
zu  den  angegebenen  Ausdrücken  zu  gelangen. 

9)  Mit  Hilfe  der  in  8)  a)  angegebenen  Formeln  soll  die 
Gleichung : 

-T Axx  uiux  +  2u4  -SBi  ux  +  Cu|  —  0        («,  «  =  1,  2,  3) 
für   Hessesche   Koordinaten   auf  ihre   einfachste  Form   gebracht 
werden. 

a)  Wenn  C  4=  0  ist,  so  kann  man  durch  Parallelverschiebung 
(2j  =a»^j  =■  Vg  =»  1,  A,  =»  ;ig  =  .  .  .  =a  0)  erreichen,  dafs  die 
neue  Form  wird  2Pux  mi  Ux  +  u|  =  0.  Dann  läfst  sich  durch 
blofse  Drehung  (ai==a2==ag  =  ü)  eine  der  folgenden  Formen 
erreichen,  in  denen  ej,  e,,  eg  ab  von  null  verschieden  voraus- 
gesetzt werden: 

e^uf  +  e^uf  +  egul  +  u|  =  0  (eigentliche  Mittelpunktsfläche) 
eiUf  +  CjUl  +u|=0  (Mittelpunktskurve) 
e,uf  +  u|  =  0  (Punktepaar  im  Endlichen) 
uj  =  0  (Doppelpunkt  im  Endlichen). 

b)  Wenn  C  =  0  ist,  aber  BiUj  -j-B^u,  +^8*^8  ^"^^^^  iden- 
tisch verschwindet,  so  erreicht  man  durch  Drehung  die  neue  Form 

Shix  Ui  Ux  +  2U8U4  —  0, 

wo  Aj,'  «■  0  sein  soll. 

Durch  Verschiebung  erreicht  man,  dafs  auch  die  Koefficienten 
von  UjUg,  UjUg,  u|  verschwinden.  Demnach  erhalten  wir  fol- 
gende Arten: 

e^uf  -j-  e,u|  +  2usU4  =■  0  (Paraboloid) 
e^uj  +  2usU4  —  0  (Parabel) 
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U3  U4  ==  0  (Paar  aus  einem  eigentlichen  und  einem  uneigent- 
lichen Punkte). 

c)  Wenn  endlich  Cs-B^—Bj—Bg  —  0  ist,  so  genügt  die 
Drehung,  um  eine  der  folgenden  Formen  zu  erhalten: 

e^uf  +e,u|  +  egUj  =»0  (Kurve  im  Unendlichfernen) 
eiUf4-ejU|=0  (unendlichfernes  Punktepaar) 
uj  s-O  (unendlichferner  Doppelpunkt).  ' 

d)  Man  führe  die  weitere  Einteilung  der  in  a),  b),  c)  ange- 
gebenen Arten  durch. 

e)  Inwiefern  wird  bei  der  durchgeführten  Untersuchung  die 
unendlichferne  Ebene  bevorzugt? 

10)  a)  Man  übertrage  die  Untersuchungen  der  §§  29  und  30 
auf  das  Problem,  die  Gleichung 

lIAixUtUx  =  uj  (4,  X  =  l,  2,  3) 

unter  Beibehaltung  von  Hesseschen  Koordinaten  auf  ihre  einfachste 
Form  zu  bringen. 

b)  Man  zeige,  dafs  die  Ausdrücke 

Aji  +  A,, -|- Agj,  (AjjAgj  —  Aj',)-|-«'«j  -^iAjiAjjAgj 
ihren  Wert  beibehalten,  wenn  man  die  Koordinaten  unter  Bei- 
behaltung des  Anfangspunktes  und  der  Rechtwinkiigkeit  beliebig 
verändert. 

c)  Wenn  die  Gleichung  ein  EUipsoid  darstellt,  so  ist  der 
Koefficient  Ai  1  das  Quadrat  des  Abstandes  des  Mittelpunktes  von 
einer  zur  yz-Ebene  parallelen  Tangentialebene.  Demnach  gilt 
der  Satz: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  des  Mittelpunktes 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  irgend  drei  zu  einander  senk- 
rechten Tangentialebenen  derselben  ist  eine  konstante  Gröfse. 

d)  Der  geometrische  Ort  des  Schnittpunktes  von  drei  zu 
einander  senkrechten  Tangentialebenen  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  ist  eine  Kugel. 

e)  Wenn  der  Ausdruck  An+Ags  +  Ajs  negativ  ist,  so 
besitzt  die  Fläche  keine  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Tangentialebenen. 

f)  Wenn  An -|- A,,  +  A,8  —  0  ist,  so  können  nur  drei 
solche  Tangentialebenen  der  Fläche  auf  einander  senkrecht  stehen, 
welche  zugleich  den  Asymptotenkegel  berühren. 

g)  Wenn  die  Fläche  von  einem  elliptischen  Cylinder  berührt 
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wird,  dessen  Axe  die  z-Axe  ist,  so  stellt  der  Ausdruck  An  A^ , — Aj\ 
bis  auf  einen  festen  Zahlfaktor  das  Quadrat  der  Ellipse  dar,  in 
welchem  die  xy-Ebene  von  diesem  Cylinder  geschnitten  wird. 
Wir  wollen  unter  der  gemachten  Voraussetzung  diese  Ellipse  als 
die  Projektion  der  Fläche  auf  die  xy-Ebene  bezeichnen.  Hiernach 
dürfen  wir  sagen: 

Die  Summe  aus  den  Quadraten  der  Projektionen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  auf  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen 
ist  eine  konstante  Gröfse. 

h)  Wenn  dieselbe  Fläche  in  zusammengehörigen  rechtwink- 
ligen Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  vermittelst  der  Gleichungen 
2^aixXcXx=»l  und  J^A<xU<Ux=»u|  dargestellt  wird,  so  soll  die 
Beziehung  der  Koefiicienten  aix  zu  den  Koefficienten  Aix  ange- 
geben  und  die  in  Üb.  6)  a)  und  in  Üb.  9)  b)  aufgestellten  In- 
varianten in  doppelter  Weise  ausgedrückt  werden. 

11)  a)  Im  allgemeinen  enthält  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
keine  drei  senkrecht  zu  einander  geneigte  gerade  Linien;  sobald 
aber  ein  einziges  derartiges  Tripel  auf  der  Fläche  liegt,  enthält 
sie  deren  unendlich  viele. 

Erster  Beweis:  Wenn  ein  derartiges  Tripel  der  Fläche  an- 
gehört, liegen  in  ihrer  unendlichfernen  Kurve  die  Eckpunkte  eines 
Polardreiecks  zum  unendlichfernen  Kugelkreise;  somit  folgt  der 
Satz  aus  Üb.  4)  c)  d)  zu  I  §  21  (I  S.  128). 

Zweiter  Beweis:  Die  unendlichferne  Kurve  JL^aixX/Xx=0 
mufs  zum  Kugelkreise  uf-l-u|+u5=«0  in  der  angegebenen 
Beziehung  stehen;  also  mufs  au  +a2  2  +^33  =0  sein. 

Dritter  Beweis :  Man  kann  die  Koordinatenaxen  den  Geraden 
parallel  wählen;  dann  mufs  a^  :=  a^,  =  asa  =  0  sein;  die  Summe 
^11  +a2«  +  ^3»  bleibt  aber  nach  Übung  6)  für  jede  Wahl  der 
rechtwinkligen  Koordinaten  ungeändert. 

(Es  wird  empfohlen,  auch  die  Beweise  der  in  den  folgenden 
Übungen  angeführten  Lehrsätze  nach  den  verschiedenen,  hier  an- 
gedeuteten Richtungen  hin  durchzuführen.) 

b)  Zwei  Systeme  von  je  drei  geraden  Linien,  welche  von 
demselben  Punkte  ausgehen  und  auf  einander  senkrecht  stehen, 
gehören  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  an. 

c)  Ein  Kegel,  welcher  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Kanten   enthält,   heifst   ein   gleichseitiger  Kegel.     Die  Gleichung 
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desselben  kann  für  rechtwinklige  Koordinaten  auf  die  Form  ge- 
bracht werden: 

X«      y»       z« 

a^'^b^^c«' 

1,11., 

wo  "i  +  r^  —  -i  ist. 
a*       b'*       c* 

(Man  vergleiche  für  die  folgenden  Übungen  die  in  I  §  29 
unter  2)  zusammengestellten  Sätze.) 

d)  Ein  Büschel  konzentrischer  Kegel  enthält  entweder  einen 
einzigen  gleichseitigen  Kegel,  oder  alle  seine  Kegel  sind  gleich- 
seitig. Im  letzteren  Falle  gehören  ihm  drei  Paare  von  Ebenen 
an,  die  auf  einander  senkrecht  stehen. 

e)  Jeder  Kegel,  der  durch  die  drei  Kanten  eines  Dreikants 
und  seinen  Höhenstrahl  geht,  ist  gleichseitig. 

(Durch  zwei  Ebenen  paare,  deren  Ebenen  je  auf  einander 
senkrecht  stehen,  wird  ein  Büschel  von  lauter  gleichseitigen  Kegeln 
bestimmt.) 

f)  Alle  gleichseitigen  Kegel,  die  durch  drei  gerade  Linien 
gehen,  welche  sich  in  demselben  Punkte  schneiden,  enthalten  auch 
einen  festen  vierten  Strahl. 

g)  Die  drei  Kanten  eines  Dreikants  und  der  zugehörige 
Höhenstrahl  haben  die  Eigenschaft,  dafs,  welche  drei  von  diesen 
vier  Strahlen  auch  zu  Kanten  eines  Dreikants  gewählt  werden, 
der  vierte  jedesmal  der  Höhenstrahl  ist. 

h)  Jede  auf  einer  Erzeugenden  eines  gleichseitigen  Kegels 
senkrechte  Ebene  schneidet  aus  der  Fläche  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel aus. 

(Kennt  man  die  Richtung  der  Asymptoten  der  Schnittlinie?) 

i)  Sobald  irgend  eine  auf  einer  Erzeugenden  eines  Kegels 
senkrechte  Ebene  aus  ihm  eine  gleichseitige  Hyperbel  ausschneidet, 
ist  er  selbst  gleichseitig. 

k)  Wenn  der  gleichseitige  Kegel  für  zwei  verschiedene  recht- 
winklige Systeme  (x,  y,  z)  und  (g,  ^y,  Q  die  Gleichungen  hat: 

ayz  +  l^zx  +  /xy  —  0  und  «'//g  +  ß'^  +  y^  =  0, 

so  mufs  sein: 

(«>  +  /3»  +  y»)^  _  (a'  +  ß''  +  r'')' 
{aßyy  ""  {aß'r'y 


S  31.     Nochmalige  Einteilung  der  Flächen  2.  O.  299 

(Denkt  man  sich  die  erste  Gleichung  vermittelst  der  unter 
(13)  §  29  angegebenen  Gleichungen  transformiert,  so  bleiben  die 
Ausdrücke  a*  +  ^*  +  y*  und  aßy  ungeändert;  nun  darf  man  die 
neue  Gleichung  mit  einer  beliebigen  Konstanten  multiplizieren.) 

1)  Wenn  zwei  Kegel  für  dasselbe  rechtwinklige  System  durch 
die  Gleichungen  dargestellt  werden: 

ayz  +  ^zx  +  /xy  =-  0  und  «yz  +  l^'zx  -[-  7'xy  =  0, 
und  zwischen  den  Koefficienten  die  unter  k)  angegebene  Beziehung 
besteht,  so  sind  die  Kegel  kongruent. 

m)  Der  Ort  der  Schnittpunkte  von  irgend  drei  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Tangenten  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist  selbst  wieder  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Die  Gleichung  des  vom  Punkte  (x',  y',  z')  an  die  Fläche 
€Oc*  +  ßy^  +  72*  =  1  gelegten  Tangentialkegels  ist  nach  Üb.  4 
zu  §  15  (S.  115): 

(ax»  +  ßy^  +  -p}  -  1)  («x'*  +  /9y'«  +  7z'»  -  1) 

—  (oxx'  +  i^yy'  +  yzz  -  1)«  —  0. 

Damit  dieser  Kegel  gleichseitig  ist,  mufs  nach  a)  die  Summe 
der  Koefficienten  von  x*,  y*,  z*  verschwinden;  es  mufs  daher 
sein: 

a(^  +  r)x'M-U(r  +  «)y'*  +  7(«  +  ^)z''^ -«  +  /»  + 7. 

Ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  ox*  -|-  /:?y*  —  2z,  so 
wird  die  Gleichung  des  Ortes: 

a^  (x«  +  y«)  —  2  (a  +  /9)  z  —  1  —  0. 

12)  a)  Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  unter  den  Erzeu- 
genden der  einen  Schar  drei  enthält,  welche  senkrecht  zu  ein- 
ander geneigt  sind,  so  heifst  es  gleichseitig. 

b)  Der  Asymptotenkegel  eines  gleichseitigen  Hyperboloids 
ist  selbst  gleichseitig. 

c)  In  jeder  Geradenschar  eines  gleichseitigen  Hyperboloids 
giebt  es  unendlich  viele  Tripel  von  Erzeugenden,  welche  senk- 
recht zu  einander  geneigt  sind. 

d)  Damit  das  Hyperboloid 

a^'^b»      c« 
gleichseitig  ist,  mufs  sein  -^  +  r^  =  "i* 
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e)  Jede  Ebene,  welche  auf  einer  Erzeugenden  eines  gleich- 
seitigen Hyperboloids  senkrecht  steht,  schneidet  die  Fläche  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

f)  Sobald  ein  Hyperboloid  von  einer  Ebene,  welche  auf  einer 
seiner  Erzeugenden  senkrecht  steht,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
geschnitten  wird,  ist  dasselbe  gleichseitig. 

g)  Soll  die  Gleichung  «yz  +  ßzx  +  yxy  +1  =  0  ein  gleich- 
seitiges Hyperboloid  darstellen,  so  darf  man  die  Koef&cienten  a, 
ß,  7  als  positiv  voraussetzen. 

(Zunächst  mufs  das  Produkt  aßy  positiv  sein;  indem  man  die 
positive  und  negative  Richtung  der  z-Axe  vertauscht,  ändern  a 
und  ß  ihr  Zeichen.) 

h)  Wenn  die  Gleichungen  ayz  +  ßzx.  +  yxy  -f-  1  —  0  und 
«^S  +  /ä  Ss  +  7§^  + 1  —  0  für  verschiedene  rechtwinklige  Systeme 
dieselbe  Fläche  darstellen,  so  mufs  sein: 

«*  +  /?*  + 7*  =  «'■  +  /?''  +  /*  und  aßy ---aßy. 
i)  Die  Gleichung  eines  gleichseitigen  Hyperboloids  kann  unter 
der  Annahme,  dafs  a,  b,  c  positive  Gröfsen  sind,  immer  in  der 
Form  dargestellt  werden: 

Der  Fläche  gehören  die  sechs  geraden  Linien  an: 
y  —  b,  z-««  —  c;  z  =  —  c,  x=»a;  x  =  a,  y=  —  b; 
ysas  —  b,  z  =  c;  z  =  c,  x=««— a;  x=  —  a,  y  —  b. 

Diese  bilden  sechs  zusammenhangende  Kanten  eines  recht- 
winkligen Parallelepipedons,  dessen  sechs  andere  Kanten  nicht  in 
der  Fläche  liegen.  Die  sechs  Seitenflächen  dieses  Parallelepipedons 
sind  Tangentialebenen  an  die  Fläche;  zwei  seiner  Eckpunkte  liegen 
nicht  in  der  Fläche,  während  in  den  sechs  andern  die  Seiten- 
flächen berühren. 

(Die  positiven  Gröfsen  a,  b,  c  lassen  sich  nur  auf  eine  Weise 
so  bestimmen,  dafs  die  hier  vorausgesetzte  Form  mit  der  in  g) 
angegebenen  identisch  wird.) 

k)  Auf  der  Fläche  liegen  unendlich  viele  Parallelepipeda  von 
der  in  i)  angegebenen  Eigenschaft,  indem  man  eine  seiner  Kanten 
beliebig  unter  ihren  Erzeugenden  wählen  kann.  Die  Eckpunkte 
aller  dieser  Parallelepipeda  liegen  auf  einer  mit  der  Fläche  kon- 
zentrischen Kugel  und  ihre  Volumina  sind  gleich  grofs. 
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(Aus  den  in  h)  angegebenen  Gleichungen  folgt,  dafs  auch 
die  Werte  a^4-b*4~c*  und  abc  sich  nicht  ändern,  wenn  man 
verschiedene  Koordinatensysteme  benutzt,  für  welche  die  Gleichung 
die  in  c)  angegebene  Form  erhält.) 

13)  Weitere  Übungen  im  Anschlufs  an  10)  und  11)  sowie 
an  die  im  Anhange  zu  §  26  unter  11)  (S.  242)  gegebenen  Sätze. 

a)  Die  vier  Höhen  eines  beliebigen  Tetraeders  sind  vier  Er- 
zeugende der  einen  Schar  eines  gleichseitigen  Hyperboloids,  und 
die  vier  in  den  Höhenpunkten  der  Seitenflächen  auf  ihnen  errich- 
teten Senkrechten  sind  Erzeugende  der  andern  Schar. 

(Dafs  die  acht  genannten  Geraden  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung angehören,  folgt  unmittelbar  aus  jenen  auf  S.  242  angegebenen 
Sätzen,  wenn  man  zur  Vermittlung  der  reciproken  Zuordnung 
den  unendlichfernen  Kugelkreis  benutzt.  Die  Geraden  gehören 
verschiedenen  Scharen  an,  weil  je  zwei  in  einer  Ebene  liegen. 
Aus  Üb.  2)  zu  I  §  2d  und  dem  soeben  unter  11)  f)  angeführten 
Satze  folgt,  dafs  das  Hyperboloid  gleichseitig  ist.) 

b)  Drei  beliebige  Erzeugende  eines  gleichseitigen  Hyperboloids 
können  als  Höhen  eines  Tetraeders  angenommen  werden.  Nach- 
dem man  alsdann  noch  den  Fufspunkt  der  einen  Höhe  auf  der 
entsprechenden  Geraden  willkürlich  gewählt  hat,  ist  das  Tetraeder 
bestimmt. 

c)  Den  Mittelpunkt  desjenigen  Hyperboloids  zu  finden,  wel- 
ches die  vier  Höhen  eines  gegebenen  Tetraeders  enthält. 

d)  Wenn  man  durch  die  Mitte  irgend  einer  Kante  des  Te- 
traeders zur  Gegenkante  die  senkrechte  Ebene  legt,  so  schneiden 
sich  diese  sechs  Ebenen  in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  des 
durch  die  Höhen  gehenden  Hyperboloids. 

e)  Sollen  zwei  Höhen  eines  Tetraeders  einander  schneiden, 
so  mufs  die  Kante,  welche  die  zugehörigen  Eckpunkte  verbindet, 
zu  ihrer  Gegenkante  normal  geneigt  sein;  dann  gehen  auch  die 
beiden  andern  Höhen  durch  einen  Punkt. 

f)  Sobald  zwei  Kanten  eines  Tetraeders  je  zu  ihren  Gegen- 
kanten senkrecht  geneigt  sind,  gilt  dasselbe  auch  von  dem  dritten 
Paare  Gegenkanten,  und  die  vier  Höhen  gehen  durch  denselben 
Punkt  hindurch. 

14)  a)  Im  allgemeinen  wird  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  nicht 
von    drei    Ebenen    berührt,   die   auf  einander  senkrecht  stehen; 
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sobald  es  ein  einziges  Tripel  von  Tangentialebenen  des  Kegels  giebt, 
die  auf  einander  senkrecht  stehen,  giebt  es  deren  unendlich  viele 
(orthogonaler  Kegel). 

(Ist  die  Gleichung  der  unendlichfernen  Kurve  des  Kegels  in 
Hesseschen  Linienkoordinaten  JSAixUiUx=^0  {i^x^^  1,  2,  3),  so 
mufs  nach  I  §  29  Üb.  2)  sein  An  +  Aj»  +  Aas  =*  0,  wofern  die 
Kurve  von  den  Seiten  eines  Polardreiecks  des  unendlichfemen 
Kreises  x*  +  y *  -|-  z*  =  0  berührt  wird.) 

b)  Wenn  von  einem  Punkte  zwei  Tripel  von  Ebenen  aus- 
gehen, die  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  läfst  sich  immer  ein 
Kegel  zweiter  Klasse  konstruieren,  der  von  den  sechs  Ebenen 
berührt  wird. 

c)  Der  Schnittpunkt  von  irgend  drei  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Klasse  ist  ent- 
weder eine  Kugel  oder  eine  Ebene. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  ist  auf  +l3u|  +7u|  =  u|, 
so  wird  die  Gleichung  des  vom  Punkte  (x,  y,  z)  ausgehenden 
Tangentialkegels  erhalten,  indem  man  zu  der  gegebenen  Gleichung 
die  weitere  Gleichung  hinzunimmt:  UiX -|- u^y -f-UjZ  +  U4  =  ü. 
Demnach  ist  die  Gleichung  der  unendlichfernen  Kurve  des  Kegels 
au?  +  iSuf -f  7uJ -- (u,x  +  u,y  +  U3Z)*  ==  0. 

Die  Bedingung  lautet  demnach:  x*4-y*-|-z*  =  a  +  /9-|-7. 

Setzen  wir  aber  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 
voraus:  auf  +  ßu^  -f-  2u8U4  =  0,  so  wird  die  Gleichung  der  un- 
endlichfernen Kurve  des  Kegels: 

auf  +  /3u|  —  2u3  (uix  +  u^y  +  Ubz)  =  0 
und  die  Bedingung  lautet:  a  +  /9  —  2z  =  0. 

d)  Man  übertrage  den  in  c)  angegebenen  Satz  auf  den  Fall, 
dafs  die  Fläche  zweiter  Klasse  durch  einen  Kegelschnitt  ersetzt 
wird. 

(Für  den  Beweis  setze  man  |3  =  0  in  der  vorhin  gebrauchten 
Formel.) 

§  32. 

Die  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Diejenigen  Flächen  zweiter  Ordnung,  für  welche  zwei  von 
null  verschiedene  Wurzeln  der  in  den  vorangehenden  Paragraphen 
benutzten  Gleichung  A  (a>)  =  0  einander  gleich  sind,  gehören  zu 
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der  wichtigen  Klasse  der  Rotations-  oder  Umdrehungs- 
fiächen.  Wenn  eine  Kurve  sich  um  eine  feste  Gerade  als  Axe 
dreht,  ohne  ihre  Gestalt  und  ihre  Lage  zur  Geraden  zu  ändern, 
so  beschreibt  sie  eine  Fläche,  welche  als  Umdrehungsfläche  be- 
zeichnet wird.  Bei  dieser  Drehung  beschreibt  jeder  Punkt  der 
Kurve  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  Axe  senkrecht  steht; 
die  Umdrehungsfläche  wird  somit  von  jeder  zur  Rotationsaxe 
senkrechten  Ebene  in  Kreisen  geschnitten.  Zugleich  wird  jeder 
derartige  Kreis  und  damit  auch  die  Fläche  bei  der  Drehung  in 
sich  verschoben.  Dafs  die  beiden  letzten  Eigenschaften  auf  das- 
selbe hinauskommen,  sieht  man  unmittelbar  ein.  Wenn  aber 
umgekehrt  eine  Fläche  von  jeder,  zu  einer  festen  Geraden  senk- 
rechten Ebene  in  einem  oder  in  mehreren  Kreisen  geschnitten 
wird,  so  ist  sie  eine  Umdrehungsfläche,  welche  durch  Umdrehung 
einer,  bestimmten  ebenen  Kurve  erhalten  wird,  nämlich  derjenigen 
Kurve,  in  welcher  eine  beliebige  durch  die  feste  Gerade  gelegte 
Ebene  die  Fläche  durchschneidet,  wie  daraus  hervorgeht,  dafs  alle 
durch  diese  Gerade  gelegten  Ebenen  aus  der  Fläche  kongruente 
Kurven  herausschneiden.  Während  es  hiernach  nur  eine  einzige, 
mit  der  Rotationsaxe  in  einer  Ebene  gelegene  Linie  giebt,  durch 
deren  Drehung  eine  vorgelegte  Umdrehungsfläche  entstehen  kann, 
hat  jeder  beliebige  auf  einer  solchen  Fläche  verlaufende  Linienzug 
die  Eigenschaft,  dafs  durch  seine  Umdrehung  wenigstens  ein  Teil 
der  Fläche  erzeugt  wird. 

2.  Hiernach  läfst  sich  die  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche 
am  einfachsten  schreiben,  wenn  man  unter  Anwendung  recht- 
winkliger Koordinaten  die  Umdrehungsaxe  mit  einer  Koordinaten- 
axe  zusammenfallen  läfst.  Wird  etwa  die  Drehung  um  die  z-Axe 
ausgeführt  und  die  Gleichung  der  SchnittUnie  mit  der  yz-Ebene 
in  der  Form 

X  =  ip  (z) 
vorausgesetzt,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche: 

(1)     x*^  +  y»  =  g)  (z), 
falls  (p  (z)  =  {\p  [z])*  angenommen  wird. 

In  der  That  kommt  eine  beliebige  Drehung  um  die  z-Axe 
auf  die  Transformation  hinaus: 

X  =  g  cos  a  —  ly  sin  a,  y  =  §  sin  a  +  ly  cos  a,  z  =  g. 

Hierbei  ändert  sich  aber  die  Gleichung  (Ij  nicht;  die  Fläche 
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bleibt  also  bei  einer  jeden  Drehung  um  die  z-Axe  in  Deckung 
mit  ihrer  Anfangslage. 

3.  Gehen  wir  specieli  zu  den  Rotationsflächen  zweiter  Ord- 
nung über,  so  sehen  wir,  dafs  in  der  Gleichung  (1)  9>  (z)  eine 
ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  sein  mufs,  die  in  einer 
der  beiden  Formen  GZ*  +  i5  oder  2az  vorausgesetzt  werden  darf. 
Demnach  hat  die  beim  Hauptaxenproblem  auftretende  Gleichung 
J  (cö)  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln.  Nun  genügt  allerdings  eine 
einzige  Bedingung  zwischen  den  Koeificienten  einer  Gleichung, 
wenn  zwei  ihrer  Wurzeln  einander  gleich  werden  sollen.  In 
unserm  Falle  zieht  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Gleichheit 
zweier  Wurzeln  noch  weitere  Besonderheiten  nach  sich.  Dem- 
entsprechend hat  die  Gleichung  J  (co)  =  0  für  die  Fläche 

(2)     2:a,xXiXx  +  2-Sbix,  +  c  =  0 
bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  Xi,  x^,  xa  nur  dann 
gleiche  Wurzeln,  wenn  ist: 

(^\     o  ^12^18  «  ^21^28  ^  ^ai^sr. 

W       ^11 -'  ^2  2 ~  — -  ^8  8  : 

*^28  **81  **12 

Wofern  einer  der  Koefficienten  a^j,  aai,  ais  gleich  null  wird> 
mufs  mindestens  noch  ein  zweiter  verschwinden;  für  ai8=a2s  =0 
tritt  die  weitere  Bedingung  hinzu: 

W       V^l  1  ^8  8^^8  2  ^8  8'  ^^^12" 

Endlich  mufs  für  a^g  =aji  =  a^ ,  =0  sein: 

(5)     (fii  — a22)(aii  —^83){^it  -a33)  =  0. 

4.  Statt  diese  Bedingungen,  wie  wir  soeben  gethan  haben, 
aus  den  früheren  Entwicklungen  herüberzunehmen,  können  wir 
sie  auch  direkt  begründen,  indem  wir  andere  Eigenschaften  der 
Rotationsflächen  zu  Grunde  legen.  Soeben  haben  wir  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  die  Aufgabe,  die  Axen  zu  finden,  für  jede  Um- 
drehungsfläche unbestimmt  wird.  Dies  Problem  haben  wir  aber 
früher  darauf  zurückgeführt,  Tripel  von  Richtungscosinus  Jli,  Xi, 
Jls  zu  bestimmen,  welche  den  Gleichungen  genügen: 

(^11    -    Ö>)^i  +^12^2  +^13^3=0 
(6)       a^i^i   +(^22   ■•  0^)^2   +^23^8  =0 
^8  1^M   +^8  2^2  +(^3  8  —  ^)  ^S  =  ^• 

Hier  mufs  der  Gröfse  co  ein  Wert  beigelegt  werden,  welcher 
bewirkt,  dafs  eine  der  drei  Gleichungen  eine  Folge  der  beiden 
andern  wird;    dann  genügen  diese  beiden  Gleichungen,  um  die 
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Verhältnisse  ki  :  X^  -  ^n  zu  finden.  Soll  das  Problem  unbestimmt 
werden,  so  müssen  bei  einem  geeigneten  Werte  von  to  die  drei 
Gleichungen  auf  eine  einzige  hinauskommen.  Jetzt  müssen  für 
geeignete  Koefificienten  q  und  a  die  Gleichungen  bestehen: 

Q^^ll  —  0>)  — ^21»    Q^l%  ~^22  — <»»    Q^19  =^28> 


a(a,i- 

-<«)= 

■"  ^81> 

0^12 

= 

^82» 

0a 

18  '^ 

^88 

CO. 

Demnach 

mufs 

sein: 

00  =» 

^n- 

=  ^22 



Q^12 

^88  ■ 

<^aa8 

■ 

Indem  man  hierin  für  q  den  Wert  a^g  :  a^g  und  für  ö  den 
Wert  ajg  :  a^,   einsetzt,  folgen  wieder  die  Bedingungen  (3). 

Dabei  haben  wir  allerdings  vorausgesetzt,  dafs  keiner  von 
den  Koefficienten  a^,  a,g,  agj  verschwindet;  der  Ausnahmefall 
läfst  sich  aber  wieder  sehr  einfach  erledigen. 

5.  Die  Betrachtung  derjenigen  Form,  welche  für  die  Gleichung 
der  Rotationsflächen  charakteristisch  ist,  führt  ganz  direkt  zur 
Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen.  Wir  nehmen  an,  die 
Gleichung  (2)  stelle  eine  Rotationsfläche  dar;  ein  neues  recht- 
winkliges Koordinatensystem  (yi,  y,,  ys)  sei  so  gewählt,  dafs  die 
Axe  yi  =y2  =*0  zur  Rotationsaxe  der  Fläche  parallel  ist.  Dann 
mufs  sein: 

^aixX,Xx=A(yf +y|)  +  Byi; 

zugleich  mufs  aber  auch,   weil  beide  Systeme  rechtwinklig  sind, 
die  Bedingung  erfüllt  sein: 

xf +x|+x|=yf +y|+y2. 

Demnach  ist 
(7)     i:a,xx,xx  -  A  (xf  +  x|  +  x|)  =  (B  -  A)y|, 
oder  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  ein  vollständiges  Qua- 
drat dar. 

Nun  haben  wir  im  ersten  Teile  §  17  (IS.  105)  gesehen, 
dafs  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  drei  Variabein 
nur  dann  ein  Quadrat  wird,  wenn  die  sämtlichen  Unterdetermi- 
nanten aus  der  Determinante  der  Form  verschwinden.  In  unserm 
Falle  müssen  also  die  drei  Gleichungen 

(a,i  —  A)xi  +2iitXt  +a,3X8  =0 
a2ixi  -f  (a,2  —  A)  X2  +  a^sXg  =  0 
asiXi  -f  a^jx,  +  (ass  —  A)  x,  =  ü 

Kllliiiff,  Lehrbach  der  analjt  Geometrie.    II.  20 
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auf  eine  einzige  hinauskommen.  Diese  sind  aber  mit  den  Glei- 
chungen (6)  identisch,  falls  man  Xi^  ji^y  X^  durch  Xi,  X2,  x»  und 
CO  durch  A  ersetzt. 

Ebenso  leicht  ist  es  aber,  aus  der  Gleichung  (7)  direkt  weitere 
Folgerungen  zu  ziehen.  Wir  schreiben  der  Kürze  wegen  q  statt 
B  —  A  und  setzen 

y,  =  aiXi  +  a,X2  +  «3X3. 
Dann  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Koefficienten  von 
xj,  x|,  x|,  X;fX3,  xaXi,  X1X2  die  Gleichungen: 

an— A  =  ()o«  ag,  =  (>aja3 

(8)     ajjj— A  =  (>a|  ^^^=Qa^a^ 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt: 

a^s  agi  ajj 

und  indem  man  diese  Werte  in  die  drei  ersten  Gleichungen  ein- 
setzt, ergeben  sich  wieder  die  früher  gefundenen  Bedingungen. 

Wie  wir  in  §  25  des  ersten  Teiles  (I  S.  166)  gesehen  haben, 
sagt  die  Gleichung  (7)  aus,  dafs  die  beiden  unendlichfernen  Kurven 
^a<xXiXx=B  0  und  xf  +  x|  +  x|  =  0  sich  in  den  beiden  Punkten 
der  Geraden  yjssaO  berühren.  Wir  dürfen  daher  sagen,  jede 
Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  gehe  mit  dem  unendlichfernen 
Kugelkreise  eine  doppelte  Berührung  ein. 

.  6.  Wir  können  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Rotations- 
fläche auch  aus  der  Eigenschaft  herleiten,  dafs  sie  von  jeder  zur 
Rotationsaxe  senkrechten  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  wird. 
Nun  giebt  es  stets  einen  Kreis,  der  durch  zwei  feste  Punkte  geht, 
und  dessen  Mittelpunkt  in  einer  vorgeschriebenen  Geraden  liegt, 
wofern  diese  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  ohne 
zu  ihr  parallel  zu  sein,  in  einer  Ebene  liegt.  Daraus  folgt,  dafs 
sich  durch  zwei  Kreise,  welche  in  parallelen  Ebenen  so  liegen, 
dafs  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  auf  den  Ebenen  senk- 
recht steht,  eine  Kugel  legen  läfst.  Somit  geht  durch  zwei 
parallele  Kreise  einer  Rotationsfläche  eine  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt in  der  Rotationsaxe  liegt.  Dem  Büschel,  welcher  durch 
die  gegebene  Fläche  und  eine  solche  Kugel  bestimmt  wird,  gehört 
auch  das  Paar  der  parallelen  Ebenen  an.  Aus  dieser  Eigenschaft 
wollen  wir  die  Bedingungsgleichungen  herleiten. 
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Zu  dem  Ende  legen  wir  die  Gleichung  der  Fläche  wieder 
in  der  Form  (2)  zu  Grunde,  schreiben  sie  auch  kurz  F  —  0 ;  die 
Gleichung  der  Kugel  wollen  wir  kurz  K««»0,  ausführlich 

(xi  -  eO«  +  (x,  -  eO«  +  (xa  -  e,)«  -  r«  =  0 

schreiben;  endlich  sollen  ai,  a^,  a^  die  Richtungscosinus  der  zu 
den  Ebenen  errichteten  Senkrechten  und  m  und  n  die  Abstände 
dieser  Ebenen  vom  Anfangspunkte  der  Koordinaten  sein.  Als- 
dann müssen  sich  zwei  Koefficienten  a>  und  q  so  bestimmen 
lassen,  dafs  ist: 

F  —  coK  =  p  («iXi  +  02X2  +  «3X3  +  m)  («iXi  +««X2  +«3X3  +n). 

Damit  hier  die  Glieder  zweiten  Grades  beiderseits  überein- 
stimmen, mufs  sein : 

2;at;fXiXx  — a>(xf  +  x|  -f  x|)  =  ^(a,Xi  +  a^x^  -fa^Xs)*. 

Das  ist  wieder  die  Gleichung  (7);   wir  werden  daher  auch 
hier  auf  die  früheren  Bedingungsgleichungen  geführt. 
Hierzu  treten  die  folgenden  Gleichungen: 

2bi  —  2cöei  =  Qai  (m  -|-  n) 
(9)     2b,  —  2cöei  —  pa<  (m  +  n) 
2b8  —  2cöe3  —  ^«8  (m  +  n) 
c  —  ö>  (ef  +  e|  +  e|  —  r*)  =  Qtnn. 
Vermittelst  dieser  Gleichungen  können  wir  die  unbekannten 
Gröfsen  ei,  e,,  es  und  r*  berechnen. 

7.  Die  zuletzt  durchgeführte  Untersuchung  stützt  sich  auf  die 
Annahme,  dafs  es  eine  Kugel  giebt,  von  der  die  Fläche  in  zwei 
parallelen  Kreisen  geschnitten  wird,  oder  mit  andern  Worten, 
dafs  die  Fläche  zwei  parallele  Kreise  enthält,  deren  Mittelpunkte 
durch  eine  zu  ihren  Ebenen  senkrechte  Gerade  verbunden  werden. 
Demnach  können  wir  sagen: 

Sobald  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  irgend  zwei  paral- 
lelen Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird,  deren  Mittelpunkte  in 
einer  zu  den  Ebenen  senkrechten  Geraden  liegen,  ist  sie  eine 
Umdrehungsfläche,  deren  Rotationsaxe  mit  dieser  Geraden  zu- 
sammenfällt. Dann  schneidet  jede  um  einen  Punkt  dieser  Axe 
beschriebene  Kugel  die  Kugel  in  zwei  Kreisen,  deren  Ebenen  auf 
der  Axe  senkrecht  stehen. 

8.  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Klasse  sich  in  zwei  Punkten 
berühren,  so  gehört  der  durch  sie  bestimmten  Schar  ein  Punkte- 

20* 
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paar  an.  Demnach  enthält  auch  diejenige  Fiächenschar,  welche 
durch  Zusammenstellung  einer  Rotationsfläche  zweiter  Klasse  mit 
dem  unendlichfernen  Kugelkreise  erhalten  wird,  ein  Punktepaar. 
Sind  daher  M  und  N  zwei  lineare  Ausdrücke  in  Ui  .  .  .  U4,  so 
läfst  sich  die  Gleichung  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung 
in  Hesseschen  Koordinaten  auf  die  Form  bringen: 

(10)    J?A«mux  =  (>(uf -f  u|-|-u|)  +  (JitfiV. 

Wir  wollen  indessen  nicht  darauf  eingehen,  hieraus  die  Be- 
dingungen herzuleiten,  denen  die  Koefficienten  A<x  auf  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung  genügen  müssen.  Für  unsem  Zweck  ist 
es  hinreichend,  folgendes  zu  beachten.  Ein  Punktepaar  kann,  falls 
seine  Punkte  im  Endlichen  liegen,  vermittelst  Hessescher  Koordi- 
naten in  der  Form  dargestellt  werden:  Au|  +  Bu|  —  0;  demnach 
kann  man  in  dem  entsprechenden  Falle  die  Gleichung  der  Rota- 
tionsfläche in  der  Gestalt  voraussetzen: 

(11)    uf  +  u|+aui+bul=0. 

Wenn  aber  der  eine  Punkt  im  Unendlichfernen  liegt,  so  kann 
man  der  Gleichung  des  Paares  die  Form  geben:  UjUi  —0;  dem- 
nach erhält  man  für  die  Fläche  die  Gleichung: 

(12)     uf  +  u|+ui+2au8U4=0, 
oder,  wenn  man  lieber  will: 

(13)    uf  +  u|  +  2ausU4  —  0. 

Umgekehrt  kann  man  aber  auch  von  den  Punkt-  zu  Ebenen- 
koordinaten übergehen,  dadurch  ebenfalls  die  Gleichungen  (11) 
bis  (13)  herleiten  und  jetzt  aus  diesen  Formen  unmittelbar  er- 
sehen: 

1)  dafs  die  aus  einer  Umdrehungsfläche  zweiter  Ordnung  und 
dem  unendlichfernen  Kugelkreise  gebildete  Schar  ein  Punktepaar 
enthält,  und 

2)  dafs  jede  solche  Fläche  mit  dem  unendlichfernen  Kugel- 
kreise eine  doppelte  Berührung  eingeht. 

Die  erste  dieser  beiden  Eigenschaften  läfst  auch  folgenden 
Ausspruch  zu: 

Alle  von  den  Punkten  des  unendlichternen  Kugelkreises  an 
eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  gelegten  Tangentialebenen 
gehen  durch  zwei  feste  Punkte. 

Die  Punkte  dieses  Paares  heifsen  die  Brennpunkte  der  Ro- 
tationsfläche;  man  sieht  sehr  leicht,  dafs  sie  auf  der  Axe  liegen 
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und  auch  Brennpunkte  für  denjenigen  Kegelschnitt  sind,  durch 
dessen  Umdrehung  die  Fläche  entsteht. 

9.  Die  soeben  gefundene  Flächenschar  führt  uns  auf  eine 
weitere  wichtige  Eigenschaft  der  Rotationsflächen  zweiter  Ord- 
nung. Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  den  Satz,  dafs  zwei  Ebenen, 
welche  konjugierte  Polarebenen  für  irgend  zwei  Flächen  einer 
Flächenschar  zweiter  Klasse  sind,  auch  einander  in  gleicher  Weise 
für  jede  Fläche  der  Schar  zugeordnet  sind.  Irgend  einer  Ebene 
sind  in  Bezug  auf  ein  Punktepaar  alle  durch  einen  festen  Punkt 
ihrer  Verbindungslinie  gehenden  Ebenen  und  in  Bezug  auf  den 
unendlichfemen*  Kugelkreis  die  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Ebenen 
zugeordnet.  Jetzt  möge  die  Ebene  A  die  Rotationsaxe  im  Punkte 
a  schneiden;  dieser  Punkt  liege  harmonisch  zum  Punkte  ß  in 
Bezug  auf  die  Brennpunkte;  dann  sind  alle  durch  ß  zur  Ebene  A 
senkrecht  gelegten  Ebenen  konjugierte  Polarebenen  zu  jeder  ihrer 
Schar  angehörenden  Flächen  und  damit  auch  zu  der  gegebenen 
Rotationsfläche.  Alle  diese  Ebenen  und  mit  ihnen  die  von  ß  auf 
A  gefällte  Senkrechte  müssen  daher  durch  den  Pol  der  Ebene  A 
in  Bezug  auf  die  Rotationsfläche  gehen,  oder  die  vom  Pole  auf 
die  Ebene  gefällte  Senkrechte  trifft  die  Rotationsaxe  im  Punkte  ß. 
Die  Senkrechte,  welche  von  irgend  einem  Punkte  auf  seine  Polar- 
ebene gefallt  wird,  geht  durch  die  Rotationsaxe. 

Übungen: 

1)  a)  Indem  wir  in  den  folgenden  Gleichungen  stets  a  >  c 
voraussetzen  und  die  in  §  31  gegebene  Einteilung  zu  Grunde 
legen,  erhalten  wir  folgende  Arten  von  Umdrehungsflächen  zweiter 
Ordnung: 


x*-l-v*         z* 


0 


>) «  ^  +  ^  -  +  1-1» 

b) «)  '^^- + :-;  -  i 

X«        V*  4-  z* 
b)  ^)  l.  +  ^-^-  =  1 

'  a»        ■    b» 
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v«-|-v*  Z« 


IB)b) 


X«  +  y  «        z» 

a«       "  bV 
II A)  a)       X«  +  y«  =-  2az. 

IIB)  a)       x»  +  y»  +  a«  =  0 

b)       X»  +  y«  =  a«. 

nC)  x»  +  y«  =  0. 

b)  Das  hyperbolische  Paraboloid  und  der  hyperbolische  Cylinder 
können  nicht  durch  Umdrehung  entstehen. 

c)  Über  die  Entstehung  der  in  a)  angegebenen  reellen  Arten 
gilt  folgendes: 

I A)  b)  a)  das  abgeplattete  Ellipsoid,  entstanden  durch  Drehung 
einer  Ellipse  um  die  kleine  Axe. 

I A)  b)  ß)  das  verlängerte  Ellipsoid,  entstanden  durch  Drehung 
einer  Ellipse  um  die  grofse  Axe. 

lA)  c)  das  einschalige  Umdrehungs-Hyperboloid,  entstanden 
durch  Drehung  einer  Hyperbel  um  die  imaginäre  Axe. 

lA)  d)  das  zweischalige  Umdrehungs-Hyperboloid,  entstanden 
durch  Drehung  einer  Hyperbel  um  die  reelle  Axe. 

I B)  b)  der  reelle  Kreiskegel,  entstanden  durch  Drehung  eines 
Winkels  um  den  einen  Schenkel. 

IIA)  a)  das  Rotations-Paraboloid,  entstanden  durch  Drehung 
einer  Parabel  um  die  Axe. 

IIB)  b)  der  Rotationscylinder,  entstanden  durch  Drehung 
einer  Geraden  um  eine  parallele  Axe. 

2)  Man  untersuche  folgende  Flächen: 

a)  yz  +  zx  +  xy  —  5x  —  4y  —  3z  +  12  =»  0. 

b)  X«  +  y»  +  z«  +  2k  (xy  -+-  xz  +  yz)  —  a«. 

c)  (x  +  1)«  +  (2y  +  3z)«  +  3x   -  z  —  0. 

3)  a)  Man  übertrage  die  für  die  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnittes geltenden  Sätze  auf  die  Umdrehungsflächen  zweiter 
Ordnung. 
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b)  Für  welche  unter  den  in  Üb.  1)  angegebenen  Flächen  sind 
die  Brennpunkte  reell,  für  welche  imaginär? 

4)  Man  verifiziere  den  in  9.  bewiesenen  Satz  unter  Anwen- 
dung von  Punktkoordinaten. 

5)  Man  verifiziere  die  in  7.  aufgestellte  Behauptung  vermittelst 
der  in  6.  angegebenen  Gleichungen. 

6)  a)  Wenn  sich  eine  gerade  Linie  um  eine  zu  ihr  wind- 
schiefe Gerade  als  Axe  dreht,  so  beschreibt  sie  ein  einschaliges 
Rotations-Hyperboloid. 

b)  Man  gebe  alle  geraden  Linien  an,  welche  auf  einem  ge- 
gebenen Rotations-Hyperboloid  liegen. 

c)  Bei  der  Umdrehung  einer  solchen  Fläche  kommt  jede 
Gerade  in  Deckung  mit  den  zur  selben  Schar  gehörenden  Geraden. 

7)  a)  Auf  jedem  Durchmesser  einer  Kugel  wird  durch  den 
Schnitt  mit  einer  Ebene  und  ihren  Pol  eine  Involution  erzeugt; 
diese  ist  hyperbolisch,  wenn  der  Radius  reell,  elliptisch,  wenn  der 
Radius  imaginär  ist.  Eine  Kugel  mit  dem  Radius  null  ordnet 
jedem  Durchmesser  die  im  Mittelpunkte  auf  ihm  senkrecht  stehende 
Ebene  zu. 

b)  Auf  der  Umdrehungsaxe  einer  Rotationsfläche  zweiter 
Ordnung  wird  durch  eine  beliebige  Ebene  und  den  Schnittpunkt 
der  vom  Pole  auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten  eine  Invo- 
lution erzeugt,  deren  Hauptpunkte  die  Brennpunkte  der  Fläche  sind. 

8)  Durch  jede  kubische  Raumkurve  läfst  sich  im  allgemeinen 
eine  einzige  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  legen. 

Durch  die  drei  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  unendlich- 
fernen Ebene  läfst  sich  ein  einziger  Kegelschnitt  legen,  der  mit 
dem  unendlichfemen  Kugelkreise  eine  doppelte  Berührung  ein- 
geht. Es  ist  aber  möglich,  durch  diesen  Kegelschnitt  und  die 
gegebene  Kurve  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  legen. 

Um  die  erste  Behauptung  zu  erhärten,  denken  wir  die  Koordi- 
naten eines  jeden  der  drei  Punkte  je  mit  einem  solchen  Faktor 
multipliziert,  dafs 

Xi'*  +  x/«-t-X3'«  =  Xi"^.  .  .  ««Xi"«  +  .  .  .  =  ±p^ 
wird.    Ist  jetzt  aiXi  +  a^x*  +  aaXs  «=0  die  Verbindungslinie  der 
gemeinsamen  Berührungspunkte,  so  mufs  sein 

aix,'  -f-  «jXg'  +  «3X3'  =  p 
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9)  a)  Man  soll  durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
die  Gleichung  einer  gegebenen  Umdrehung  zweiter  Ordnung  auf 
die  Form  bringen: 

(x-a)«  +  (y-b)«  +  (z-c)»-6(;ix  +  ^y  +  i;z  +  e)^ 

b)  Welcher  Satz  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichungsform? 

10)  a)  Dreht  sich  eine  mit  einer  ihrer  Normalen  fest  ver- 
bundene Ebene  so,  dafs  der  Fufspunkt  der  Senkrechten  in  einer 
festen  Ebene  bleibt  und  die  Gerade  fortwälirend  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  so  umhüllt  sie  ein  Rotations-Paraboloid. 

(Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  kann  in  der  Form 
UsUi  =  a  geschrieben  werden.) 

b)  Das  Produkt  der  von  den  Brennpunkten  auf  eine  Tan- 
gentialebene einer  Umdrehungsfläche  zweiter  Ordnung  gefällten 
Senkrechten  ist  eine  konstante  Gröfee. 

(Die  Gleichung  darf  in  der  Form  vorausgesetzt  werden: 
MN  =  ±  q*,  wo  M  und  N  lineare  Formen  in  Ui  .  .  .  u^  sind.) 

11)  Indem  man  den  einen  Brennpunkt  einer  Umdrehungs- 
fläche zweiter  Ordnung  in  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
legt  und  dann 

Ui  Us  U3 

u—  — ,  v=—   w  —  — 
U4  U4  U4 

setzte  kann  man  die  in  10)  b)  angegebene  Gleichung  auf  die  Fonn 
bringen : 

(u  —  a)»  -f-  (v  —  \>y  +  (w  —  c)»  —  r». 

Demnach  entspricht  jedem  Satze  über  die  Kugel  ein  solcher 
über  Rotationsflächen  mit  einem  festen  Brennpunkte.  Unter 
anderm  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Sobald  eine  Flächenschar  zweiter  Klasse  zwei  Rotations- 
flächen mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte  enthält,  sind  alle 
ihre  Flächen  Rotationsflächen  mit  demselben  Brennpunkte,  oder 
mit  andern  Worten, 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  von  den  sämtlichen^ 
zweien  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  mit  demselben  Brenn- 
punkte gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  berührt  werden,  sind 
wieder  Rotationsflächen  mit  demselben  Brennpunkte. 

(Der  durch  zwei  Kugeln  bestimmte  Flächenbüschel  enthält 
nur  Kugeln.) 
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b)  Die  Spitzen  der  sechs  Kegel,  welche  je  zwei  von  vier 
Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  mit  demselben  Brennpunkte 
ringsum  berühren,  liegen  in  einer  Ebene. 

(Die  sechs  Ebenen,  in  denen  sich  vier  Kugeln  paarweise 
schneiden,  gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt.) 

§  33. 
Die  Kreisschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

1.  Eine  Kugel  wird  von  jeder  Ebene  in  einem  Kreise  ge- 
schnitten, und  durch  jeden  Kreis  lassen  sich  unendlich  viele  Kugeln 
legen.  Daher  haben  alle  in  einer  bestimmten  Ebene  gelegenen 
Kreise  dieselben  Punkte  mit  ihrer  unendlichfernen  Geraden  ge- 
mein; sie  besitzen  dieselben  unendlichfernen  Kreispunkte,  und  das 
sind  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  dem  unendlichfernen  Kugel- 
kreise. Umgekehrt  ist  jede  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  beiden  unendlichfernen  imaginären  Kreispunkte  ihrer  Ebene 
geht,  ohne  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene  ganz  zu  ent- 
halten, ein  Kreis.  Jede  Ebene,  deren  Schnittkurve  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung,  ohne  die  unendlichferne  Gerade  ganz 
zu  enthalten,  durch  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  dem  unend- 
lichfernen Kugelkreise  hindurchgeht,  schneidet  die  Fläche  in  einem 
Kreise;  sie  ist  ein  Kreisschnitt.  Wenn  wir  daher  die  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  enthaltenen  Kreise  finden  wollen,  so 
müssen  wir  durch  zwei  Schnittpunkte  ihrer  unendlichfernen  Linie 
mit  dem  unendlichfernen  Kugelkreise  eine  Ebene  legen;  wofern 
ihre  Schnittlinie  nicht  die  unendlichferne  Gerade  ganz  enthält,  ist 
sie  ein  Kreis. 

2.  Hiernach  ist  es  leicht,  alle  Kreisschnitte  einer  vorgelegten 
Fläche  zweiter  Ordnung  zu  finden.  Bei  dieser  Untersuchung 
dürfen  wir  die  Kugeln  und  die  Umdrehungsflächen  ausschliefsen; 
wir  dürfen  daher,  indem  wir  die  Gleichung  der  Fläche  in  der 
Form 

(1)     ax«  +  ßy*  +  7Z«  -f-  2xx  +  2Xy  +  2fiz  +  v  =^  0 
voraussetzen,  die  Annahme  machen,   dafs  die  drei  Koefficienten 
«,  j9,  7  ungleich  sind.    Die  unendlichferne  Kurve  der  Fläche  hat 
die  Gleichung: 

(2)     ax«  +  ^y* -f  yz«  -  0. 
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Diese  hat  mit  detxi  unendlichfernen  Kugelkreise  vier  Punkte 
gemeinschaftlich,  durch  welche  sich  drei  Geradenpaare  legen  lassen, 
nämlich : 

(ß  —  a)  y«  -f  (y  —  a)  z«  =  0 
(4)     («~ß)x«+(y-l9)z»  =  0 

Jede  Gerade,  welche  einem  dieser  drei  Paare  angehört,  ent- 
hält zwei  Punkte,  welche  die  Fläche  mit  dem  unendlichfernen 
Kugelkreis  gemein  hat.  Sobald  sie  also  nicht  ganz  der  Fläche 
angehört,  schneidet  jede  durch  sie  hindurchgelegte  Ebene  die 
Fläche  in  einem  Kreise.  Wofern  demnach  die  Fläche  keine  un- 
endlichferne gerade  Linie  enthält,  giebt  es  im  Unendlichfernen 
sechs  gerade  Linien  von  der  Beschaffenheit,  dafs  jede  durch  eine 
von  ihnen  gehende  Ebene  in  einem  Kreise  schneidet. 

3.  Zwei  Ebenen,  welche  durch  dieselbe  unendlichferne  Gerade 
gehen,  sind  einander  parallel.  Wir  dürfen  daher  den  soeben 
gefundenen  Satz  durch  den  folgenden  ersetzen: 

Wofern  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  keine  unend- 
lichferne Gerade  enthält,  giebt  es  sechs  verschiedene, 
reelle  oder  imaginäre  Stellungen  von  der  Eigenschaft, 
dafs  alle  einer  von  ihnen  entsprechenden  Ebenen  Kreis- 
schnitte der  Fläche  sind. 

Speciell  gilt  der  Satz: 

Wenn  eine  Ebene  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
einem  Kreise  schneidet,  so  hat  jede  zu  ihr  parallele 
Ebene  einen  Kreis  mit  ihr  gemeinschaftlich. 

4.  Das  unendlichferne  Geradenpaar 

hat  den  unendlichfernen  Punkt  y  =»  z  =»  0  zum  singulären  Punkte 
und  ihre  beiden  Ebenen  sind  zu  den  unendlichfernen  Geraden 
y  —  0  und  z  —  0  gleich  geneigt.  Legen  wir  also  durch  einen 
beliebigen  Punkt  des  Raumes  die  Ebenen  durch  je  eine  dieser 
Geraden,  so  schneiden  sich  diese  Ebenen  in  einer  zur  x-Axe 
parallalen  Geraden  so,  dafs  ihr  Winkel  durch  zwei  Ebenen  halbiert 
wird,  von  denen  die  eine  zur  xy-,  die  andere  zur  xz-Ebene  pa- 
rallel ist. 

Überhaupt  schneiden  sich  zwei  zusammengehörige  Kreischnitt- 
ebenen  in  einer  Geraden,  welche  zu  einer  Axe  der  Fläche  parallel 
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ist,  und  die  Winkel,  welche  zwei  solche  Ebenen  mit  einander 
bilden,  werden  durch  Ebenen  halbiert,  die  zu  Hauptebenen  der 
Fläche  parallel  sind. 

5.  Wir  haben  aber  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Ebenen  der 
Kreisschnitte  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ihre  unendlich- 
fernen  Linien  reell  sind.  Nun  wird  offenbar  ein  reelles  Geraden- 
paar der  unendlichfernen  Ebene  nur  dann  durch  die  Gleichung 
Ax*  +  By*  =  0  dargestellt,  wenn  A  und  B  verschiedenes  Vor- 
zeichen haben.  Hiernach  kann  auch  nur  eines  der  drei  Geraden- 
paare (4)  reell  sein.  Ist  nämlich  etwa  a  <r  jS  <C  7,  so  sind  ß  —  a 
und  y  —  a  positiv,  a  —  y  und  |9  —  7  negativ;  dagegen  ist  a  —  ß 
negativ  und  7  —  ß  positiv.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  hat 
somit  höchstens  zwei  reelle  Scharen  von  Kreisschnitten. 

6.  Um  unsere  Untersuchung  zum  Abschlufs  zu  bringen,  haben 
wir  noch  den  Fall  zu  untersuchen,  dafs  unter  den  Geraden,  welche 
einem  der  Paare  (4)  angehören,  sich  eine  befindet,  die  ganz  in 
der  Fläche  liegt.  Soll  dieser  Fall  eintreten,  so  mufs  einer  der 
Koefficienten  a,  ßy  7  verschwinden.  Umgekehrt,  wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  so  hat  die  Fläche  zwei  unendlichferne  Gerade; 
demnach  liefern  alsdann  nicht  mehr  sechs,  sondern  nur  vier  ver- 
schiedene Stellungen  Ebenen,  von  denen  die  Fläche  in  einem 
Kreise  geschnitten  wird.  Sollen  gerade  die  reellen  Kreisschnitte 
ausfallen,  so  mufs  die  Fläche  auch  mit  der  unendlichfernen  Geraden 
reeUe  Gerade  gemeinschaftlich  haben.  Alsdann  liegt  der  ver- 
schwindende Koefficient  der  Gleichung  (2)  zwischen  den  beiden 
andern;  von  den  letzteren  hat  der  eine  das  positive,  der  andere 
das  negative  Vorzeichen. 

Alle  eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
Ausnahme  des  hyperbolischen  Paraboloids  haben  zwei 
Scharen  von  reellen  Kreisschnitten;  auch  auf  dem  Kegel 
zweiter  Ordnung  und  dem  elliptischen  Cylinder  liegen 
zwei  Scharen  von  reellen  Kreisen.  Dagegen  enthält 
weder  das  hyperbolische  Paraboloid  noch  der  hyper- 
bolische oder  parabolische  Cylinder  reelle  Kreise. 

7.  Wir  wollen  die  reellen  Kreisschnitte  der  einzelnen  Flächen 
angeben,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  reelle  Flächen.  Wenn 
die  Gleichung  des  EUipsoids  in  der  Form  vorausgesetzt  wird: 
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a^  +  ^!  +  ^-l         (a>b>c), 
SO  sind  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  bei  beliebigem  Werte  von  m: 

?  K^^b«  — ±^  VW-^^  +  m. 
a  c 

Für  das  einschalige  Hyperboloid: 

vS  tt'  7^ 

1  ^  1  ^  1 . 

ist  i  <  "1  <-  Üi* 

c"        a*        b* 
daher  sind  die  Ebenen  der  Kreisschnitte: 

?  Ka«  — b2  =  4-^-  Ka«  +  c«  +  m. 
b  c 

Durch   diese  Gleichung   kann   man   die  Ebenen    der  Kreis- 
schnitte auch  für  den  reellen  Kegel  darsteUen. 
Das  zweischalige  Hyperboloid 

X*  _  y*  _  z* 
a«       b«      c«~ 
wird  von  den  Ebenen 

-  Vl^+h^  =  4- -  Yh'—7'  +  m 
a  c 

in  Kreisen  geschnitten. 

Da  für  das  elliptische  Paraboloid 

ist 

so  sind  die  Ebenen  der  Kreisschnitte 

z  =  ±^  /a«  —  b«  +  m. 
Diese  Ebenen  schneiden  auch  den  elliptischen  Cylinder 

X*  V* 

a^'^b* 
in  Kreisen. 

8.  Es  dürfte  angemessen  sein,  die  Kreisschnitte  auch  ohne 
Benutzung  des  imaginären  unendlichfernen  Kugelkreises  herzu- 
leiten.    Wir  gehen  zu   dem  Zwecke  von   einem  in  der  Fläche 
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*  *=  0  gelegenen  Kreise  aus  und  legen  durch  ihn  eine  Kugel 
K  —  0.  Da  diese  beiden  Flächen  eine  ebene  Kurve  gemein  haben, 
müssen  sie  sich  noch  in  einer  zweiten  ebenen  Kurve  schneiden. 
Daher  zerfällt  der  Schnitt  der  gegebenen  Hache  mit  der  Kugel 
in  zwei  ebene  Kurven,  oder  dem  durch  die  beiden  Flächen  be- 
stimmten Büschel  gehört  ein  Ebenenpaar  an.  Man  kann  demnach 
einen  Koefficienten  a>  so  bestimmen,  dafs  die  Gleichung 

(5)     *  -  coK  —  AB 
identisch  befriedigt  wird,  wo  A  und  B  lineare  Funktionen  von 
X,  y,  z  sind.    Die  Gleichung  der  Fläche  legen  wir  wieder  in  der 
Form  (Ij,  die  der  Kugel  in  der  Form 

(6)    X«  +  y«  +  z«  +  2ax  +  2by  -f  2cz  +  e  =  0 
zu  Grunde. 

Um  die  Beziehungen  kennen  zu  lernen,  welche  zwischen  den 
Koefficienten  der  Gleichungen  (1)  und  (6)  bestehen  müssen,  damit 
die  Relation  (5)  identisch  erfüllt  wird,  können  wir  in  doppelter 
Weise  vorangehen.     Wir  können  die  Determinante 

|a  —  CO  0  0  X  —  acö! 

.1         0  jS  —  a>  0  k  —  ho) 

^^]         0  0  Y  —  (D      fi  —  co) 

I  X  —  aco  X  —  bco  fi  —  cco  v  —  ea> 
aus  den  Koefficienten  der  linken  Seite  betrachten  und  die  Be- 
dingungen aufsuchen,  unter  denen  alle  ihr  angehörenden  drei- 
reihigen Unterdeterminanten  verschwinden. 

Damit  die  aus  den  drei  ersten  Zeilen  und  Kolonnen  ge- 
bildete Determinante  null  wird,  mufs  sein: 

(a  —  cö)  (/S  —  CO)  (y  —  cö)  =  0. 
Indem  wir  wieder  von   dem  Falle  absehen,   dafs  zwei  der 
Koefficienten  a,   ß,   y   einander   gleich   sind,    und   etwa  co  =»  a 
wählen,  erkennen  wir  sofort,  dafs  die  angegebenen  Unterdeter- 
minanten sämtlich  gleich  null  sind,  sobald  noch  x  ^=  aa  und 

ß  -a  0  X  —  \>a\ 

(8)  0  7  —  a       ^  -  ca     =  0 

X  —\ya     {i  —  CXI     V  —  Qa 
ist. 

Auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (5)  stehen  jetzt  als  qua- 
dratische Glieder  nur 

iß  -  «)  y*  +  (/  -  ß)  z*. 
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Demnach  mufs  das  Ebenenpaar  auf  der  rechten  Seite  die 
Form  haben: 

(y  Vß"-  «  +  z  y^^^^r  +  m)(yVß  ~"^  -  z  Vcc^^  +  n)  —  0. 

Hier  dürfen  wir  m  und  n  als  gegeben  betrachten  und  können 
dann  die  KoefEcienten  a,  b,  c,  e  berechnen. 

In  gleicher  Weise  können  wir  auch  die  beiden  Koefficienten 
ß  lind  Y  der  Gleichung  (1)  benutzen;  nur  müssen  wir  von  vorn- 
herein den  Wert  co  =  0  ausschliefsen ,  da  dieser  die  gegebene 
Fläche  selbst  und  nicht  das  gesuchte  Ebenenpaar  liefert. 

9.  Wir  können  aber  auch  zunächst  die  Bedingungen  auf- 
suchen, welche  zwischen  den  Koefficienten  der  beiden  Ebenen 
A  — 0  und  B  =  0  bestehen  müssen,  damit  die  Gleichung  (5) 
befriedigt  wird.     Es  sei 

A  =  mx  -|-  ny  +  pz  -|-  q 
B  =  m'x  +  n'y  +  pz  +  q'. 
Dann  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

mm'  s=  a  —  oo  np'  +  ^^'p  =  0 

nn'    =  j9  —  CO  pm'-|-p'm=0 

PP     =7  —  ^  '^^^  +  ™^  *^  ^• 

Damit  die  drei  letzten  Gleichungen  mit  einander  vereinbar 
sind,  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

o    p     n 

p     o     m     =  2  mnp  —  0. 
n     m    o 

Für  m  —  0  mufs  aber  co  =«  a,  also  wegen  unserer  Annahme 
n,  p,  n',  p'  von  null  verschieden  sein.  Somit  ist  auch  m'  =  0, 
und  wir  dürfen 

n  =  n'  =  Kß  —  a,  p  =5=  —  p'  =■  Ka  —  / 
setzen.     Dadurch  sind  wir  wieder  zu  den  früheren  Gleichungen 
gelangt. 

10.  Die  Mittelpunkte  der  Kurven,  in  denen  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  von  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird,  liegen 
in  einem  Durchmesser,  für  den  die  konjugierte  Durchmesserebene 
zu  den  gegebenen  Schnittebenen  parallel  ist.  Somit  liegen  auch 
die  Mittelpunkte  paralleler  Kreise  in  einem  Durchmesser.  Wenn 
die  Fläche  die  Gleichung  hat 

ax'  +ßy*  +  rz^  =  \. 
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und  die  Gleichung  eines  Kreisschnittes  ist 

y  Vß  "  a  -\-  zVa  —  y  =  m, 

so  verhalten  sich  die  Koordinaten  x,  y,  z  des  konjugierten  Durch- 
messers wie 


0  :  V~^"-^  :  V^- 


—  y 


ß       '      r 

Ebenso  hat  der  durch  die  Ebene 


yß-a 


aus  dem  Paraboloid 

ax«  +  ßy^  +  2z  =  0 
ausgeschnittene  Kreis  in  einem  Punkte  des  Durchmessers  x  =  0. 


=i/' 


seinen  Mittelpunkt. 


ß^        a 

11.  Die  Tangentialebene  im  Schnittpunkte  eines  Durchmessers 
mit  der  Fläche  ist  zur  konjugierten  Durchmesser  ebene  parallel, 
und  die  Linie,  welche  sie  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat, 
mufs  als  eine  zu  den  Schnittlinien  der  parallelen  Ebenen  ähnliche 
Kurve  betrachtet  werden.  Legt  man  daher  im  Schnittpunkte  eines 
Durchmessers,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  von  Kreisschnitten 
hindurchgeht,  die  parallele  Ebene  zu  den  Ebenen  dieser  Kreise, 
so  berührt  sie  die  Fläche  in  der  Weise,  dafs  die  gemeinsame 
Linie  als  Kreis  mit  dem  Radius  null  aufgefafst  werden  kann.  Die 
Punkte,  deren  Tangentialebenen  mit  einer  Fläche  einen  unendlich- 
kleinen Kreis  gemein  haben,  heifsen  Kreispunkte  oder  Nabel- 
punkte der  Fläche.  Für  die  Flächen  zweiter  Ordnung  gilt  hier- 
nach der  Satz,  dafs  jede  zur  Tangentialebene  in  einem  Kreispunkte 
parallele  Ebene  ein  Kreisschnitt  der  Fläche  ist,  und  dafs  der  zu 
einem  Kreispunkte  führende  Durchmesser  durch  die  Mittelpunkte 
dieser  Kreise  hindurchgeht. 

Eine  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  kann  keine  Kreis- 
punkte enthalten,  weil  sie  von  jeder  Berührungsebene  in  reellen 
geraden  Linien  geschnitten  wird.  Ebenso  wenig  kann  man  bei 
Kegeln  und  Cylindern  von  Kreispunkten  sprechen.  Dagegen  liegen 
auf  einer  jeden  ungeradlinigen  eigentlichen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung zwei  oder  vier  Kreispunkte,  deren  Tangentialebenen  für  die 
derselben  Schar  angehörenden  Kreisschnitte  den  Übergang  von 
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einem  reellen  zu  einem  imaginären  Radius  vermitteln.  Die  Koordi- 
naten der  Kreispunkte  für  das  auf  die  Axen  bezogene  Ellipsoid 
sind: 


-±'/^:.y-o.^-±'/^ 


—  C 


C»' 


in  entsprechender  Weise  haben  die  des  zweischaligen  Hyperboloids 
die  Koordinaten: 


-±a/::-+-^;,-o,.-*c/ji 


—  r« 


und  die  des  elliptischen  Paraboloids: 

X  ==  0,  y  =■  ±  -   K  a*  —  b*    z  =«  _ 

-^  c  2        c 

Übungen : 

1)  Welcher  Axe  sind  die  sämtlichen  reellen  Kreisschnitte 
parallel 

a)  beim  Ellipsoid, 

b)  beim  einschaligen  Hyperboloid, 

c)  beim  zweischaligen  Hyperboloid, 

d)  beim  elliptischen  Paraboloid, 

e)  beim  elliptischen  Cylinder? 

(Für  das  zweischalige  Hyperboloid  wähle  man  eine  auf  der 
reellen  Axe  senkrechte  Ebene,  welche  aus  der  Fläche  eine  reelle 
Ellipse  ausschneidet.) 

2)  Man  gebe  diejenigen  Kreisschnitte  des  EUipsoids  und  der 
beiden  Hyperboloide  an,  welche  durch  den  Mittelpunkt  gehen. 
Wie  grofs  sind  die  Radien  der  ausgeschnittenen  Kreise? 

3)  a)  Durch  zwei  beliebige  nicht  parallele  Kreise  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  läfst  sich  eine  Kugel  legen. 

b)  Wo  liegen  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln.^ 

c)  Warum  läfst  sich  nur  durch  parallele  Kreise  einer  Rota- 
tionsfläche eine  Kugel  legen  .^ 

4)  a)  Wenn  ein  Flächenbüschel  eine  Kugel  enthält,  so  haben 
alle  ihre  Flächen  die  Ebenen   der  Kreisschnitte  gemeinschaftlich. 

b)  Gilt  diese  Behauptung  nur  für  die  reellen  Kreisschnitte? 

5)  Für  eine  gegebene  Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung 
läfst  sich  immer  ein  Koordinatensystem  bestimmen,  in  welchem 
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die  X-  und  die  y-Axe  auf  einander  senkrecht  stehen  und  bei  dessen 
Benutzung  die  Gleichung  der  Fläche  die  Gestalt  annimmt: 

«  (x*  +  y»)  +  i3z*  -  1. 

6)  a)  Eine  Ebene,  welche  die  eine  von  zwei  einander  ringsum 
berührenden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einem  Kreispunkte  tan- 
giert, schneidet  die  andere  in  einer  Kurve,  welche  diesen  Punkt 
zum  Brennpunkte  hat. 

(Die  eine  Fläche  möge  die  Gleichung  F  =  0,  die  andere  die 
Gleichung  F  —  xL*=«0  haben,  wo  L  eine  lineare  Funktion  ist. 
Wenn  A  =  0  die  gegebene  Ebene  ist,  so  stellt  die  Verbindung 
der  Gleichungen  A  =  0,  F  =  0  einen  unendlich  kleinen  Kreis,  also 
die  Verbindung  der  Gleichungen  A  =  0,  F  —  xL*  =  0  einen 
Kegelschnitt  dar,  der  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Brenn- 
punkte hat.     Auch  läfst   sich  der  Beweis  rein  begrifflich  fuhren.) 

b)  Wenn  eine  Kugel  und  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ein- 
ander längs  einer  ebenen  Kurve  berühren,  so  schneidet  jede 
Tangentialebene  der  Kugel  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte,  für 
den  der  Berührungspunkt  ein  Brennpunkt  ist. 

(Die  Kugel  hat  mit  jeder  ihrer  Tangentialebenen  einen  Kreis 
vom  Radius  null  gemeinschaftlich.) 

c)  Dandelinscher  Satz:  Der  aus  einem  geraden  Kegel  durch 
eine  beliebige  Ebene  ausgeschnittene  Kegelschnitt  hat  seine  Brenn- 
punkte in  den  Berührungspunkten  der  Ebene  mit  den  beiden 
Kugeln,  welche  aufser  der  Ebene  noch  den  Kegelmantel  berühren. 

(Man  leite  diesen  Satz  auch  rein  elementar  her.) 

7)  Welche  Beziehung  mufs  zwischen  den  Axen  der  einzelnen 
Flächen  zweiter  Ordnung  bestehen,  damit  die  Ebenen  der  reellen 
Kreisschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen? 

8)  a)  Durch  jede  Erzeugende  des  Asymptotenkegels  eines 
Hyperboloids  kann  man  zwei  Ebenen  derartig  legen,  dafs  alle  zu 
ihnen  parallelen  Ebenen  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schneiden. 

(Die  unendlichfernen  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
sind  konjugierte  Pole  zum  unendlichfernen  Kugelkreise.) 

b)  Um  zu  erkennen,  ob  diese  Ebenen  reell  sind,  lege  man 
die  Ebene  der  Fläche  in  der  Form  zu  Grunde: 

a^^b^       c«       ~    ' 
wo  a  >  b  vorausgesetzt  wird.    Wenn  jetzt  a  ">  b  >  c  ist,  gehen 
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durch  jede  Gerade,  weiche  zum  Asymptoten kegel  parallel  ist,  zwei 
Ebenen,  deren  Schnittlinien  gleichseitige  Hyperbeln  sind.  Für 
c  >  a  liegt  auf  der  Fläche  keine  reelle  gleichseitige  Hyperbel, 
und  wenn  a  >  c  >  b  ist,  hat  nur  ein  Teil  der  Erzeugenden  des 
Asymptotenkegels  die  Eigenschaft,  dafs  sich  durch  sie  Ebenen  der 
verlangten  Art  legen  lassen. 

c)  Durch  jede  Gerade,  welche  zu  einer  Erzeugenden  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  parallel  ist,  gehen  zwei  Ebenen,  welche 
die  Fläche  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schneiden. 

d)  Von  wie  viel  willkürlichen  Parametern  hängt  die  Gesamt- 
heit der  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schneidenden  Ebenen,  von 
wie  vielen  die  der  Kreisschnitte  ab.^ 

9)  a)  Ordnet  man  jeder  Ebene  eines  Büschels  die  zu  ihr 
senkrechte  Ebene  eines  zweiten  Büschels  zu,  so  erzeugen  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  ein  Hyperboloid. 

(Der  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  in  Üb.  6)  §  23  S.  175 
angegebenen  Satzes.) 

b)  Der  Asymptotenkegel  dieses  Hyperboloids  ist  orthogonal 
(Üb.  13)  zu  §  31);  es  heifst  selbst  ein  orthogonales  Hyperboloid. 

c)  Diese  Fläche  hat  die  Eigenschaft,  dafs  auf  jeder  seiner 
Kreisscharen  zwei  Erzeugende  der  Fläche  senkrecht  stehen. 

d)  Die  Gleichung  eines  orthogonalen  Hyperboloids  kann  in 
rechtwinkligen  Koordinaten  auf  die  Form  gebracht  werden: 

X*  +  y*  +  2  (ax  +  /9)  z  —  m«. 

e)  Zwischen  den  Koefficienten  a,  b,  c  in  der  Gleichung 
dieser  Fläche 

a2"^b2       c^ 

besteht  die  Beziehung :  -^  =  ,  , ^' 

^     a«       b'^       c» 

f)  Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  für  den  die  Abstände 
von  zwei  festen  windschiefen  Geraden  ein  konstantes  Verhältnis 
haben,  ist  ein  orthogonales  Hyperboloid,  für  das  die  beiden  Geraden 
konjugierte  Polare  sind  (vgl.  Üb.  4)  §  27  S.  249). 

g)  Wenn  die  Abstände  gleich  sind,  so  geht  die  Fläche  in 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  über. 

10)  Welche  in  der  unendlichfernen  Ebene  gelegenen  Kurven 
zweiter  Ordnung  müssen  als  Kreise  aufgefafst  werden? 
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§  34. 
Die  konfokalen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

1.  Die  Hesseschen  Ebenenkoordinaten,  welche  wir  bisher  mit 
Ui,  Uj,  Us,  U4  bezeichnet  haben,  sollen  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen mit  u,  V,  w^  t  bezeichnet  werden,  so  dafs  für  jede 
reelle  Ebene  die  Beziehung  besteht:  u*  +  v*  +  w*  =«  1,  und  der 
unendlichferne  Kugelkreis  die  Gleichung  hat:  u*  +  v*  +  w*  —0. 
Hiernach  stellt  die  Verbindung  der  Gleichungen: 

(1)     t  —  0,  au»  +  ßv^  +  ^'w«  =  0 
einen  Kegel   dar,   der  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  zum 
Scheitel   hat.     Für  a  =  ß^=y  führen  diese  beiden  Gleichungen : 

(2)     t  — 0,  u«  -fv«  +  w«=0 
auf  den  Tangentialkegel,   der  vom   Anfangspunkte   aus  an    den 
unendlichfernen  Kugelkreis   gelegt   werden  kann.     Jeder  Kegel, 
welcher  für  irgend  einen  Wert  von  t  durch  die  Gleichungen  dar- 
gestellt wird: 

(3)  t  —  0,  (a  —  t)  u2  +  (^  -  r)  v»  +  (7  —  t)  w«  =  0, 
wird  als  ein  mit  dem  Kegel  (1)  kon fokaler  Kegel  bezeichnet. 
Demnach  heifsen  zwei  konzentrische  Kegel  konfokal,  wenn  der 
durch  sie  bestimmten  Schar  der  vom  gemeinschaftlichen  Scheitel 
nach  dem  unendlichfernen  Kugelkreise  führende  Kegel  angehört, 
oder  mit  andern  Worten,  wenn  ihre  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen auch  den  unendlichfernen  Kugelkreis  berühren. 

Die  Behandlung  des  Falles,  dafs  zwei  der  Koefficienten  a,  ^, 
7  einander  gleich  sind,  wollen  wir  dem  Leser  überlassen;  wir 
setzen  daher  in  den  folgenden  Entwicklungen  voraus,  dafs 

sein  soll. 

Sowohl  für  T  >  a  wie  für  t  <  7  stellt  die  Gleichung  (3) 
einen  imaginären  Kegel,  dagegen  fiir  a>T>7  einen  reellen 
Kegel  dar.  Für  a  >  r  >  j3  liegt  die  x-Axe  und  für  jS  >  r  >  7 
liegt  die  z-Axe  im  Innern  des  Kegels. 

Drei  Kegel  der  Schar  anen  in  Geradenpaare  aus,  nämlich 
diejenigen,  für  welche  t  einen  der  Werte  a,  j9,  7  erhält;  es  sind  dies: 

t  =  0,  (^  — a)v2  +(7  — a)w»— 0, 

(4)     t-0,  (a-/^)uM-(r-^)w»  =  0, 

t  — 0,  («  — 7)u2  -f  (/?  — 7)w»=0. 

21* 
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Jedes  dieser  Geradenpaare  liegt  auf  einer  Hauptebene  der 
sämtlichen  Kegel;  aber  nur  eines,  nämlich  das  durch  die  mittlere 
Gleichung  dargestellte,  ist  reell.  Die  Geraden  eines  solchen  Paares 
heifsen  Brenn  strahlen  für  jeden  Kegel  der  Schar.  Die  gemein- 
schaftlichen Tangentialebenen  der  konfokalen  Kegel  gehen  auch 
durch  die  Brennstrahlen  hindurch. 

Die  Tangentialebenen  an  einen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung, welche  zugleich  den  unendlichfernen  Kugelkreis 
berühren,  gehen  auch  durch  zwei  reelle  Geraden,  die 
Brennstrahlen  des  Kegels,  hindurch. 

2.  Jede  der  drei  Hauptebenen  hat  in  der  auf  ihr  senkrecht 
stehenden  Axe  die  gemeinsame  Polare  in  Bezug  auf  alle  Kegel 
der  Schar.  Dagegen  giebt  es  zu  jeder  andern  Ebene,  welche 
durch  den  Scheitel  geht,  nur  eine  einzige  konjugierte  Polarebene, 
nämlich  diejenige  Ebene,  in  welcher  die  sämtlichen  Polaren  in 
Bezug  auf  die  einzelnen  Kegel  der  Schar  liegen. 

Zwei  Ebenen,  welche  konjugierte  Polarebenen  zu  einander 
sind  für  alle  Flächen  der  Schar,  sind  einander  auch  in  Bezug  auf 
den  durch  den  unendlichfernen  Kugelkreis  gehenden  Kegel  zu- 
geordnet und  stehen  infolge  dessen  auf  einander  senkrecht.  Sie 
müssen  auch  zu  einander  konjugiert  sein  in  Bezug  auf  jedes 
der  Geradenpaare  (4);  aus  diesem  Grunde  schneiden  sie  jede 
Hauptebene  in  zwei  Strahlen,  welche  zu  den  in  ihr  liegenden 
Brennstrahlen  harmonisch  liegen.  Sobald  aber  zwei  Ebenen  kon- 
jugierte Polarebenen  von  einander  sind  in  Bezug  auf  zwei  Kegel 
der  Schar,  kommt  ihnen  dieselbe  Eigenschaft  in  Bezug  auf  alle 
Fläciien  der  Schar  zu.  Diese  einfache  Bemerkung  gestattet  es 
uns,  wichtige  Eigenschaften  von  solchen  Ebenenpaaren  zu  finden. 

3.  So  seien  m  und  n  zwei  in  einer  Hauptebene  liegende  und 
vom  gemeinsamen  Mittelpunkte  ausgehende  Strahlen,  welche  har- 
monisch liegen  zu  den  beiden  in  dieser  Ebene  enthaltenen  Brenn- 
strahlen. Legt  man  durch  m  eine  beliebige  Ebene  E  und  durch 
n  die  zu  ihr  normale  Ebene  E',  so  sind  diese  beiden  konjugierte 
Polarebenen  in  Bezug  auf  den  Kegel  (2)  und  den  Kegel  (4); 
folglich  sind  sie  zu  einander  in  Bezug  auf  alle  Kegel  (3)  kon- 
jugiert. Demnach  mufs  auch  die  Normalebene,  welche  von  der 
Polare  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegel  der  Schar 
auf  diese  Ebene  geßillt  wird,  durch  die  Gerade  n  gehen.    Somit 
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kann  man  irgend  einen  Strahl  m,  der  in  einer  Hauptebene  eines 
Kegels  vom  Scheitel  ausgeht,  zur  Axe  eines  Ebenenbüschels  wählen; 
zu  jeder  Ebene  E  dieses  Büschels  suche  man  die  Polare  in  Bezug 
auf  den  Kegel  und  fälle  von  dieser  Geraden  aus  die  senkrechte 
Ebene  E'  auf  E;  dann  geht  E'  durch  einen  zweiten  festen  Strahl 
n  der  Hauptebene.  Indem  die  Ebene  E  den  Büschel  um  die 
Gerade  m  beschreibt,  bewegt  sich  auch  E'  um  die  Gerade  n. 
Geht  man  umgekehrt  von  dem  zweiten  Büschel  aus,  so  führt  die 
Konstruktion  auf  den  ersten  Büschel.  Wenn  jetzt  m  den  Strahlen- 
büschel beschreibt,  welcher  in  der  ausgewählten  Hauptebene  den 
Mittelpunkt  des  Kegels  zum  Scheitel  hat,  so  beschreibt  die  Gerade 
n  denselben  Strahlenbüschel  in  der  Weise,  dafs  die  Geraden  des- 
selben einander  in volutorisch  zugeordnet  werden;  die  Hauptstrahlen 
dieser  Involution  sind  die  Brennstrahlen. 

4.  Man  gehe  speciell  von  einem  Brennstrahle  e  aus.  In 
Bezug  auf  den  zerfallenden  Kegel,  dem  er  angehört,  sind  zwei 
beliebige  durch  ihn  gehende  Ebenen  konjugierte  Polarebenen. 
Daher  sind  zwei  durch  e  gelegte  und  auf  einander  senkrecht 
stehende  Ebenen  zu  einander  konjugiert  in  Bezug  auf  alle  Kegel 
der  Schar.  Jeder  Brennstrahl  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  hat 
also  die  Eigenschaft,  dafs  die  Paare  der  durch  ihn  hindurchgelegten 
konjugierten  Polarebenen  eine  Kreisinvolution  bilden;  umgekehrt 
ist  jede  Gerade,  für  welche  die  zugehörige  Ebeneninvolution 
orthogonal  ist,  ein  Brennstrahl  des  Kegels. 

Nimmt  man  jetzt  die  Polarebene  des  Brennstrahls,  die  zuge- 
hörige Direktrixebene,  hinzu,  so  kann  man  die  Polare  zu  jeder 
durch  den  Brennstrahl  e  gehenden  Ebene  leicht  konstruieren, 
indem  man  den  Strahl  bestimmt,  in  welchem  die  in  e  auf  dieser 
Ebene  errichtete  Normalebene  die  Direktrixebene  schneidet.  Die 
Tangentialebenen,  welche  von  einem  Strahle  a  der  Direktrixebene 
ausgehen,  berühren  in  zwei  Geraden,  welche  mit  dem  Brenn- 
strahle in  einer  Ebene  liegen,  und  diese  Ebene  steht  senkrecht 
zu  der  die  Geraden  a  und  e  verbindenden  Ebene.  Eine  beliebige 
Tangentialebene  möge  längs  einer  Geraden  g  berühren  und  die 
Direktrixebene  in  einer  Geraden  a  schneiden;  diese  beiden  Geraden 
bestimmen  im  Verein  mit  dem  zugehörigen  Brennstrahle  ein 
Dreikant,  dessen  Ebenen  im  Brennstrahle  auf  einander  senkrecht 
stehen. 
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5.  Der  Kegel  K  möge  die  Ebene  A  längs  der  Geraden  a 
berühren.  Durch  a  lege  man  die  zu  A  normale  Ebene  B  und 
bestimme  denjenigen  Kegel  K'  der  Schar,  welcher  die  Ebene  B 
berührt.  Dann  sind  die  Ebenen  A  und  B  konjugierte  Polarebenen 
für  den  Kegel  K  und  für  den  Kegel  (2),  somit  auch  für  alle  Kegel 
der  Schar,  speciell  für  den  Kegel  K'.  Demnach  wird  die  Ebene 
B  vom  Kegel  K'  längs  der  Geraden  a  berührt;  die  Gerade  a 
gehört  auch  dem  zweiten  Kegel  an.  Da  zudem  die  Ebenen  A 
und  B  konjugierte  Polarebenen  von  einander  sind  für  jeden  be- 
liebigen Kegel  der  Schar,  liegen  sie  harmonisch  zu  den  beiden 
Tangentialebenen  an  einen  solchen  Kegel  und  halbieren  die  von 
diesen  Ebenen  gebildeten  Winkel. 

6.  Umgekehrt  lege  man  durch  irgend  einen  vom  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkte  ausgehenden  Strahl  a  die  Tangential- 
ebenen an  einen  Kegel  der  Schar  und  halbiere  die  von  diesen 
beiden  Ebenen  gebildeten  Keile  durch  die  Ebenen  A  und  B.  Da 
diese  beiden  Ebenen  konjugierte  Polarebenen  sind  erstens  für  den 
ausgewählten  Kegel  und  zweitens  für  den  zum  unendlichfernen 
Kugelkreise  führenden  Kegel,  so  sind  sie  zu  einander  in  Bezug 
auf  jeden  Kegel  der  Schar  konjugiert.  Demnach  müssen  diejenigen 
beiden  Kegel,  welche  von  den  Ebenen  A  und  B  berührt  werden, 
durch  den  Strahl  a  gehen.  Nimmt  man  noch  einen  weiteren 
konfokalen  Kegel  hinzu  und  legt  an  ihn  vom  Strahle  a  aus  die 
Tangentialebenen,  so  sind  auch  diese  gegen  die  Ebenen  A  und 
B  gleich  geneigt.  Speciell  müssen  auch  die  Ebenen,  welche  nach 
den  beiden  reellen  Brennstrahlen  gelegt  werden  können,  als  Tan- 
gentialebenen an  einen  konfokalen  Kegel  aufgefafst  werden. 

Diese  einfache  Betrachtung  führt  zu  einer  Reihe  von  inter- 
essanten Sätzen,  welche  wir  hier  zusammenstellen  wollen. 

Durch  jeden  Strahl,  welcher  vom  Scheitel  konfo- 
kaler Kegel  zweiter  Ordnung  ausgeht,  lassen  sich  zwei 
Kegel  der  Schar  legen.  Diese  durchschneiden  einander 
rechtwinklig,  und  die  Tangentialebenen  halbieren  die 
Winkel  der  beide n  Tangentialebenen,  welche  vom  Strahle 
aus  an  irgend  einen  Kegel  der  Schar  gelegt  werden 
können. 

Zwei  konfokale  Kegel  zweiter  Ordnung  haben  ent- 
weder keinen  Strahl  gemeinschaftlich  oder  sie  durch- 
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schneiden  einander  in  vier  Strahlen  so,  dafs  sie  in  jedem 
dieser  Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wenn  von  einem  Strahle  aus  an  den  einen  von  zwei 
konfokalen  Kegeln  die  Tangentialebenen  A  und  B,  an 
den  andern  die  Tangentialebenen  C  und  D  gelegt  sind, 
so  sind  die  Winkel  (AC)  und  (BD)  einander  gleich. 

Jede  Tangentialebene  an  einen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung ist  gleich  geneigt  zu  den  beiden  Ebenen,  welche 
den  Berührungsstrahl  mit  den  Brennstrahlen  verbinden. 

Verbindet  man  die  Schnittlinie  von  zwei  Tangen- 
tialebenen an  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  je  mit  den 
Brennstrahlen  durch  eine  Ebene,  so  bildet  die  erste 
Tangentialebene  mit  der  einen  Verbindungsebene  den- 
selben Winkel,  wie  die  zweite  Tangentialebene  mit  der 
andern  Verbindungsebene. 

7.  Die  Schar  konfokaler  Kegel  kann  auch  vermittelst  Punkt- 
koordinaten behandelt  werden.  Für  rechtwinklige  Cartesische 
Koordinaten  geht  die  Gleichung  (3)  über  in 

(5)  -^L_+  y_  +  __^_  =  o. 

a  —  T       ß  —  T       7  — -  T 
Diese  Gleichung  hat  für  jedes  gegebene  Wertsystem  (x,  y,  z), 
das  keine  verschwindende  Koordinate  enthält,  zwei  reelle  Wurzeln 
X  und  fiy  welche  der  Bedingung  genügen: 

Zugleich  gilt  die  Gleichung: 

(6)    .-r-^-..-^^+  '* 


^a-X)ia-ii)   '   {ß-i)(ß-n) 


z« 


Ferner  besteht  für  r*  —  x*  +  y*  -)-  z*  bei  jedem  Werte  von 
T  die  Relation : 

(7)     r^(r-X){T^(i)^x^ß-T){r-r) 

Daraus  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(y-«)(7-^)   ■ 
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Diese  Gleichungen  entsprechen  ganz  denjenigen  Gleichungen, 
welche  wir  für  konfokale  Kegelschnitte  im  ersten  Teile  (S.  215 
bis  218)  benutzt  haben. 

8.  Der  Schnitt  eines  Kegels  mit  einer  konzentrischen  Kugel 
wird  als  ein  sphärischer  Kegelschnitt  bezeichnet  Aus  jedem 
Satze  über  einen  Kegel  geht  unmittelbar  ein  Satz  über  einen  sphä- 
rischen Kegelschnitt  hervor.  Wir  wollen  deshalb  im  folgenden 
die  wichtigsten  Sätze  zusammenstellen,  welche  sich  aus  den  voran- 
gehenden Untersuchungen  für  diese  Kurven  ergeben.  Dabei  woüen 
wir  von  dem  Schnitte  einer  Kugel  mit  einem  geraden  Kreiskegel, 
dem  Kreise,  absehen  und  wiederum  annehmen,  die  zu  Grunde 
gelegte  Gleichung  (1)  habe  drei  ungleiche  Koefficienten. 

Der  sphärische  Kegelschnitt  hat  drei  Paare  von  Mittelpunkten; 
jeder  Mittelpunkt  hat  von  allen  Mittelpunkten  der  andern  Paare 
den  sphärischen  Abstand  ^jt. 

Eine  solche  Kurve  besteht,  falls  sie  reell  ist,  aus  zwei  ge- 
trennten Zweigen;  zwei  Mittelpunkte,  welche  Gegenpunkte  von 
einander  sind,  liegen  im  Innern,  die  andern  im  Äufsern  der  Kurve. 

Die  imaginären  Tangenten  an  einen  sphärischen  Kegelschnitt, 
welche  zugleich  den  unendlichfernen  Kugelkreis  berühren,  gehen 
durch  zwei  Paare  von  reellen  Punkten,  die  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes. 

Als  konfokale  sphärische  Kegelschnitte  (d.  h.  als  Kegelschnitte 
mit  denselben  Brennpunkten)  können  solche  definiert  werden, 
deren  gemeinsame  Tangenten  auch  den  unendlichfernen  Kugel- 
kreis berühren. 

Die  Winkel,  welche  die  von  einem  Punkte  der  Kurve  nach 
den  Brennpunkten  gezogenen  Hauptkreise  mit  einander  bilden, 
werden  durch  die  Tangente  und  die  Normale  des  Punktes  halbiert. 

Durch  jeden  Punkt  der  Kugel  gehen  zwei  Kurven,  welche 
einer  gegebenen  Schar  konfokaler  Kegelschnitte  angehören;  diese 
durchschneiden  einander  rechtwinklig.  Die  in  diesem  Punkte  an 
die  beiden  hindurchgehenden  Kurven  gelegten  Tangenten  halbieren 
die  Winkel  der  beiden  Tangenten,  welche  von  dem  Punkte  aus 
an  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schar  gelegt  werden. 

Die  in  einem  Brennpunkte  eines  sphärischen  Kegelschnittes 
in  Bezug  auf  denselben  erzeugte  Involution  ist  orthogonal. 
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Indem  wir  wieder  die  Polare  seines  Brennpunktes  als  die 
zugehörige  Direktrix  bezeichnen,  können  wir  die  Sätze  aufstellen : 

Der  Pol  eines  jeden  durch  einen  Brennpunkt  gehenden  Haupt- 
kreises liegt  im  Schnittpunkt  der  Direktrix  mit  der  Senkrechten, 
welche  im  Brennpunkte  auf  dem  gegebenen  Hauptkreise  errichtet 
wird. 

Die  auf  einer  Tangente  von  ihrem  Berührungspunkte  und 
dem  Schnitt  mit  einer  Direktrix  begrenzte  Strecke  erscheint  von 
dem  zugehörigen  Brennpunkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel. 

9.  Wenn  wir  unserer  Untersuchung  ein  specielles  Koordi- 
natensystem zu  Grunde  gelegt  haben,  so  thut  das  der  Allgemein- 
heit der  Resultate  keinen  Abbruch.  Denn  jeder  Kegel  kann,  indem 
er  auf  seine  Axen  bezogen  wird,  durch  die  Gleichungen  (1)  dar- 
gestellt werden;  die  Gleichung  (2)  giebt  aber  bei  jeder  Lage  der 
(rechtwinkligen)  Axen  den  vom  Anfangspunkte  nach  dem  unend- 
lichfernen Kugelkreise  gelegten  Kegel.  Unsere  Resultate  gelten 
also  für  jede  Schar  konzentrischer  Kegel,  welcher  der  zum  un- 
endlichfernen Kugelkreise  führende  Kegel  angehört. 

Übungen : 

1)  Auf  welcher  Ebene  liegen  die  reellen  Brennstrahlen  des 
Kegels 

2)  a)  Man  untersuche  die  Schar  konfokaler  Cylinder,  indem 
man  die  durchgeführten  analytischen  Entwicklungen  in  geeigneter 
Weise  umändert.  Zu  jedem  der  gefundenen  Resultate  gebe  man 
den  entsprechenden  Satz  an. 

b)  Umgekehrt  übertrage  man  die  für  konfokale  Kegelschnitte 
geltenden  Sätze  rein  geometrisch  auf  Cylinder,  indem  man  jeden 
Punkt  der  Ebene  durch  die  in  ihm  auf  der  Ebene  errichtete  Senk- 
rechte ersetzt. 

3)  a)  Für  jeden  (eigentlichen)  Kegel  zweiter  Ordnung  ist  die 
Summe  oder  die  Differenz  der  Winkel  konstant,  welche  die  beiden 
Brennstrahlen  mit  einer  seiner  Erzeugenden  einschliefsen. 

(Man  benutze  die  beiden  letzten  in  6.  angegebenen  Sätze, 
indem  man  noch  zu  dem  einen  Brennstrahle  den  Gegenstrahl  in 
Bezug  auf  die  eine,  und  zu  dem  andern  Brennstrahle  den  Gegen- 
strahl in  Bezug  auf  die  andere  Tangentialebene  konstruiert.) 
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b)  Für  jeden  Kegel  zweiter  Ordnung  ist  je  nach  der  auf  den 
Brennstrahlen  gewählten  Richtung  die  Summe  oder  die  DifFereaz 
der  Winkel  konstant,  welche  die  Kanten  mit  den  Brennstrahlen 
einschliefsen. 

(Wenn  die  Summe  der  Winkel  (fa)  und  (f'a)  konstant  ist, 
wo  f  und  f  zwei  Halbgeraden  auf  den  Brennstrahlen  sind  und  a 
eine  beliebige  Erzeugende  ist,  so  kann  man  f  durch  die  dem- 
selben Brennstrahle  angehörende  entgegengesetzte  Halbgerade  fi 
ersetzen;  dann  ist  (f  a)  +  (fi a)  =  :t,  also  ist  auch  (fa)  —  (fia) 
konstant.) 

4)  a)  Die  Polare  zur  Ebene  (u,  v,  w,  0)  in  Bezug  auf  den 
Kegel  (2),  d.  i.  die  auf  dieser  Ebene  im  Scheitel  errichtete  Senk- 
rechte, hat  rechtwinklige  Koordinaten  (x,  y,  z),  die  sich  wie 
u  :  V  :  w  verhalten.  Demnach  hat  derjenige  Kegel,  dessen  Erzeu- 
gende je  auf  den  Tangentialebenen  des  Kegels  (1)  senkrecht  stehen, 
der  Reciprokalkegel,  die  Gleichung: 

9  9  9 

ax«  -f  ßy^  +  yz«  =  0  oder  —  _^  ^_  +  !L  =  o,  t  —  0. 
f     j      i   i  a         ß         Y 

b)  Die  Brennstrahlen  eines  Kegels  stehen  auf  den  Kreis- 
schnitten des  Reciprokalkegels  senkrecht. 

5)  Der  in  4)  eingeführte  Reciprokalkegel  ermöglicht  es,  zu 
jedem  Satze  über  Brennstrahlen  einen  entsprechenden  Satz  über 
Kreisschnitte  anzugeben. 

a)  Die  Geraden,  in  denen  eine  Berührungsebene  eines  Kegels 
von  den  beiden  durch  seinen  Scheitel  gehenden  Kreisebenen  ge- 
schnitten wird,  bilden  mit  dem  Berührungsstrahle  der  Ebene  gleiche 
Winkel. 

b)  Sind  a  und  b  zwei  Erzeugende  des  Kegels  und  c  und  d 
die  Geraden,  in  denen  ihre  Verbindungsebene  die  Kreisebenen 
schneidet,  so  sind  die  Winkel  (ac)  und  (bd)  einander  gleich. 

c)  Die  Summe  der  Winkel,  w^elche  eine  Berührungsebene 
mit  den  Kreisebenen  bildet,  ist  konstant. 

6)  Zu  den  Sätzen  über  die  Brennpunkte  eines  sphärischen 
Kegelschnittes  fügen  wir  die  folgenden  hinzu: 

a)  Der  sphärische  Kegelschnitt  hat  vier  Brennpunkte,  welche 
paarweise  im  Innern  eines  der  beiden  Zweige  liegen.  Für  zwei 
Brennpunkte,  welche  im  Innern  desselben  Zweiges  liegen,  ist  die 
Summe  der  sphärischen  Entfernungen   für  alle  Punkte   je   eines 


S  34.    Die  konfokalen  Kegel  zweiter  Ordnung.  331 

Zweiges  konstant;    wählt  man  zwei  Brennpunkte  innerhalb  ver- 
schiedener Zweige,  so  ist  die  Differenz  der  Brennstrahlen  konstant. 

b)  Das  Produkt  aus  den  Sinus  der  beiden  Senkrechten,  welche 
von  den  Brennpunkten  auf  eine  Tangente  gefällt  werden,  ist 
konstant. 

c)  Die  Fokalstrahlen  zweier  Punkte  der  Kurve  bilden  ein 
sphärisches  Viereck,  welches  einem  Kreise  umgeschrieben  ist. 

(Sind  von  den  Punkten  a  und  ß  die  Hauptkreise  nach  den 
Brennpunkten  gezogen,  so  kann- man,  weil  jeder  dieser  Haupt- 
kreise zwei  Brennpunkte  enthält,  diese  so  wählen,  dafs  die  DiflFerenz 
der  Brennstrahlen  dieselbe  ist  oder  dafs,  wenn  a  und  b  die 
Brennstrahlen  von  a,  c  und  d  die  von  ß  sind,  a  —  b  =  d  —  c, 
also  a  -|-  c  =—  b  -[-  d  ist.) 

d)  Der  sphärische  Kegelschnitt  ist  der  Ort  eines  Punktes, 
für  den  der  Sinus  der  sphärischen  Entfernung  von  einem  festen 
Punkte  in  konstantem  Verhältnisse  steht  zum  Sinus  des  sphärischen 
Abstandes  von  einem  festen  Hauptkreise. 

e)  Die  Fufspunkte  der  von  einem  Brennpunkte  auf  die  Tan- 
genten gefällten  Senkrechten  liegen  auf  einem  Kreise. 

7)  Indem  wir  die  für  Brennpunkte  geltenden  Sätze  vermittelst 
des  Reciprokalkegels  (Üb.  4)  und  des  ihm  entsprechenden  Kegel- 
schnittes auf  die  Schnittlinien  mit  den  beiden  Kreisebenen,  die 
cykiischen  Linien,  übertragen,  erhalten  wir  folgende  Sätze: 

a)  Jede  Tangente  eines  sphärischen  Kegelschnittes  bildet  mit 
den  cykiischen  Linien  Winkel,  deren  Summe  konstant  ist. 

b)  Das  Dreieck,  welches  die  beiden  cykiischen  Linien  mit 
einer  Tangente  einschliefsen ,  hat  einen  von  der  Wahl  der  Tan- 
gente unabhängigen  Inhalt  [nach  a)]. 

c)  Wenn  ein  Hauptkreis  einen  sphärischen  Kegelschnitt  in 
den  Punkten  a  und  ß  und  seine  cykiischen  Linien  in  den  Punkten 
7  und  ö  schneidet,  so  ist  ay  =  ßd. 

d)  Der  zwischen  zwei  cykiischen  Linien  liegende  Teil  einer 
Tangente  wird  im  Berührungspunkte  halbiert. 

e)  Irgend  zwei  Tangenten  schneiden  die  cykiischen  Linien 
in  vier  Punkten,  welche  auf  einem  Kreise  liegen. 

8)  Man  begründe  mittelst  der  angegebenen  Sätze  die  Richtig- 
keit folgender  Bemerkung:  Ein  sphärischer  Kegelschnitt  kann 
sowohl  als  Ellipse  wie  als  Hyperbel  aufgefafst  werden;  das  Analogo n 
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zu  den  Brennpunkten  bilden  wieder  die  Brennpunkte,  während 
den  Asymptoten  die  cyklischen  Linien  entsprechen. 

9)  Als  einen  Büschel  von  ähnlichen  sphärischen  Kegelschnitten 
definieren  wir  denjenigen  Büschel,  der  den  unendlichfernen  Kugel- 
kreis enthält,  der  also  durch  die  Gleichung: 

x2       V*       z2 

dargestellt  wird.  Um  den  Namen  zu  rechtfertigen,  w^eisen  wir 
darauf  hin,  dafs  auf  jedem  vom  Punkte  (0,  0,  1)  ausgehenden 
Hauptkreise  durch  die  zu  den  Parametern  X  und  jC  gehörenden 
Kurven  Strecken  abgeschnitten  werden,  deren  Sinusquadrate  sich 
verhalten  wäe  Xy  —  1  zu  X'y  —  1. 

a)  Dem  Büschel  gehören  drei  Paare  von  Hauptkreisen  an; 
nur  eines  dieser  Paare  ist  reell  (die  cyklischen  Linien). 

b)  Durch  jeden  Punkt  auf  der  Kugel  geht  eine  Kurve  des 
Büschels,  und  jeder  Hauptkreis  wird  von  zwei  reellen  Kurven 
desselben  berührt;  die  vier  Berührungspunkte  teilen  den  Haupt- 
kreis in  vier  gleiche  Teile.  Diese  Punkte  sind  die  Halbierungs- 
punkte für  jede  Sehne,  welche  auf  dem  Hauptkreise  durch  eine 
Kurve  des  Büschels  ausgeschnitten  wird. 

c)  Jeder  Punkt,  der  nicht  mit  einem  Mittelpunkte  der  Kurven 
zusammenfällt,  ist  zu  einem  Punkte  (und  seinem  Gegenpunkte) 
konjugierter  Pol  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels.  Irgend 
zwei  derartig  mit  einander  verbundene  Punkte  haben  den  sphä- 
rischen Abstand  \jt, 

§  35. 

Die  Schar  der  konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1.   Es  sei 

(1)    F(u,v,w,t)-0 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Klasse  in  Hesseschen  Koordi- 
naten.   Indem  wir  aus  dieser  Fläche  und  dem   unendlichfernen 

Kugelkreise 

(2)     u«  +  v2  +  w2=«0 

eine  Flächenschar 

(3)     F  (u,  V,  w,  t)  —  r  (u«  -f  V«  -f  w»)  =  0 
bilden,  erhalten  wir  alle  diejenigen  Flächen,  welche  mit  den  ge- 
gebenen Flächen  kon fokal  sind.     Wir  nennen   demnach  zwei 
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Flächen  zweiter  Ordnung  konfokal,  wenn  ihre  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  auch  den  unendlichfernen  Kugelkrcis  berühren. 
Aus  dem  Begriffe  der  Schar  folgt,  dafs  jede  Ebene  des  Raumes 
von  einer  Fläche  berührt  wird,  die  mit  einer  gegebenen  Fläche 
konfokal  ist. 

2.  Wie  wir  wissen,  besitzt  die  Gleichung  vierten  Grades, 
durch  welche  die  einer  Schar  angehörenden  Grenzflächen  gefunden 
werden,  nur  dann  gleiche  Wurzeln,  wenn  die  Flächen  einander 
berühren.  Im  vorliegenden  Falle  gehört  der  Schar  eine  uneigent- 
iiche  imaginäre  Fläche,  der  unendlichferne  Kugelkreis,  an;  folglich 
sind  in  Bezug  auf  Berührung  nur  vier  Fälle  möglich:  entweder 
berühren  die  Flächen  einander  gar  nicht,  oder  sie  berühren  ein- 
ander in  einem  beliebigen  unendlichfernen  Punkte,  oder  die  Be- 
rührung findet  in  zwei  Punkten  des  unendlichfernen  Kugelkreises 
statt,  oder  die  Flächen  berühren  einander  längs  dieses  Kreises. 
Im  dritten  Falle  ist  die  Fläche  (1)  eine  Umdrehungsfläche,  im 
vierten  eine  Kugel.  Davon  wollen  wir  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen ganz  absehen  und  dem  Leser  überlassen,  derartige 
Scharen  zu  untersuchen. 

Im  ersten  Falle  hat  die  Schar  vier,  im  zweiten  drei  Kegel- 
schnitte als  Grenzflächen.  Die  eine  ist  immer  der  unendlichferne 
Kugelkreis;  die  andern  sollen  die  Fokalkurven  der  Schar  und 
zugleich  die  Fokalkurven  für  jede  der  Schar  angehörende  Fläche 
genannt  werden.  Ihre  Ebenen  haben  für  alle  Flächen  der  Schar 
denselben  Pol. 

3.  Die  wichtigsten  Eigenschaften  konfokaler  Flächen  ergeben 
sich  aus  dem  Satze,  dafs  irgend  zwei  Ebenen,  welche  konjugierte 
Polarebenen  für  die  Fläche  (2)  sind,  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Um  daher  alle  diejenigen  Ebenen  zu  finden,  welche  zu  einer 
willkürlich  gegebenen  Ebene  E  in  Bezug  auf  alle  Flächen  der 
Schar  konjugierte  Polarebenen  sind,  hat  man  ihren  Pol  jc  in  Bezug 
auf  eine  beliebige  Fläche  der  Schar  zu  suchen  und  von  diesem 
Punkte  die  Senkrechte  p  auf  die  Ebene  E  zu  fällen;  alle  durch 
p  gelegten  Ebenen  sind  konjugierte  Polarebenen  von  E  für  zwei 
und  damit  für  alle  Ebenen  der  Schar.  Die  Gerade  p,  welche  auf 
E  senkrecht  steht,  enthält  die  Pole  von  E  in  Bezug  auf  alle  zu 
(l)  konfokalen  Flächen. 

4.  Wenn  der  Punkt  Jt  zugleich  der  Pol  für  den  unendlich- 
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fernen  Kugelkreis  ist,  wenn  also  alle  durch  jr  gehenden  Geraden 
auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehen,  so  hat  die  Ebene  E  für  alle 
Flächen  der  Schar  denselben  Pol.  Solcher  Ebenen  giebt  es  drei 
oder  vier;  die  eine  von  ihnen  ist  die  unendlichfeme  Ebene  als 
singulare  Ebene  der  Fläche  (2).  Wenn  der  Pol  dieser  Ebene  ihr 
nicht  angehört,  so  ist  er  der  gemeinsame  Mittelpunkt  der  Flächen; 
wenn  aber  die  unendlichferne  Ebene  eine  Fläche  der  Schar  be- 
rührt, so  ist  sie  Tangentialebene  an  alle  Flächen  und  ihr  Berührungs- 
punkt ist  für  alle  derselbe. 

Für  jede  andere  Ebene  mit  gemeinsamem  Pole  kann  dieser 
nur  in  der  unendlichfernen  Ebene  und  senkrecht  über  der  Ebene 
liegen.  Die  eigentlichen  Ebenen,  welche  dieser  Forderung  ge- 
nügen, sind  Hauptebenen  für  die  Flächen  der  Schar. 

Die  konfokalen  Flächen  derselben  Schar  sind  ent- 
weder sämtlich  Mittelpunktsflächen  mit  denselben  Axen 
oder  sämtlich  Paraboloide  mit  denselben  beiden  Haupt- 
ebenen. 

5.  Von  einem  gegebenen  Punkte  n  des  Raumes  lege  man  den 
Tangentialkegel  an  eine  beliebige  Fläche  der  Schar  und  bestimme 
die  drei  Hauptebenen  L,  M,  N  dieses  Kegels.  Diese  drei  Ebenen 
bilden  ein  Polardreikant  sowohl  für  die  ausgewählte  Fläche  wie 
für  den  unendlichfernen  Kugelkreis,  also  auch  für  jede  Fläche  der 
Schar.  Die  gemeinsamen  Polarebenen  zur  Ebene  L  gehen  somit 
durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  M  und  N;  ebenso  gehen  die 
zu  M  gemeinschaftlichen  Polarebenen  durch  den  Schnitt  von  L 
und  N,  und  die  zu  N  gemeinschaftlichen  Polarebenen  durch  den 
Schnitt  von  L  und  M.  Diejenige  Fläche  der  Schar,  welche  von 
der  Ebene  L  berührt  wird,  hat  demnach  auch  alle  durch  die 
Schnittlinie  von  M  und  N  gehenden  Ebenen  zu  Polarebenen;  der 
Schnittpunkt  jt  dieser  drei  Ebenen  mufs  der  Berührungspunkt  der 
Ebene  L  sein.  Dieselbe  Betrachtung  zeigt,  dafs  auch  die  Berührungs- 
punkte der  Ebenen  M  und  N  je  mit  dem  Punkte  ji  zusammen- 
fallen. Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  also  drei  reelle 
Flächen  der  Schar,  welche  einander  rechtwinklig  schneiden.  Ihre 
Tangentialebenen  sind  die  Hauptebenen  für  den  Tangentialkegel, 
welcher  von  dem  Punkte  aus  an  irgend  eine  Fläche  der  Schar 
gelegt  werden  kann. 

6.  Zu  diesen  Resultaten  können   wir  auch   durch  folgende 
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Betrachtung  gelangen.  Um  den  Tangentialkegel  an  die  Fläche 
(3)  zu  erhalten,  welcher  vom  Punkte  (x',  y',  z')  ausgeht,  haben 
wir  die  Gleichung  (3)  mit  der  Gleichung 

(4)     ux'  +  vy'  +  wz'  +  t  —  0 

zu  verbinden.  Daraus  geht  hervor,  dafs  die  Gesamtheit  dieser 
Kegel  in  dem  Sinne,  den  wir  im  vorigen  Paragraphen  fest- 
gesetzt haben,  eine  Schar  konfokaler  Kegel  bildet.  Alle  diese 
Kegel  haben  dieselben  Axen;  ihnen  gehören  drei  Geradenpaare 
an,  deren  singulare  Ebenen  je  zwei  von  den  gemeinsamen  Axen 
enthalten.  Da  ein  Tangentialkegel  nur  dann  in  ein  Geradenpaar 
übergeht,  wenn  der  Scheitel  des  Kegels  dem  Büschel  angehört, 
so  gehen  durch  den  Punkt  (x',  y',  z')  drei  Flächen  der  Schar;  die 
singulare  Ebene  der  Geradenpaare  wird  jedesmal  zur  Tangential- 
ebene der  Fläche.     Wir  finden  also  den  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  drei  Flächen, 
welche  zu  einer  gegebenen  Fläche  konfokal  sind.  Ihre 
Tangentialebenen  stehen  auf  einander  senkrecht  und 
sind  die  Hauptebenen  für  jeden  Tangentialkegel,  wel- 
cher von  dem  Punkte  aus  an  eine  Fläche  der  Schar  ge- 
legt werden  kann. 

7.  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  sind  von 
den  drei  Geradenpaaren,  welche  der  Schar  konfokaler  Kegel  an- 
gehören, zwei  imaginär  und  eines  reell;  das  letzte  liefert  die 
Brennstrahlen  für  jeden  Kegel  der  Schar.  Daher  schneiden  sich 
in  jedem  Punkte  des  Raumes  zwei  ungeradlinige  und  eine  gerad- 
linige Fläche  der  Schar;  die  beiden  von  dem  Punkte  ausgehenden 
Geraden  der  hindurchgehenden  geradlinigen  Fläche  sind  die  ge- 
meinsamen Brennstrahlen  für  die  Tangentialkegel,  welche  von  dem 
Punkte  aus  an  die  konfokalen  Flächen  gelegt  werden  können. 

8.  Betrachten  wir  jetzt  zwei  sich  schneidende  konfokale 
Flächen.  Durch  jeden  Punkt  der  Schnittlinie  geht  noch  eine 
dritte  Fläche  der  Schar  in  der  Weise,  dafs  die  Tangentialebenen 
der  drei  Flächen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Indem  wir  jedes- 
mal von  der  dritten  Ebene  absehen  und  als  Winkel  zweier  krummen 
Flächen  den  ihrer  Tangentialebenen  bezeichnen,  können  wir  sagen: 

Zwei  einander  schneidende  konfokale  Flächen  stehen 
längs  ihrer  Schnittlinie  auf  einander  senkrecht. 
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9.  Nach  §  26,  9.  10  (S.  219)  bilden  die  Tangentialkegel, 
welche  von  einem  festen  Punkte  aus  an  die  Flächen  einer  Schar 
zweiter  Klasse  gelegt  werden  können,  wiederum  eine  Schar  zweiter 
Klasse.  Die  Eigenschaften  dieser  Kegelschar  hangen  vor  allem 
davon  ab,  ob  der  Scheitel  allgemeine  Lage  hat  oder  auf  der  zur 
Flächenschar  gehörenden  abwickelbaren  Fläche  oder  speciell  auf 
einem  Kegelschnitte  der  Schar  liegt.  In  unserm  Falle  ist  die 
abwickelbare  Fläche  imaginär,  und  es  sind  aufser  dem  unendlich- 
fernen Kugelkreise  die  Fokalkurven  die  einzigen  Kegelschnitte, 
welche  der  Schar  angehören.  Somit  erleiden  die  soeben  ent- 
wickelten Sätze  nur  dann  eine  Ausnahme,  wenn  der  Punkt  auf 
einer  Fokalkurve  der  Schar  angenommen  wird.  Alsdann  gehen 
die  von  ihm  ausgehenden  Tangentialkegel  (nach  §  25,  11.  12) 
eine  doppelte  Berührung  ein;  sie  berühren  daher  auch  jeden  Kegel- 
schnitt in  zwei  Punkten,  der  auf  einem  dieser  Kegel  liegt,  speciell 
den  unendlichfernen  Kugelkreis.  Jeder  Kegel,  dessen  Scheitel  auf 
einer  Fokalkurve  liegt  und  der  eine  Fläche  der  Schar  berührt, 
geht  hiernach  mit  dem  unendlichfernen  Kugelkreise  eine  doppelte 
Berührung  ein ;  er  ist  ein  gerader  Kreis-  oder  Umdrehungskegel. 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  unendlich 
vielen  Umdrehungskegeln  berührt;  es  sind  das  die- 
jenigen Tangentialkegel,  deren  Scheitel  auf  einer  Fokal- 
kurve der  Fläche  liegen. 

10.  Tangentialkegel,  welche  an  die  Flächen  einer  Schar  von 
einem  Punkte  eines  in  der  Schar  enthaltenen  Kegelschnittes  gelegt 
w^erden  können,  haben  (nach  §  25,  13)  die  besondere  Eigenschaft, 
unendlich  viele  gemeinsame  Polardreikante  zu  besitzen;  die  eine 
Kante  ist  die  in  dem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  gelegte  Tan- 
gente, die  beiden  andern  liegen  in  einer  festen  Ebene.  In  unserm 
Falle,  wo  die  gemeinsamen  Polartripel  auf  einander  senkrecht 
stehen,  bildet  die  Tangente  an  die  Fokalkurve  mit  irgend  zwei 
Geraden,  welche  im  Berührungspunkte  auf  ihr  und  unter  einander 
senkrecht  stehen,  ein  Axentripel  für  jeden  Tangentialkegel,  dessen 
Scheitel  mit  diesem  Punkte  zusammenfällt. 

Jede  Tangente  an  eine  Fokalkurve  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist  Rotationsaxe  für  denjenigen  Kegel, 
welcher  ihren  Berührungspunkt  zum  Scheitel  hat  und 
die  gegebene  Fläche  berührt. 
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11.  Wenn  man  durch  eine  gerade  Linie  g  des  Raumes  die 
Tangentialebenen  an  eine  Fläche  der  Schar  legt  und  die  durch 
diese  Ebenen  gebildeten  Keile  durch  die  Ebenen  M  und  N  hal- 
biert, so  sind  diese  beiden  Ebenen  konjugierte  Polarebenen  für 
alle  Flächen  der  Schar.  Demnach  sind  auch  M  und  N  konjugierte 
Polarebenen  von  einander  sowohl  für  diejenige  Fläche  der  Schar, 
welche  von  der  Ebene  M,  wie  für  diejenige,  welche  von  der 
Ebene  N  berührt  wird.  Jede  dieser  beiden  Flächen  berührt  also 
in  einem  Punkte  der  gegebenen  Geraden  eine  durch  die  Gerade 
hindurchgehende  Ebene  oder  sie  berührt  die  Gerade  g  selbst. 

Jede  Gerade  des  Raumes  berührt  im  allgemeinen 
zwei  Flächen  einer  Schar  konfokaler  Flächen  zweiter 
Ordnung;  die  Tangentialebenen  derselben  stehen  auf 
einander  senkrecht  und  halbieren  die  Winkel,  welche 
die  beiden  durch  die  Gerade  an  irgend  eine  Fläche  der 
Schar  gelegten  Tangentialebenen  mit  einander  bilden. 

12.  Dieser  Satz  erleidet  nur  eine  Ausnahme,  wenn  die  Gerade 
einer  Fläche  der  Schar  angehört.  Schneiden  jetzt  zwei  Ebenen 
M  und  N  einander  rechtwinklig  in  einer  solchen  Geraden,  so 
sind  sie  konjugierte  Polarebenen  sowohl  in  Bezug  auf  diejenige 
Fläche,  auf  welcher  die  Gerade  liegt,  als  auch  in  Bezug  auf  den 
unendlichfernen  Kugelkreis.  Daher  sind  irgend  zwei  solche  Ebenen 
konjugierte  Polarebenen  von  einander  für  jede  Fläche  der  Schar; 
die  zur  Geraden  gehörende  Ebeneninvolution  ist  orthogonal. 

Die  Involution,  welche  von  den  durch  eine  gerade 
Linie  gehenden  konjugierten  Polarebenen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  gebildet  wird,  ist  orthogonal,  wenn 
sich  durch  die  Gerade  eine  konfokale  Fläche  legen  läfst. 

13.  Wenn  die  Fläche  (1)  die  unendlichferne  Ebene  nicht 
berührt,  so  können  wir  die  Hesseschen  Koordinaten  so  transfor- 
mieren, dafs  die  Gleichung  (1)  die  Gestalt  annimmt: 

(5)     au2  +  j3v»  +  yw»  -  t«  =  0. 
Die  oben  gemachte  Annahme  verlangt,  dafs  die  drei  Koeffi- 
cienten  a,  ß,  y  verschieden  sind;  wir  dürfen  daher 

a>ß>r 
voraussetzen. 

Die  Gleichung  (2)  behält  ihre  Form  bei;  daher  erscheint  jetzt 
die  Gleichung  für  die  Flächen  der  Schar  in  der  Form: 

K i  11  ing,  Iiehrba2h  der  analyt.  Geometrie.    II.  22 
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(6)     (a  —  r)u'^  +  {ß  —  t)  v«  +  (y  -  t)  w«  -  t«  =  0. 
Wir  sehen  aus  dieser  Gleichung  wieder,  dafs  alle  Flächen   den- 
selben Mittelpunkt  und  dieselben  Axen  besitzen. 

Für  T  >  a  werden  alle  Koefficienten  in  (6)  negativ ;  für 
a>>T>^  ist  nur  der  Koefficient  von  u*  positiv;  für/J>T>/ 
sind  die  Koefficienten  von  u*  und  v*,  endlich  für  7>t  die  von 
u^,  V*,  w2  positiv.  Daher  stellt  die  Gleichung  (6)  im  ersten 
Falle  eine  imaginäre  Fläche,  im  zweiten  ein  zweischaliges  Hyper- 
boloid, im  dritten  ein  einschaliges  Hyperboloid  und  im  letzten 
Falle  ein  EUipsoid  dar. 

14.  Die  Gleichung  (6)  stellt  eine  Grenzfläche,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  wenn  r  einen  der  Werte  a,  j9,  y  annimmt.  Demnach 
sind  die  Gleichungen  der  Fokalkurven 

(19  —  a)  V«  -f-  (y  —  «)  w2  —  t«  =  0 
(7)     (a  —  /9)  u«  -f  (7  —  i9)  w2  —  t»  —  0 

(a  —  7)  u«  4-  (i^  -  /)  w«  —  t«  =  0. 

Von  diesen  drei  Kurven  ist  die  erste  imaginär,  die  zweite 
eine  Hyperbel,  die  dritte  eine  Ellipse. 

Indem  wir  eine  Ausdrucksweise,  welche  für  den  Fall,  dafs 
die  Gleichung  (5)  ein  EUipsoid  darstellt,  geometrisch  als  ganz 
berechtigt  anerkannt  werden  mufs,  auf  beliebige  Mittelpunktsflächen 
übertragen,  nennen  wir  bei  der  gemachten  Annahme  die  erste 
Axe  (die  x-Axe)  die  gröfste,  die  y-Axe  die  mittlere  und  die  z-Axe 
die  kleinste  Axe.  Alsdann  ist  diejenige  Fokalkurve  imaginär, 
welche  in  der  Ebene  der  beiden  kleinsten  Axen  liegt;  die  durch 
die  gröfste  und  kleinste  Axe  gelegte  Ebene  enthält  die  Fokal- 
hyperbel und  die  durch  die  beiden  gröfsten  Axen  gehende  Ebene 
die  Fokalellipse.  Die  gröfste  Axe  der  Fläche  ist  auch  die  gröfste 
Axe  für  die  Fokalellipse  und  die  reelle  Axe  für  die  Fokalhyperbel. 
Die  Scheitelpunkte  der  Fokalhyperbel  sind  die  Brennpunkte  der 
Fokalellipse,  und  die  Endpunkte  der  grofsen  Axe  der  Fokalellipse 
sind  die  Brennpunkte  der  Fokal hyperbel. 

Von  den  Fokallinien  einer  Mittelpunktsfläche  zwei- 
ter Ordnung  sind  stets  zwei  reell;  diese  liegen  in  den- 
jenigen beiden  Hauptebenen,  welche  sich  durch  die 
gröfste  reelle  Axe  legen  lassen.  Die  eine  ist  eine  Ellipse, 
die  andere  eine  Hyperbel;  jede  von  diesen  beiden  Kur- 
ven geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern  hindurch. 
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15.  Wenn  die  Fläche  (1)  ein  Paraboloid  ist,  also  ihre  Gleichung 
auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

(8)     au«  4-  ßw^  —  2wt  =  0, 
wo  wieder  a  >  ^  vorausgesetzt  werden  soll,  so  haben  alle  kon- 
fokalen Flächen  die  Gleichung: 

(9)     (a  -  t)  u2  +  (ß  —  t)  v2  —  TW«  —  2wt  =  0. 

Alle  diese  Flächen  sind  Paraboloide,  für  welche  die  Axe  und 
die  Hauptebenen  identisch  sind,  während  der  Scheitel  jede  Lage 
auf  der  Axe  erhalten  kann.  Für  t >  o  und  für  t <li5  stellt  die 
Gleichung  (9)  ein  elliptisches,  für  a  >  t  >  j3  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  dar. 

Die  beiden  Fokalkurven  der  Schar  haben  die  Gleichungen: 

ao^     ("^  -  ^)  v^  +  aw«  +  2wt  =  0 
^     ^     (a  —  ^)  u«  —  ^w2  —  2wt  =  0. 
Beide  sind  Parabeln,  welche  dieselbe  Axe  besitzen  und  in 

zwei  zu  einander  normalen  Ebenen  liegen;   der  Brennpunkt  der 

einen  ist  der  Scheitel  der  andern. 

16.  Indem  wir  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  in 
einen  beliebigen  Punkt  verlegen  und  die  Axen  des  von  diesem 
Punkte  aus  an  die  Fläche  (1)  gelegten  Tangentialkegels  zu  Koordi- 
natenaxen  wählen,  nimmt  die  Gleichung  (1)  die  Form  an: 

(11)     tA  +  ;iu2  +  ^v»  +  J^w«  =- 0, 
wo  A  eine  homogene  lineare  Form  von  u,  v,   w,  t  ist.     Daher 
nimmt  die  Gleichung  (3)  jetzt  die  Gestalt  an: 

(12)     tA  +  (>l  —  t)  u»  +  (iw  —  t)  v«  4-  (i^  -  t)  w»  =  0. 

Das  System  der  von  dem  neuen  Anfangspunkte  ausgehenden 
Tangentialkegel  kann  also  durch  die  Gleichungen  dargestellt  werden : 
(13)     t  =  0,  (;i  — t)u«  4-(^  —  t)v8  +(r  — t)w«=0. 

Wir  erkennen  wieder,  dafs  die  Tangentialkegel  konfokal  sind 
und  dieselben  Axen  besitzen. 

Die  Gleichung  (13)  stellt  für  r  =^  X  ein  Geradenpaar  dar, 
dessen  singulare  Ebene  die  entsprechende  Fläche  (12),  d.  i.  die- 
jenige Fläche,  welche  in  der  Gleichung  (1)  oder  (12)  zu  dem 
Parameter  jL  gehört,  in  dem  neuen  Koordinaten- Anfangspunkte 
berührt.  Da  dasselbe  für  die  beiden  andern  Werte  t  =  /i  und 
X  a=:  i;  gilt,  und  da  die  singulären  Ebenen  mit  den  neuen  Koordi- 
natenebenen zusammenfallen,  so  sehen  wir  wieder,  dafs  durch 
den  Punkt  drei  Flächen  der  Schar  gehen,   dafs  diese  einander 

22* 
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rechtwinklig  schneiden  und  dafs  die  Schnittlinien  von  je  zwei 
Tangentialebenen  die  Axen  für  alle  Tangentialkegel  sind,  die  von 
dem  Punkte  ausgehen.  Die  Form  der  Gleichung  (13)  fuhrt  uns 
aber  auf  einen  wichtigen  weiteren  Satz.  Wir  haben  gesehen,  dafe 
durch  den  ausgewählten  Punkt  diejenigen  drei  Flächen  gehen, 
deren  Parameter  P.,  ^,  v  sind;  diese  gehen  aber  auch  in  die 
Gleichung  (13)  ein.     Daraus  ergiebt  sich: 

Wenn  >l,  /w,  v  die  Parameter  derjenigen  drei  konfo- 
kalenFlächen  sind,  welche  durch  einen  gegebenenPunkt 
gehen,  so  kann  man  dem  Tangentialkegel,  welcher  von 
dem  Punkte  aus  an  die  durch  den  Parameter  r  bestimmte 
Fläche  der  Schar  geht,  in  Hesseschen  Ebenenkoordi- 
naten die  Gleichung  (13)  geben,  indem  man  als  neue 
Koordinatenebenen  diejenigenEbenen  wählt,  von  denen 
je  eine  der  drei  durch  den  Punkt  gehenden  konfokalen 
Flächen  in  diesem  Punkte  berührt  wird. 

17.  Eine  Ausnahme  können  die  aufgestellten  Sätze  nur  dann 
erleiden,  wenn  zwei  der  Koefficienten  A,  ^,  i^  einander  gleich 
sind.  Wenn  z.  B.  A  =  ^  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  (13)  die 
Gestalt  an: 

(U)     t  =  0,  (X  —  t)  (u«  -f  v«)  +  (i;  —  t)  w«  —  0; 
^ie   stellt   einen  Rotationskegel   dar,   dessen  Umdrehungsaxe   die 
neue  z-Axe  ist. 

Zugleich  geht  aber  die  Gleichung  (12)  für  t  «=  2  über  in 

(15)     tA  +  (r  —  jl)  w2  =  0. 

Da  diese  Gleichung  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  kon- 
fokalen Flächen  für  einen  speciellen  Wert  von  r  erhalten  wird, 
zugleich  aber  nur  drei  lineare  Ausdrücke:  t,  w,  A  enthält,  so 
entspricht  ihr  eine  der  Schar  angehörende  Grenzfläche,  eine  Fokal- 
kurve der  Schar.  Nun  haben  wir  aber  soeben  gesehen,  dafs  zu 
den  Werten  A,  //,  r  diejenigen  Flächen  gehören,  welche  durch 
den  neuen  Anfangspunkt  gehen;  dieser  Punkt  liegt  also  auf  der 
Fokalkurve  (15).  Da  zudem  diese  Kurve  durch  die  neue  z-Axe, 
die  Rotationsaxe  des  Kegels  (14)  berührt  wird,  so  können  wir 
den  Satz  aufstellen: 

Die  Rotationsaxen  für  alle  geraden  Kegel,  welche 
eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  berühren,  um- 
hüllen   als    Tangenten    die    beiden    Fokalkurven.      Der 
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Berührungspunkt  einer  jeden  Tangente  ist   der  Mittel- 
punkt desjenigen  Kegels,  der  dieseTangente  zur  Axe  hat. 

18.  Besonderes  Interesse  gewährt  es,  diesen  Satz  auf  die 
beiden  Fokalkurven  selbst  anzuwenden.  Der  von  einem  Punkte 
aus  an  einen  Kegelschnitt  gelegte  Tangentialkegel  ist  stets  der- 
jenige Kegel,  welcher  den  Kegelschnitt  enthält.  Wollen  wir  also  die 
Kreiskegel  erhalten,  welche  durch  einen  Kegelschnitt  gelegt  werden 
können,  so  haben  wir  den  Kegelschnitt  als  Fokalkurve  in  einer 
Schar  konfokaler  Flächen  zu  betrachten.  Dann  bleibt  der  letzte 
Satz  bestehen,  nach  welchem  die  Spitze  nur  auf  einer  Fokalkurve 
der  Schar  liegen  kann.  Im  vorliegenden  Falle  müssen  wir  von 
der  Kurve  selbst  absehen,  weil  für  ihre  Punkte  der  Kegel  in  eine 
Ebene  übergeht.  Somit  liegen  die  Spitzen  der  Rotationskegel  auf 
der  zugeordneten  Fokalkurve. 

Jeder  Kegelschnitt  liegt  auf  unendlich  vielen  ge- 
raden Kreiskegeln.  Die  Spitzen  aller  dieser  Kegel  ge- 
hören einem  zweiten  Kegelschnitte  an,  und  dieser  wird 
von  den  Rotationsaxen  berührt.  Umgekehrt  sind  die 
Spitzen  und  Axen  aller  dem  zweiten  Kegelschnitte  um- 
geschriebenen Rotationskegel  Punkte  und  Tangenten 
des  ersten  Kegelschnittes. 

19.  Wir  haben  vorhin  gesehen,  dafs  eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel  Fokalkurven  für  konfokale  Mittelpunktsflächen,  und  zwei 
Parabeln  Fokalkurven  für  alle  Paraboloide  sind.  Wir  können 
daher  den  soeben  ausgesprochenen  Satz  in  folgender  Weise  spe- 
cialisieren : 

Im  Räume  gehört  mit  jeder  Ellipse  eine  bestimmte  Hyperbel 
und  mit  jeder  Hyperbel  eine  bestimmte  Ellipse  in  der  Weise 
zusammen,  dafs  jeder  durch  eine  dieser  Kurven  gelegte  Rotations- 
kegel seinen  Scheitel  auf  der  andern  hat.  Die  beiden  Kurven 
haben  die  grofse  Axe  gemein,  und  ihre  Ebenen  stehen  auf  einander 
senkrecht.  Die  Brennpunkte  der  einen  sind  die  Scheitel  der  andern. 

Mit  einer  jeden  Parabel  gehört  im  Räume  eine  bestimmte 
zu  ihr  kongruente  Parabel  in  der  Weise  zusammen,  dafs  jeder 
gerade  Kreiskegel,  der  die  eine  der  beiden  Parabeln  enthält,  seinen 
Scheitel  auf  der  andern  hat.  Die  beiden  Parabeln  haben  die  Axe 
gemein,  ihre  Ebenen  stehen  auf  einander  senkrecht,  und  der 
Brennpunkt  der  einen  ist  der  Scheitel  der  andern. 
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20.  Indem  wir  eine  beliebig  gegebene  Gerade  zur  z-Axe  eines 
rechtwinkligen  Koordinaten -Systems  nehmen,  können  wir  bei 
passender  Wahl  der  xz-  und  der  yz-Ebene  erreichen,  dafs  die 
Fläche  (1)  in  den  zugehörigen  Hesseschen  Koordinaten  sich  durch 
die  Gleichung  darstellt: 

Aw  +  Bt  -f  du«  +  fcv«  =  0, 
wo  A  und  B  lineare  Ausdrücke  in   (u,  v,  w,  t)  sind.     Hiernach 
geht  die  Gleichung  (3)  über  in 

Aw  +  Bt  +  (d  ~  t)  u«  +  (e  —  t)  v«  —  zw^  =  0. 

Es  ändert  sich  also  nur  der  Koefficient  von  w  in  A,  sowie 
die  Koefficienten  d  und  €.  Wenn  6^8  ist,  so  sind  die  Ebenen 
t  =  u  ==  w  =  0  und  t  =  V  =  w  =  0  Tangentialebenen  an  die 
beiden  Flächen  der  Schar,  von  denen  die  Gerade  g  berührt  wird. 
Wenn  aber  6  =  6  ist,  so  liegt  die  z-Axe  auf  der  zum  Parameter 
d  gehörenden  Fläche,  und  die  Ebenen  w  =  t  =  0,  u*  +  v*  =»  0 
sind  gemeinschaftliche  Tangentialebenen  an  alle  Flächen  der  Schar. 

Übungen  : 

1)  Die  mit  einer  Kugel  konfokalen  Flächen  sind  die  kon- 
zentrischen Kugeln.  Alle  diese  berühren  einander  längs  des  un- 
endlichfernen Kugelkreises;  sie  bilden  demnach  zugleich  einen 
Büschel  und  eine  Schar. 

2)  Man  untersuche  die  Flächenschar,  welche  durch  konfokale 
Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  gebildet  wird.  Der  Einfachheit 
wegen  lege  man  die  Gleichung  (6)  bezw.  (9)  zu  Grunde  und 
nehme  an,  dafs  zwei  Koefficienten  gleich  sind. 

3)  Wie  ändern  sich  die  im  Paragraphen  angegebenen  Sätze, 
wenn  man  statt  eines  eigentlichen  einen  uneigentlichen  Punkt 
nimmt  .^ 

a)  Wieviel  Flächen  der  Schar  gehen  durch  einen  solchen 
Punkt  hindurch?  Was  wird  aus  den  Ebenen,  welche  je  eine  der 
hindurchgehenden  konfokalen  Flächen  in   dem  Punkte  berühren? 

b)  Was  wird  aus  den  Tangentialkegeln ,  wenn  ihr  Scheitel 
der  unendlichfernen  Ebene  angehört? 

c)  Haben  auch  diese  Kegel  gemeinsame  Brennstrahlen?  Wie 
liegen  dieselben  zu  den  drei  in  a)  angegebenen  Tangentialebenen? 

d)  Speciell  bestimme  man  die  Eigenschaften  der  Tangential- 
kegel,  welche  von  einem  unendlichfernen  Punkte  der  Fokalhyperbel 
ausgehen. 
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e)  Die  an  eine  Schar  konfokaler  Flächen  zweiter  Ordnung 
gelegten  Berührungscylinder,  welche  auf  einer  festen  Ebene  senk- 
recht stehen,  sind  selbst  konfokal. 

f )  Die  Umrisse  der  orthogonalen  Projektionen  eines  Systems 
von  konfokalen  Flächen  auf  irgend  eine  feste  Ebene  sind  kon- 
fokale Kegelschnitte. 

g)  Die  Umrisse  der  orthogonalen  Projektionen  einer  Schar 
von  konfokalen  Flächen  auf  eine  Ebene,  welche  zu  einer  Asymptote 
der  Fokalhyperbel  senkrecht  steht,  sind  konzentrische  Kreise. 

h)  Kann  derjenige  Cylinder,  welcher  eine  ungleichaxige  Hache 
zweiter  Ordnung  längs  eines  durch  den  Mittelpunkt  gehenden 
Kreisschnittes  berührt,  ein  gerader  Cylinder  sein.^ 

i)  Kann  überhaupt  ein  Kegel,  welcher  eine  ungleichaxige 
Fläche  zweiter  Ordnung  längs  eines  Kreises  berührt,  ein  Rotations- 
kegel sein? 

4)  a)  Die  beiden  von  einem  Punkte  ausgehenden  Erzeugenden 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind  Brennstrahlen  für  jeden  Kegel, 
welcher  von  dem  Punkte  aus  an  eine  beliebige  konfokale  Fläche 
gelegt  werden  kann. 

b)  Jede  Erzeugende  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  Träger 
einer  orthogonalen  Ebenen-Involution  in  Bezug  auf  jede  mit  der 
gegebenen  konfokale  Fläche. 

c)  Wenn  umgekehrt  eine  gerade  Linie  die  Eigenschaft  hat, 
dafs  je  zwei  hindurchgehende  Ebenen,  welche  konjugierte  Polar- 
ebenen in  Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  sind, 
auf  einander  senkrecht  stehen,  so  läfst  sich  durch  sie  eine  kon- 
fokale Fläche  hindurchlegen. 

d)  Wenn  eine  gerade  Linie  Brennstrahl  ist  für  einen  Kegel, 
der  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  berührt,  so  werden 
alle  durch  sie  hindurchgehenden  Ebenen  von  einer  und  derselben 
konfokalen  Fläche  berührt;  auf  dieser  Fläche  liegt  auch  der  zweite 
Brennstrahl  jenes  Kegels. 

e)  Sobald  eine  gerade  Linie  Brennstrahl  ist  für  einen  Tan- 
gentialkegel  an  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ist  er 
Brennstrahl  an  jeden  Kegel,  welcher  von  einem  ihrer  Punkte  aus 
an  die  Fläche  gelegt  werden  kann. 

f)  Legt  man  von  den  beiden  (imaginären)  Geraden  aus, 
welche  den  unendlichfernen  Kugelkreis  in  den  (imaginären)  Schnitt- 
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punkten  mit  einer  reellen  Ebene  berühren,  die  Tangentialebenen 
an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  sind  diese  allen  konfokalen 
Rächen  gemeinsam  und  schneiden  einander  in  zwei  reellen  Geraden, 
durch  welche  sich  wiederum  eine  mit  der  gegebenen  konfokale 
Fläche  legen  läfst.  Wie  liegen  diese  beiden  Geraden  zu  der 
ausgewählten  Ebene? 

g)  Die  in  a)  angegebenen  Geraden  bilden  eine  zweifache 
Unendlichkeit.  Durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  derartige  Linien 
und  auf  jeder  Ebene  liegen  entweder  zwei  solche  Linien  oder 
keine.  Die  Bestimmung  der  von  einem  Punkte  ausgehenden  Linien 
dieser  Art  hängt  von  einer  Gleichung  sechsten,  die  Bestimmung 
der  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  von  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  ab.  Die  Gleichung  sechsten  Grades  läfst  sich  zurückführen 
auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  mit  drei  reellen  Wurzeln  und 
auf  quadratische  Gleichungen. 

5)  a)  Die  beiden  Kegel,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  Raumes  aus  an  die  beiden  zusammengehörigen  Fokalkurven 
gelegt  werden  können,  sind  zu  einander  konfokal. 

b)  Können  diese  Kegel  identisch  werden .> 

c)  Läfst  sich  überhaupt  durch  die  beiden  Kurven  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  legen? 

6)  a)  Sucht  man  in  Bezug  auf  einen  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung  für  jeden  Punkt  einer  geraden  Linie  die  gemeinsame 
Polare,  so  liegen  diese  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

b)  Sucht  man  in  Bezug  auf  eine  Flächenschar  zweiter  Klasse 
für  jede  Ebene  eines  Büschels  die  zugehörige  gemeinsame  Polare, 
so  liegen  diese  auf  einer  Fläche  zweiter  Klasse. 

c)  Jede  Gerade,  welche  zu  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine 
Schar  konfokaler  Flächen  gemeinsame  Polare  ist,  ist  Normale  an 
eine  Fläche  der  Schar. 

(Die  Ebene  wird  von  einer  Ebene  der  Schar  berührt;  die 
auf  dieser  Ebene  in  ihrem  Berührungspunkte  errichtete  Senkrechte 
ist  mit  der  gegebenen  Geraden  identisch.) 

d)  Jede  Normale  an  eine  Fläche  dieser  Schar  ist  gemein- 
same Polare  zu  der  zugehörigen  Tangentialebene  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  der  Schar. 

e)  Legt  man  durch  eine  gerade  Linie  die  Tangentialebenen 
an  eine  Schar  konfokaler  Flächen  zweiter  Ordnung  und  bestimmt 
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zu  jeder  dieser  Ebenen  die  zugehörige  Normale,  so  erzeugen  diese 
eine  Fläche  zweiler  Klasse. 

(Durch  d)  auf  b)  zurückzuführen.) 

f)  Die  Schnittpunkte  der  in  e)  gefundenen  Fläche  mit  der 
gegebenen  Geraden  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Gerade  je  von 
einer  Fläche  der  Schar  berührt  wird. 

g)  Die  Fläche  ist  i.  2.  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
(Man  beachte  diejenige  Gerade  der  unendlichfernen   Ebene, 

welche  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  die  Polare  des  unendlich- 
fernen Punktes  der  gegebenen  Geraden  ist.) 

h)  Wenn  die  in  e)  angegebene  Gerade  Normale  an  eine 
Fläche  der  Schar  ist,  so  liegen  die  Normalen  in  einer  Ebene  und 
umhüllen  eine  Parabel. 

i)  Welche  Besonderheit  zeigt  die  in  e)  angegebene  Fläche 
in  dem  Falle,  dafs  die  Gerade  auf  einer  Fläche  der  Schar  liegt? 

7)  a)  Die  Quadrate  der  vom  gemeinsamen  Mittelpunkte  zweier 
konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung  auf  zwei  parallele  Tangential- 
ebenen derselben  gefällten  Senkrechten  haben  eine  konstante 
Differenz. 

(Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  u,  v,  w  je 
gleich,  aber  t  verschieden,  so  folgt  t*  —  t'*  ««t.) 

b)  Bei  zwei  konfokalen  Paraboloiden  liefert  der  Abstand  von 
irgend  zwei  parallelen  Tangentialebenen  gleiche  Projektionen  auf 
die  Axe. 

c)  Alle  Tangentialebenen  an  den  Asymptotenkegel  eines 
Hyperboloids  schneiden  aus  einem  festen  konfokalen  EUipsoid 
fiächengleiche  Ellipsen  aus. 

(Ist  die  Gleichung  (5)  die  eines  EUipsoids,  (6)  die  eines 
Hyperboloids,  so  gelten  für  die  Tangentialebenen  des  Asymptoten- 
kegels die  Gleichungen:  t  =  0,  >l  =  au^  -|-  |9v*  -|-  yw*.  Nach  a) 
ist  Z  das  Quadrat  des  Abstandes  der  parallelen  Tangentialebene 
an  das  EUipsoid.   Jetzt  folgt  die  Behauptung  aus  Üb.  7j  e)  zu  §  31.) 

d)  Irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  welche  drei 
feste  konfokale  Mittelpunktsflächen  berühren,  schneiden  sich  auf 
einer  bestimmten  konzentrischen  Kugel. 

(Aus  t2  =  au2  +  .  .  .,  t'8  =  (a  —  ;i)u'2  -f  .  .  .,  t"«  — 
{a  —  fi)  u"«  +  .  .  .  und  u«  +  u'»  +  u'«  =  1  u.  s.  w.  folgt 
tt+t'2+t"2  =  «.fi3  +  7-^~^.) 
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e)  Irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  welche  drei 
feste  konfokale  Paraboloide  berühren,  schneiden  einander  in  einer 
bestimmten  zur  Axe  senkrechten  Ebene. 

(Man  lasse  in  d)  den  Mittelpunkt  auf  einer  festen  Geraden 
immer  weiter  fortrücken  und  suche  die  Grenzlage.  Statt  dessen 
kann  man  auch  die  Gleichungen  (8)  und  (9),  letztere  für  X  und  //, 
mit  den  Gleichungen  zusammenstellen :  ux  +  .  .  .  +  t  ==»  0, 
u'x  +  .  .  .  +  t  =  0,  u  X  +  .  .  .  +  t  =  0.) 

8)  a)  Die  Kreiskegel,  welche  sich  an  die  Fläche  (5)  legen 
lassen,  können  auch  in  folgender  Weise  gefunden  werden.  Alle 
Flächen  zweiter  Klasse,  welche  durch  den  vom  Punkte  A  =  0 
an  die  Fläche  F  (u  .  .  .  t)  =  0  gelegten  Tangentialkegel  berührt 
werden,  lassen  sich  durch  die  Gleichung  darstellen :  F  +  >cAB  =  0, 
wo  B  ein  beliebiger  zweiter  Ausdruck  ersten  Grades  in  u,  v,  w, 
t  ist.  Soll  jener  Tangentialkegel  ein  gerader  sein,  so  mufs  sich 
eine  Kugel  bestimmen  lassen,  welche  von  dem  Kegel  ringsum 
berührt  wird;  bei  passender  Wahl  des  Faktors  x  und  der  KoeflS- 
cienten  in  B  stellt  dann  die  letzte  Gleichung  eine  Kugel  dar.  Ist 
also  C  =  0  die  Gleichung  eines  dritten  Punktes  (des  Mittelpunktes) 
in  der  Normalform,  r  der  Radius  der  Kugel,  A==»0  die  Spitze 
eines  geraden  Tangen tialkegels  an  die  Fläche  (5),  so  mufs  die 
identische  Gleichung  bestehen: 

(a)    au«  +  ßv^  +  7w2  —  t«  +  xAB 

=  ()  [C«  —  r2  (u«  +  V»  +  w«)]. 

b)  Von  jedem  Punkte  aus,  von  dem  ein  gerader  Tangential- 
kegel an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ausgeht,  läfst  sich  auch 
ein  gerader  Berührungskegel  an  jede  konfokale  Fläche  legen. 

(Die  Gleichung  (a)  bleibt  richtig,  wenn  man  a,  /8,  y  bezw. 
durch  a  —  t,  ß  —  t,  /  —  r  und  zugleich  pr*  durch  (>r*  +  t 
ersetzt.) 

c)  Damit  die  Gleichung  (a)  befriedigt  wird,  mufs  die  Gleichung 
iß)    (a  +  pr«)  u«  +  (^  +  QT^)  v2  +  (7  +  qt^)  w«  —  t«  =  0 

eine  Grenzfläche  darstellen. 

(Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  gleich  qC^  —  xAB.) 

d)  Der  Scheitel  eines  jeden  geraden  Berührungskegels  liegt 
auf  einer  Fokalkurve  der  Fläche,  und  umgekehrt  ist  der  Tan- 
gentialkegel, der  von  einem  Punkte  einer  Fokalkurve  ausgeht,  ein 
gerader. 
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(Wegen  c)  gehört  der  Punkt  A  =  0  dem  Kegelschnitte  (ß) 
an;  diese  Gleichung  kann  aber  nur  dann  eine  Grenzfläche  dar- 
stellen, wenn  entweder  a  +  pr*  oder  ß  -{-  qt^  oder  7  +  pr^ 
gleich  null  ist.) 

e)  Die  Rotationsaxe  eines  solchen  Kegels  berührt  eine  Fokal- 
kurve. 

(Die  Gerade  A  =a  0,  C  =  0  verbindet  den  Scheitel  des  Kegels 
mit  dem  Mittelpunkte  der  berührenden  Kugel,  ist  also  Rotationsaxe.) 

f )  Man  beweise  in  ähnlicher  Weise  die  entsprechenden  Sätze 
für  ein  Paraboloid. 

g)  Welche  Vorzüge  hat  die  im  Paragraphen  selbst  durch- 
geführte Entwicklung  vor  der  hier  mitgeteiUen? 

y)  a)  Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  kann  auf  die  Form 
gebracht  werden:  AB  +  xC*=0,  wo  A,  B,  C  lineare  Formen 
in  u  .  .  .  t  sind.  Soll  dieser  Kegelschnitt  die  Fokalellipse  (7)  sein, 
so  mufs  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  gleich  sein  der  linken  Seite  in  der  letzten 
Gleichung  (7).  Demnach  ist  auch 
7  (1  +  x)  (u«  +  V«  +  w«)  —  AB 

=  (1  +  x)  (au»  +  ßv^  +  yw«  —  t»)  +  xC«. 

Die  rechte  Seite  stellt,  gleich  null  gesetzt,  eine  Fläche  dar, 
welche  von  der  Fläche  (5)  längs  eines  Kegelschnittes  berührt 
wird,  während  die  linke  Seite  zeigt,  dafs  diese  Fläche  eine  Um- 
drehungsfläche mit  den  Brennpunkten  A  =  0,  B  =  0  ist.  Somit 
folgt  der  Satz: 

Zwei  beliebige  Punkte  einer  Fokalkurve  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  können  zu  Brennpunkten  einer  Umdrehungsfläche  ge- 
wählt werden,  von  der  die  gegebene  Fläche  ringsum  berührt  wird. 

(Man  führe  den  Beweis  für  die  verschiedenen  Arten  von 
Flächen  durch.) 

b)  Durch  eine  gegebene  Kurve  zweiter  Ordnung  läfst  sich 
eine  Umdrehungsfläche  legen,  welche  zwei  beliebige  Punkte  der 
zugehörigen  Fokalkurve  zu  Brennpunkten  hat. 

(Man  ersetze  die  Fläche  (5)  durch  eine  Fokalkurve  der  Schar.) 

c)  Jede  Umdrehungsfläche,  welche  durch  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  hindurchgeht,  hat  ihre  Brennpunkte  auf  dem  zuge- 
hörigen Fokalkegelschnitte. 

d)  Unendlich  viele  Punktepaare  haben  die  Eigenschaft,   dafs 
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die  Summe  oder  Differenz  der  Strecken,  welche  von  ihnen  aus 
nach  den  sämtlichen  Punkten  eines  vorgelegten  Kegelschnittes 
gezogen  werden  können,  konstant  sind;  nur  müssen  die  Punkte 
des  Paares  auf  der  zugehörigen  Fokalkurve  gewählt  werden.  Wann 
ist  die  Summe,  wann  die  DiflFerenz  der  Strecken  konstant? 

e)  Läfst  sich  durch  einen  Kegelschnitt  auch  eine  Umdrehungs- 
fläche legen,  deren  Brennpunkte  imaginär  sind? 

f)  Welche  Veränderung  hat  man  mit  dem  in  d)  angegebenen 
Satze  vorzunehmen,  wenn  man  einen  der  beiden  ausgewählten 
Punkte  unendlichfern  annimmt? 


§  36. 

Die  konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung 
in  Punktkoordinaten. 

1.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen 
nehmen  für  Punktkoordinaten  die  Form  an: 

■v2  -tri  1% 

Ä  —  T         p    —  T         y  —  T 

Die  zweite  Gleichung  stellt  demnach  alle  Flächen  dar,  welche 
mit  der  ersten  Fläche  konfokal  sind. 

Wir  erinnern  nochmals  daran,  dafs  die  Gleichung  (2)  für 
T>«  eine  imaginäre  Fläche,  für  a>T>j9  ein  zweischaliges, 
für  i^  >  T  >  7  ein  einschaliges  Hyperboloid  und  für  /  >  t  ein 
Ellipsoid  darstellt.  Für  die  Grenzflächen  haben  wir  jetzt  jedesmal 
zwei  Gleichungen  nötig,  nämlich 

x  =  0,  -/-  +  -?_- =1 
ß      a      Y  —  a 

Y  2  y2 

a  —  y       P  —7 
Für  die  Schnittpunkte  der  Fläche  (1)  mit  der  Fokalhyperbel 
erhalten  wir  die  Koordinaten 

(5)   y  =  o,  x«  =  ^^-^-\  z^^rjßjzr), 
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und  für  die  Schnittpunkte  mit  der  Fokalellipse: 

Es  sind  das  dieselben  Werte,  die  wir  in  §  34  für  die  Koordi- 
naten der  Kreispunkte  erhalten  haben.  Für  a  >  i^  >  y  >  0  liefern 
die  Gleichungen  (5),  für  a>0>/9>7  ^^^  Gleichungen  (6) 
reelle  Werte,  während  für  «  >  ß  >  0  >  /  weder  den  Gleichungen 
(5)  noch  den  Gleichungen  (6)  reelle  Werte  genügen. 

Das  Ellipsoid  wird  von  der  Fokalhyperbel,  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  von  der  Fokal  ellipse  in  vi  er  Punkten 
geschnitten;  das  einschalige  Hyperboloid  hat  mit  keiner 
Fokalkurve  einen  Punkt  gemein.  Die  Schnittpunkte 
einer  Fläche  mit  ihrer  Fokalkurve  sind  jedesmal  die 
Kreispunkte  der  Fläche. 

2.  Indem  wir  die  Gleichung  (2)  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  multiplizieren,  nimmt  sie  die  Form  an : 

(7)    xM^-r)(y-T)  +  y«(«-T)(y-r)  +  zM«~T)(^-r) 

—  {a-T){ß^—T){y  -  t)  =  0. 

Wofern  hier  die  drei  Werte  x,  y,  z  von  null  verschieden 
sind,  erhält  die  Hnke  Seite  für  T  =  a  den  positiven  Wert 
X«  (iJ  '-a){y  —  a),  für  t  =  /9  den  negativen  Wert  y\a—ß)  (/  —  i9), 
für  T=»7  den  positiven  Wert  z*  (a  —  Y){ß  —  /)  und  für  sehr 
grofse  negative  Werte  von  r  einen  negativen  Wert.  Für  ein 
gegebenes  Wertsystem  x,  y,  z  hat  also  die  Gleichung  (7),  oder 
was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  (1)  drei  verschiedene  reelle  Wurzeln 
Xy  fij  r,  welche  der  Bedingung  genügen : 

Wir  erkennen  hieraus,  was  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen 
gesehen  haben,  dafs  durch  jeden  Punkt,  der  keiner  Hauptebene 
angehört,  drei  Flächen  der  Schar  gehen;  aufserdem  zeigt  sich 
liier  aber,  dafs  die  eine  der  drei  Flächen  ein  Ellipsoid,  die  zweite 
ein  einschaliges  und  die  dritte  ein  zweischaliges  Hyperboloid  ist. 

3.  Da  die  Gleichung  (7)  die  drei  Wurzeln  A,  //,  v  besitzt 
und  ihre  höchste  Potenz  den  Koefficienten  eins  hat,  so  ist,  wie 
die  Algebra  lehrt,  identisch 

x2(^_r)(y-T)  +  y2(a-T)(y-r)+zMa-r)(/9-r) 
~(«-T)0-T)(y~T)  =  (r-2)(r-^)(r-i;). 
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Diese  Gleichung  wird  befriedigt  für  jeden  beliebigen  Wert, 
den  wir  der  Gröfse  r  geben.  Es  empfiehlt  sich,  beiderseits  r 
der  Reihe  nach  gleich  a,  ß,  y  zu  setzen.  Alsdann  erhalten  wir 
die  Gleichungen : 

^  («  —  A)  (g  —  (i)  (g  —  v) 

(9)   y2  _  (lzrJH^^^)i^ZL?0 


z'  = 


2  ^  (r  -  ^)  (r  —  /")  (r  —  *') 


Diese  Gleichungen  stellen  die  Auflösungen  der  drei  Glei- 
chungen dar,  welche  aus  (2)  erhalten  werden,  indem  man  für  t 
die  drei  Wurzeln  ^  //,  v  setzt,  welche  diese  Gleichung  für  ein 
gegebenes  Wertsystem  x,  y,  z  besitzt.  Es  sind  das  lineare  Glei- 
chungen in  x',  y2,  z*;  ihre  Auflösung  kann  also  nach  den  be- 
kannten Methoden  erfolgen.  Aber  alsdann  bedarf  es  mancher 
Umformung,  ehe  man  die  einfachen  Resultate  erhält,  welche  durch 
die  Gleichungen  (9)  angegeben  werden.  Der  hier  eingeschlagene 
Weg  liefert  aber  die  einfachsten  Formeln  unmittelbar  ohne  jede 
Rechnung. 

4.  Die  Gleichungen  (DJ  gestatten  uns,  die  Koordinaten  x, 
y,  z  bis  auf  das  Vorzeichen  zu  berechnen,  sobald  aufser  den  drei 
festen  Konstanten  er,  ßy  y  die  Gröfsen  X,  /t/,  v  gegeben  sind. 
Kennt  man  noch  den  Oktanten,  in  welchem  der  Punkt  liegt,  so 
ist  seine  Lage  durch  die  Gröfsen  jl,  ^,  v  vollständig  bestimmt. 
Die  Benutzung  dieser  Gröfsen  bietet  bei  vielen  Problemen  der 
Geometrie,  namentlich  für  die  Untersuchung  von  Linien,  die  auf 
einem  EUipsoid  liegen,  ganz  besondere  Vorteile;  man  nennt  sie 
deshalb  elliptische  Koordinaten.  Es  sind  dies  die  Parameter 
der  drei  mit  der  gegebenen  Fläche  «konfokalen  Flächen,  welche 
durch  den  zu  bestimmenden  Punkt  gehen. 

5.  Wir  haben  schon  oben  gesehen,  dafs  v<iy  sein,  (i  zwischen 
ß  und  /,  X  zwischen  a  und  ß  liegen  mufs.  Auch  zeigen  die 
Gleichungen  (9),  dafs  jedesmal,  wenn  die  drei  Parameter  X^  ^,  r 
diesen  Bedingungen  genügen,  die  Werte  von  x*,  y*,  z*  positiv 
sind.  Es  lohnt  sich  aber  der  Mühe,  nachzuweisen,  dafs  unter 
der  Annahme  o > /^ >  y  und  X^  fi'^v  die  Gleichungen  (9) 
nur  dann  reelle  Werte  für  x,  y,  z  liefern,  wenn  Jl,  /t/,  v  zwischen 
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den  angegebenen  Grenzen  liegen.  Alsdann  müssen  nämlich  die 
Produkte  (a  —  Z)  (a  —  //)  (a  —  v)  und  (y  —  X)  {y  —  fi)  (y  —  i^) 
positiv,  das  Produkt  (^  —  X)  {8  —  fi)  (ß  —  v)  negativ  sein.  Dem- 
nach mufs  Y^v  sein,  weil  im  andern  Falle  die  drei  Faktoren 
7  —  ^9  7  "  ^9  7  —  ^  negativ  wären.  Mit  /  —  v  sind  aber  auch 
die  Gröfsen  a  —  v  und  ß  —  v  positiv;  also  müssen  ß  —  X  und 
ß  —  fi  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  oder  es  mufs  X^ß^fi 
sein.  Da  hiernach  auch  X^y  ist  und  y  —  X  und  /  —  (i  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  ist  fi^y.  Aus  ß  ^  fi  folgt  a>jt/;  daher 
mufs  auch  a  >  >l  sein.  Die  Bedingungen  (8)  müssen  also  erfüllt 
sein,  wenn  die  Gleichungen  (9)  reelle  Werte  für  x,  y,  z  liefern 
sollen. 

6.  Schon  aus  den  Grenzen  für  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(2)  geht  hervor,  dafs  durch  jeden  Punkt,  der  auf  keiner  Koordi- 
natenebene liegt,  nur  ein  einziges  Ellipsoid  geht.  Zudem  haben 
wir  soeben  gesehen,  dafs  bei  keinem  Werte  von  X  die  Ausdrücke 
für  X*,  y2,  z^  positiv  sein  können,  falls  fi  und  v  beide  kleiner 
sind  als  y.  Somit  können  sich  konfokale  Ellipsoide  niemals 
schneiden.  Wenn  dagegen  v  <Ciy  und  ß^ ii'^y  für  feste  Werte 
y,  und  V  ist,  so  können  wir  der  Gröfse  X  noch  jeden  Wert  geben, 
der  zwischen  a  und  ß  liegt,  und  erhalten  jedesmal  reelle  Werte 
für  X,  y,  z;  somit  hat  jedes  Ellipsoid  mit  einem  beliebigen  kon- 
fokalen einschaligen  Hyperboloid  eine  Linie  gemeinschaftlich. 
Ebenso  darf  man,  nachdem  v  und  X  derartig  fest  gewählt  sind, 
dafs  V  <iy  und  o>Jl>/9  ist,  noch  der  Gröfse  fi  jeden  Wert 
zwischen  ß  und  y  beilegen;  es  schneidet  sich  also  auch  jedes 
zweischalige  Hyperboloid  mit  einem  beliebigen  konfokalen  Ellipsoid. 
Die  gleiche  Betrachtung  können  wir  auch  für  die  andern  Flächen- 
arten anstellen,  indem  wir  X  einen  festen  Wert  zwischen  a  und  ^, 
H  einen  festen  Wert  zwischen  ß  und  y  beilegen.  Diese  Betrach- 
tung führt  zu  dem  Satze: 

Zwei  konfokale  Flächen  derselben  Art  haben  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich,  dagegen  schneiden  sich  zwei 
konfokale  Flächen  verschiedener  Art  jedesmal  in  einer 
reellen  Kurve. 

7.  Wenn  die  Koordinaten  x,  y,  z  den  beiden  Gleichungen 
genügen : 
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Y  2  -tri  5f  2 

(10)    -    ,-  +  /-i  +  -      ,  =  » 


so  folgt  durch  Subtraktion  unter  Weglassung  des  Faktors  A  —  fi 
die  neue  Gleichung: 

Y  2  V  2  V  2 

^1^ — I y. I r -«  0 

Diese  Gleichung  hat  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung. 
Um  dieselbe  zu  finden,  stellen  wir  die  Gleichungen  der  Ebenen 
auf,  von  denen  die  Flächen  (10)  im  Punkte  (x,  y,  z)  berührt 
werden.  Indem  wir  mit  X,  Y,  Z  beliebige  Punkte  auf  einer  dieser 
Ebenen  bezeichnen,  erhalten  wir  für  die  Ebenen  die  Gleichungen : 

Xx        ,         Yy        1  Zz 


a- X^  ß—X^  r  —  Z 
Xx      .      Yv     ,      Zz  ^ 


a~  fi      ß  —  fi      y  —  ii 

Die  Richtungscosinus  «,  b\  h    der  zur  ersten  Ebene  errich- 
teten Senkrechten  verhalten  sich  wie 


z 


a   -X'  ß  —  X  '  Y  —  X 

und  die  Richtungscosinus  tj^  ?/,  tj''  für  die  auf  der  zweiten  Ebene 
errichteten  Senkrechten  wie 

X  V  z 

a  —  fi  '  ß  —  fA  '  r  —  (i 

Demnach  geht  die  Gleichung  (11)  in  die  folgende  über: 

tTj  -|-  87]'  +  a'Y'  =  0, 
und  diese  sagt  aus,  dafs  die  angegebenen  Senkrechten  und  damit 
die  Tangentialebenen  selbst  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Zwei  konfokale  Flächen  schneiden  einander  überall 
rechtwinklig. 

8.  Der  Schnitt  zweier  konfokaler  Flächen  zweiter  Ordnung 
wird  als  eine  Krümmungslinie  bezeichnet.  Eine  auf  einem 
Ellipsoid  gelegene  Krümmungslinie  wird  entweder  durch  den  Schnitt 
mit  einem  einschaligen  oder  durch  den  Schnitt  mit  einem  z>\'ei- 
schaligen  Hyperboloid  erhalten.  Indem  man  als  gleichartige  Krüm- 
mungslinien solche  bezeichnet,   welche  den  Schnitt  gleichartiger 


§  36.    Die  konfokalen  Flächen  2.  O.  in  Punktkoordinaten.  353 

Flächen  bilden,  und  indem  man  gleichartige  Krümmungslinien 
derselben  Schar  zuordnet,  erkennt  man,  dafs  auf  jeder  Fläche 
zweiter  Ordnung  zwei  Scharen  von  Krämmungslinien  liegen. 
Krümmungslinien  derselben  Schar  können  einander  nicht  schneiden, 
da  sie  gleichartigen  konfokalen  Flächen  angehören;  dagegen  müssen 
Krümmungslinien  verschiedener  Art  acht  Punkte  gemeinschaftlich 
haben.  Aus  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  geht  unmittelbar  her- 
vor, dafs  auch  schneidende  Krümmungslinien  rechtwinklig  zu 
einander  geneigt  sind.  Ebenso  ist  sofort  klar,  dafs  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  zwei  auf  ihr  gelegene  Krümmungslinien  gehen, 
welche  verschiedenen  Scharen  angehören. 

Auf  jeder  Fläche  zweiter  Ordnung  giebt  es  zwei 
Scharen  von  Krümmungslinien.  Krümmungslinien  der- 
selben Schar  haben  keinen  Punkt  gemeinschaftlich;  aber 
Krümmungslinien  von  verschiedenen  Scharen  schneiden 
einander  immer,  und  zwar  überall  rechtwinklig.  Durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  ihrer  Krümmungs- 
linien hindurch. 

Man  sagt  auch  wohl:  Die  beiden  Scharen  der  Krümmungs- 
linien, welche  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gezogen  werden 
können,  zerlegen  die  Fläche  in  lauter  unendlich  kleine  Rechtecke. 

9.  In  §  35,  16  haben  wir  in  Ebenenkoordinaten  die  Gleichung 

desjenigen  Kegels  aufgestellt,   welcher  von   einem  festen  Punkte 

aus  an  eine  beliebige  Fläche  der  Schar  gelegt  werden  kann.    Zu 

Koordinatenebenen  wählten  wir  dabei  die  Berührungsebenen  der 

drei  durch  den  Punkt  gehenden  konfokalen  Flächen.    Gehen  wir 

von  den  dort  benutzten  Ebenenkoordinaten  zu  den  zugehörigen 

Punktkoordinaten  über,  so  haben  wir  die  beiden  dort  gefundenen 

Gleichungen  durch  die  folgende  zu  ersetzen: 

S'  w*  C* 

(12)    ^-    +^      +^„0. 

Wenn  ein  Punkt  die  elliptischen  Koordinaten  ^  ^, 
v  hat,  so  ist  (12)  die  Gleichung  des  von  ihm  an  diejenige 
konfokale  Fläche  gelegten  Tangentialkegels,  welche 
den  Parameter  r  hat,  wofern  man  die  Tangentialebenen 
an  die  drei  durch  den  Punkt  gehenden  konfokalen 
Flächen  zu  Koordinatenebenen  wählt. 

Auch  die  Gleichung  (12)  kann  man  benutzen,  um  einige  von 

Kllling,  Lehrbuch  der  analjrt.  Geometrie.    II.  23 
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den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätzen  herzuleiten. 
Indessen  ist  es  nicht  nötig,  darauf  nochmals  einzugehen.  Nur 
daran  wollen  wnr  erinnern,  dafs  wegen  der  für  die  Gröfsen  l, 
fiy  V  angegebenen  Grenzen  die  Gleichung  (12)  nur  dann  einen 
geraden  Kegel  darstellt,  wenn  entweder  X^fi^^ß  oder  ^=— i;«sy 
ist,  wenn  also  der  Scheitel  auf  einer  der  beiden  Fokalkurven  liegt, 

Übungen : 

1)  a)  Während  die  Tangentialkegel,  welche  von  einem  be- 
liebigen Punkte  aus  an  konfokale  Flächen  gelegt  werden  können, 
selbst  konfokal  sind,  bilden  die  Schnittlinien  mit  einer  Ebene  im 
allgemeinen  keine  konfokale  Schar. 

b)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  dieselben  Haupt- 
ebenen haben  und  von  ihnen  in  konfokalen  Kegelschnitten  ge- 
schnitten werden,  so  sind  sie  selbst  konfokal. 

2)  Man  soll  diejenigen  Punkte  finden,  von  denen  aus  sich 
reelle  Umdrehungskegel  an  eine  vorgelegte  Fläche  zweiter  Ordnung 
legen  lassen. 

a)  Die  Punkte  liegen  beim  Ellipsoid  auf  vier  unendlichen 
Zweigen  der  Fokalhyperbel,  während  die  Fokalellipse  und  zwei 
Bogen  der  Fokalhyperbel  auszuschliefsen  sind. 

b)  Beim  zweischaligen  Hyperboloid  liegen  die  Punkte  auf 
zwei  Bogen  der  Fokalellipse;  zwei  andere  Bogen  dieser  Kurve 
und  die  Fokalhyperbel  liefern  imaginäre  Kegel.  Für  welche  Punkte 
wird  der  Winkel  am  kleinsten,  den  die  Axe  eines  geraden  Tan- 
gentialkegels  an  die  Fläche  mit  ihren  Kanten  bildet.'^  Wie  grofs 
ist  dieser  kleinste  Winkel.^ 

c)  Für  das  einschalige  Hyperboloid  sind  die  Berührungskegel 
reell,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  der  beiden  Fokal- 
kurven ausgehen.  Auf  der  Ellipse  nimmt  der  Winkel,  den  die 
Axe  mit  der  Kante  bildet,  zweimal  ein  Maximum  und  zweimal 
ein  Minimum  an;  auf  der  Hyperbel  erhalten  wir  zwei  Maxima 
dieses  Winkels.  Man  soll  die  Scheitel  der  entsprechenden  Kegel 
und  die  Gröfse  der  Winkel  bestimmen. 

3)  Um  konfokale  Paraboloide  vermittelst  Punktkoordinaten 
zu  untersuchen,  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen. 

a)  Entweder  geht  man  von  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  aus, 
transformiert  sie  auf  den  Scheitel  der  ersten  Fläche,  läfst  dann 
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den  Mittelpunkt  immer  weiter  rücken  und  legt  die  Form  zu 
Grunde^  welche  die  Gleichungen  im  Grenzfalle  annehmen. 

b)  Oder  man  legt  die  Gleichung  (8)  und  (9)  von  §  35 
(S.  339)  zu  Grunde  und  stellt  die  Flächen  in  den  zugehörigen 
Punktkoordinaten  dar. 

Man  führe  beide  Wege  durch  und  gebe  beidemale  zu  sämt- 
lichen in  diesem  Paragraphen  aufgestellten  Gleichungen  die  ent- 
sprechenden Formeln  an. 

4)  Man  beschreibe  die  Veränderung,  welche  mit  der  Gestalt 
der  Fläche  (2),  mit  der  Länge  der  Axen  u.  s.  w.  vor  sich  geht, 
wenn  der  Parameter  r  eine  kleine  Änderung  erleidet.  So  lasse 
man  zuerst  t  einen  Wert  <  7  annehmen  und  stetig  bis  7  wachsen; 
dabei  untersuche  man  namentlich  die  Gestalt  der  Fläche  für  den 
Fall,  dafe  die  (positive)  Gröfse  7  —  t  immer  kleiner  wird.  Man 
betrachte  jetzt  einen  beliebigen  Wert  zwischen  ß  und  7  und  gehe  von 
ihm  aus  zum  Werte  7  zurück.  Dabei  frage  man  sich,  für  welche 
Gebilde  die  Fokalellipse  die  Grenzlage  ist,  mit  andern  Worten, 
was  aus  dieser  Kurve  werde,  wenn  man  den  Parameter  t  vom 
Werte  7  aus  einmal  unendlich  wenig  zunehmen  und  dann  un- 
endlich wenig  abnehmen  läfst. 

In  gleicher  Weise  untersuche  man  die  Veränderung  der  ein- 
schaligen Hyperboloide,  wenn  r  alle  Werte  von  7  bis  ß  durch- 
läuft u.  s.  w. 

5)  a)  Man  zeige,  dafs  unendlich  nahe  Normalen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sich  nur  dann  schneiden  können,  wenn  die 
Fufspunkte  auf  derselben  Krümmungslinie  liegen. 

Jeder  Punkt  (g,  ?y,  Q  auf  der  im  Punkte  (x,  y,  z)  der  Fläche 
(1)  an  sie  errichteten  Normalen  wird  vermittelst  einer  veränder- 
lichen Gröfse  0  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

>  1      X  ,      y    w  ,      z 

g  — x-f  ö-,  7j^y+aj,  g  =  z  +  (J-. 

Soll  durch  den  Punkt  (g,  ^,  g)  noch  die  Normale  des  Punktes 
(x  +  h,  y  +  k,  z  +  1)  gehen,  so  müssen  die  vorstehenden  Glei- 
chungen auch  befriedigt  werden,  wenn  man  x,  y,  z  durch  x  -f-  h, 
y  -|-  k,  z  -f-  1  und  0  durch  0  -j-  x  ersetzt.     Daher  mufs  sein: 

,   XX       ,  xy       . xz 

~  ä~+  ö'      ""  ^  +  ö'      ~  7  +  0 

23* 
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Jetzt  mufs  aber  auch  der  Punkt  (x  +  h,  y  -)-  k,  z  +  1)  der 
Gleichung  (1)  genügen.  Daraus  folgt  unter  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  dafs  h,  k^  1  unendlich  kleine  Gröfsen  sein  sollen,  die 
Gleichung 


oder 


^         ß        7 


oder 


aia  +  a)  '  ßiß  +  a)  '  /(y  +  ö) 


'^L  +  Z*     ^.-^'^^l. 


Demnach  mufs  —  o  einen  der  beiden  Werte  r  annehmen, 
welche  aafser  dem  Werte  null  der  Gleichung  (2)  genügen.  Der 
neue  Punkt  liegt  also  in  der  Richtung  der  Normale  an  je  eine 
dieser  Flächen,  und  da  die  Flächen  unter  einander  und  auf  der 
gegebenen  senkrecht  stehen,  auf  der  Schnittlinie  mit  einer  durch 
den  Punkt  gehenden  konfokalen  Fläche. 

h)  Man  führe  die  angegebene  Entwicklung  in  der  umgekehrten 
Reihenfolge  durch,  indem  man  annimmt,  der  unendlich  nahe  Punkt 
liege  in  einer  Krümmungslinie. 

c)  Der  in  a)  benutzte  Punkt  (g,  ?y,  g)  mufs  als  der  Schnitt- 
punkt unendlich  naher  Normalen  betrachtet  werden.  Zu  jedem 
Punkte  der  Fläche  gehören  zwei  solche  Punkte;  diese  werden 
als  Krümmungsmittelpunkte  und  ihre  Abstände  vom  gegebenen 
Punkte  als  Hauptkrümmungsradien  bezeichnet.  Man  gebe  die 
Beziehung  an,  in  der  diese  beiden  Radien  zu  den  Parametern  der 
durch  den  Punkt  gehenden  konfokalen  Flächen  stehen. 

d)  Die  Normale  in  einem  Kreispunkte  wird  von  jeder  un- 
endlich nahen  Normale  geschnitten. 

e)  Im  allgemeinen  gehen  durch  einen  Punkt  des  Raumes 
sechs  Normalen  an  eine  vorgelegte  Fläche  zweiter  Ordnung. 

(Man  betrachte  in  a)  den  Punkt  (g,  rj,  g)  als  gegeben  und 
drücke  x,  y,  z  vermittelst  der  Unbekannten  o  durch  |,  ly,  g  aus. 
Damit  der  Punkt  (x,  y,  z)  auf  der  Fläche  (1)  liegt,  mufs  a  eine 
Wurzel  der  Gleichung  sein: 
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f)  Durch  einen  unendlichfernen  Punkt  gehen  nur  zwei  Nor- 
malen an  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung. 

g)  Wie  ändern  sich  die  angegebenen  Sätze  für  ein  Para- 
boloid  ? 

6)  a)  Entsprechende  oder  korrespondierende  Punkte  auf  gleich- 
artigen konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  solche  Punkte 
desselben  Oktanten,  in  denen  die  Flächen  von  derselben,  zur  Schar 
gehörenden  Krümmungslinie  geschnitten  werden.  Demnach  be- 
stimmen die  elliptischen  Koordinaten  (>l,  ^,  r)  und  {Xy  /i,  v) 
entsprechende  Punkte  auf  zwei  EUipsoiden  der  Schar. 

b)  Zwei  Punkte  auf  gleichartigen  konfokalen  Flächen  zweiter 
Ordnung  haben  dieselbe  Entfernung  wie  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  (Ivoryscher  Satz). 

Es  seien  (x,  y,  z)  und  (X,  Y,  Z)  irgend  zwei  Punkte  auf 
gleichartigen  konfokalen  Flächen;  dem  ersten  möge  der  Punkt 
(x',  y',  z),  dem  zweiten  der  Punkt  (X',  Y',  Z')  entsprechen.  Wenn 
der  Punkt  (x,  y,  z)  die  elliptischen  Koordinaten  1,  ^,  Vy  der 
Punkt  (X,  Y,  Z)  die  elliptischen  Koordinaten  A',  fi\  v  hat,  und 
die  Flächen  etwa  EUipsoide  sind,  so  entspricht  dem  Punkte 
(x ,  y ,  z)  das  Tripel  X,  //,  v  und  dem  Punkte  (X',  Y',  Z')  das 
Tripel  >l',  ^',  v.  Daher  ergeben  sich  aus  (9)  für  x*X*  und  x'*X'*, 
und  somit  auch  für  xX  und  x'X'  gleiche  Werte  u.  s.  w.  Berück- 
sichtigt man  noch  die  Werte,  die  sich  für  x*  -j-  y*  +  z*  u.  s.  w. 
aus  der  Übung  7)  d)  zu  §  35  ergeben,  so   folgt  die  Gleichung: 

(x-X)«  +  (y~Y)»  +  (z  -Z)« 
=  (x  -  X')*  +  (y'  —  Y')«  +  (z  —  Zy. 

c)  Sind  X,  y,  z  und  Xi,  yi,  Z\  die  Koordinaten  zweier  ent- 
sprechender Punkte  auf  zwei  konfokalen  Ellipsoiden,  von  denen 
das  erste  die  Halbaxen  a,  b,  c,  das  zweite  die  Halbaxen  ai,  b], 
Ci  hat,  so  gelten  die  Gleichungen: 

X        a     y        b      z         c 
xi  ~a/  yi  ~b/  zi  "^  Ci 

(Nach  Gleichung  (9)  gelten  die  Relationen 

X*  :  Xi 2  =3  (a  —  r)  :  (a  —  v)     u.  s.  w.) 

d)  Irgend  zwei  Punkten,  die  derselben  Erzeugenden  eines 
einschaligen  Hyperboloids  angehören,  entsprechen  auf  einem  kon- 
fokalen einschaligen  Hyperboloid  zwei  Punkte,  die  ebenfalls  auf 
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einer  Erzeugenden  liegen  und  denselben  Abstand  von  einander 
haben  wie  die  gegebenen  Punkte. 

(Sollen  die  Punkte  (x,  y,  z)  [oder  (A,  ^,  v)]  und  (x',  y',  z') 
[oder  (r,  (ji,  p')]  auf  einer  Erzeugenden  der  Fläche  (2)  für  r«*^ 
liegen,  so  müssen  sie  konjugierte  Pole  für  diese  Flache  sein;  es 
mufs  also  die  Relation  bestehen: 


Daraus  folgt  eine  Beziehung  zwischen  X^  k\  v^  v',  die  von 
fi  unabhängig  ist.     Ebenso  kann  man  die  Gröfse 

(x  -  X')«  +  (y  -  y')«  +  (z  -  zy 
durch  Xy  X\  r,  v'  allein  ausdrücken.) 

7)  Man  untersuche  die  drei  Arten  von  Krümmungslinien, 
welche  durch  den  Schnitt  konfokaler  Mittelpunktsflächen  erhalten 
werden.  Zu  dem  Zwecke  führe  man  die  Entwicklungen  durch, 
welche  im  folgenden  unter  der  Annahme  angegeben  sind,  dais 
X  und  (i  feste  Werte  haben,  aber  v  veränderlich  ist,  und  über- 
trage sie  auf  die  andern  beiden  Fälle. 

a)  Indem  man  in  den  Gleichungen  (9)  der  Gröfse  v  alle 
Werte  </  giebt,  erkennt  man,  dafs  die  Kurve  aus  vier  kon- 
gruenten, ins  Unendliche  verlaufenden  Zweigen  besteht,  welche 
die  xy-Ebene  senkrecht  durchschneiden. 

b)  Man  untersuche  die  Schnittlinie  der  durch  die  Gleichungen 
(10)  bei  festen  Werten  von  X  und  fi  dargestellten  Flächen.  Durch 
diese  beiden  Flächen  lasse  man  einen  Büschel  bestimmt  werden 
und  gebe  die  Gestalt  des  ihm  angehörenden  Kegels  und  der  durch 
die  Schnittkurve  gelegten  Cylinder  an. 

c)  Für  diejenigen  Leser,  welche  mit  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  bekannt  sind,  möge  folgendes  bemerkt  werden. 
Die  Koordinaten  für  die  Punkte  einer  Krümmungslinie  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  hangen  in  sehr  schöner  Weise  von  den  Weier- 
strafsschen  o-Funktionen  ab;  dabei  tritt  die  Annehmlichkeit  ein, 
dafs  diese  Funktionen  für  alle  Krümmungslinien  desselben  Systems 
dieselben  Invarianten  besitzen.  Man  darf  nämlich  für  einen  be- 
liebigen reellen  Wert  q  (etwa  für  (>  — 1)  setzen: 

ß  —  y  a  —  ß  a " Y 

Ci  —  e^  =  -  TTi"  '  ^*  —  ^3  =  — — i— >  Gl  —  e«  =  —  —9 

Q^  Q^  Q^ 

also 
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a  +  ß-2Y  «~2i3  +  y  -  2a  +  g  +  7 

Alsdann  erhalten  wir  für  die  Schnittlinie  der  beiden  Flächen  (10) : 

d)  Man  behandle  in  gleicher  Weise  die  durch  den  Schnitt 
konfokaler  Paraboloide  erhaltenen  Krümmungslinien. 

8)  Eine  Fläche  direkt  durch  eine  Gleichung  zwischen  den 
elliptischen  Koordinaten  zu  bestimmen,  hat  meistens  etwas  Mifs- 
liches.  Dennoch  möchten  wir  auf  folgende  Gleichungen  hin- 
weisen : 

a)  ;i  =  Const. 

b)  A  +  ^  +  j;  =  Const.  (Üb.  7)  d)  zu  §  35. 

c)  l  -\-  fi  =  Const. 

9)  a)  Indem  man  die  in  r  identische  Gleichung: 

'^  r  —  a^  r  —  ß^  z  —  Y      (r—  a)(r  —  /9)(t  —  7) 

nach  T  differentiiert  und  dann  r  einen  der  drei  Werte  X,  (i,  v 
beilegt,  erhält  man  die  Gleichungen: 


{a^Xy  •   {ß-Xy  •   (7-A)2       {a-X)  (ß^  X)  {r-^)      u 

^       [      y^      I z'     _    (/" -- -^)  (i"  -  ^)    _i 


(a-^)2   •   {ß-(iy  •   {y-iiy      (a-^)(^-^)(y~^)       M^ 

X« L___y!__  I      z2     _    [p  —  x){v  —  ii)    _  1 


wo  L*,  M^,  N^  nur  Abkürzungen  für  die  danebenstehenden  Funk- 
tionen von  Xy  (ly  V  sind. 

Zugleich  ist  N  der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  im 
Punkte  {Xy  fi,  v)  an  das  hindurchgehende  EUipsoid  gelegten  Tan- 
gentialebene u.  s.  w. 

b)  Durch  logarithmische  Differentiation  der  Gleichungen  (9) 

erhalten  wir  folgende  Relationen: 

^j  xd>l     ,     xd«     ,     xdj^ 

2dx  — H ^  H 

X  —  a      fi  —  a       V  —  a 
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^        X  —  ß^fi  —  ß^v^ß 
^j  zdil      ,     zdu     .     zdv 

X  -   y       fi  —  Y       V  —  7 

c)  Indem  wir  diese  Gleichungen  quadrieren  und  die  Glei- 
chungen (11)  des  Textes,  sowie  die  unter  a)  angegebenen  Glei- 
chungen beachten,  erhalten  wir  die  Gleichung: 

d)  Hiernach  geben  die  Brüche 

1  d^    1  d^    1  dr 

2  L'  2  M'  2  N 

die  unendlich  kleinen  Längen  auf  den  einzelnen  Krümmungslinien 
an.  Man  soll  dies  geometrisch  beweisen  unter  Berücksichtigung 
der  in  Üb.  7)  a)  zu  §  35  angegebenen  Bedeutung  von  i,  ju,  r. 

e)  Wenn  wir  ein  festes  EUipsoid  betrachten  und  deshalb  v 
als  konstant  ansehen,  so  wird  das  von  zwei  Paaren  unendlich 
naher  Krümmungslinien  eingeschlossene  Stück  dO  der  Ober- 
fläche gleich 

f)  Das  Raumelement  dV  kann  man  sich  durch  drei  Paare 
benachbarter  konfokaler  Flächen  begrenzt  denken;  daher  ist 

j^ 1  d>l  .  dju  .  d)^ 

8  1     M    N* 

g)  Man  löse  die  in  b)  angegebenen  Gleichungen  dadurch  auf, 
dafs  man  die  drei  Gleichungen,  welche  man  aus  (2)  erhält,  indem 
man  x  durch  A,  //,  v  ersetzt,  vollständig  diflferentiiert. 

h)  Wenn  man  a,  ß,  y  und  >l,  ;/,  v  mit  einander  vertauscht, 
hat  man  auch  x*,  y*,  z*  mit  —  L*,  —  M',  -  N*  zu  vertauschen. 
Dadurch  findet  man  Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen  L*,  M*,  N*. 

10)  Die  Gleichung  (12)  für  die  vom  Punkte  (>l,  ^,  v)  aus- 
gehenden Tangentialkegel  soll  direkt  hergeleitet  werden. 

Sind  X,  Y,  Z  die  Koordinaten  für  einen  beliebigen  Punkt 
des  an  die  Fläche  (2)  gelegten  Tangentialkegels,  x,  y,  z  die 
Koordinaten  seiner  Spitze,  so  ist  die  Gleichung  des  Kegels 


